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Exo 1

Recommandations

Rédigez vos réponses dans un français correct. Terminez chaque résolution d’exercice par une
conclusion encadrée ou soulignée. Laissez une marge au correcteur.

Les exercices sont indépendants et peuvent être traités dans n’importe quel ordre. Dans un
exercice avec plusieurs questions, on pourra, si besoin est, admettre le résultat d’une question pour
répondre aux suivantes.
La calculatrice est autorisée.

Exercice 1

(Paradoxe de Walter Penney)

Soit n ∈ N∗. On effectue une suite de n lancers indépendants d’une pièce équilibrée.
Pour tout k ∈ [[1;n]], on note Pk l’événement �� obtenir pile au k-ème lancer �� et Fk l’événement

�� obtenir face au k-ème lancer ��. Pour alléger, on pourra écrire P1F2 à la place de P1 ∩ F2.
On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si l’on obtient pour la première fois �� pile ��

puis �� face �� dans cet ordre aux lancers k − 1 et k. On convient que X prend la valeur 0 si l’on
n’obtient jamais une telle succession.

On note Y la variable aléatoire qui prend la valeur k si l’on obtient pour la première fois �� pile ��
puis ��pile �� dans cet ordre aux lancers k − 1 et k. On convient que Y prend la valeur 0 si l’on
n’obtient jamais une telle succession.

L’objectif de cet exercice est de calculer les espérances de X et Y pour vérifier, contre toute at-
tente, que E(X) et E(Y ) ne sont pas égales !! Plus précisément, nous allons voir que E(X) < E(Y ),
ce qui signifie que le temps d’attente de la première configuration ��pile-face �� est, en moyenne, plus
court que le temps d’attente de la première configuration �� pile-pile ��.

Partie A. Étude de X

1. Que vaut X(Ω) ?
2. Calculer P (X = 2).
3. Soit k � 3.

a) Démontrer que

P (X = k |P1) =
1

2k−1
·

b) Expliquer sobrement pourquoi l’on a

P (X = k |F1) = P (X = k − 1).

c) En déduire que

P (X = k) =
1

2k
+

1

2
P (X = k − 1).

4. Pour tout k ∈ [[2;n]], on pose uk = 2kP (X = k). Démontrer que la suite (uk)2�k�n est
arithmétique et en déduire la valeur de P (X = k) pour tout k ∈ [[2;n]].

5. a) Démontrer que, pour tout m � 2, on a
m∑

k=2

k − 1

2k
= 1− m+ 1

2m
·

b) Déterminer P (X = 0) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +∞.
Interpréter.

6. a) Démontrer que, pour tout m � 2, on a
m∑

k=2

k(k − 1)

2k
= 4− m

2 + 3m+ 4

2m
·

b) Calculer E(X) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +∞.



Partie B. Étude de Y

1. Que vaut Y (Ω) ?

2. Calculer P (Y = 2) et P (Y = 3).

3. Soit k � 4.

a) À l’aide de la formule des probabilités totales, démontrer que

P (Y = k |P1) =
1

2
P (Y = k |P1F2)

et en déduire que

P (Y = k |P1) =
1

2
P (Y = k − 2).

b) Démontrer que

P (Y = k) =
1

2
P (Y = k − 1) +

1

4
P (Y = k − 2).

4. Déterminer P (Y = k) pour tout k ∈ [[2;n]].

5. a) Démontrer par récurrence sur m que, pour tout m ∈ [[2;n]], on a

m∑

k=2

P (Y = k) = 1− P (Y = m− 1)− 3P (Y =m).

b) Déterminer P (Y = 0) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +∞.

6. a) Démontrer par récurrence sur m que, pour tout m ∈ [[2;n]], on a

m∑

k=2

kP (Y = k) = 6− (m+ 5)P (Y = m− 1)− (3m+ 16)P (Y =m).

b) Démontrer que

E(Y ) = 6−5(n+ 5) + (2n+ 11)
√
5

10

(1 +
√
5

4

)n−1
−5(n+ 5)− (2n+ 11)

√
5

10

(1−
√
5

4

)n−1

et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +∞.

Partie C. Un peu d’informatique

1. Écrire, en langage SCILAB, un script qui réalise 100 lancers d’une pièce équilibrée et stocke
les résultats de ces lancers (sous forme de "P" et de "F") dans un vecteur u.

2. Que fait le script suivant :

X=0; Y=0;

for i=2:100 do

if u(i-1)=="P" & u(i)=="F" & X==0 do

X=i;

end

if u(i-1)=="P" & u(i)=="P" & Y==0 do

Y=i;

end

end

X, Y,

3. Que faudrait-il faire pour que les valeurs de X et Y données par SCILAB, soient proches
respectivement de 4 et 6 ?
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Exercice 1 Suites d’intégrales On veut étudier la suite définie par : ∀n ∈ N In =
∫ π

4

0
tann(x)dx.

1

1. Montrer que la suite (In) est décroissante. En déduire qu’elle est convergente.
1.5

2. Vérifier que ∀n ∈ N, In+2 + In = 1
n+1 .

1

3. En déduire la limite de la suite (In).

Commentaire : exercice assez simple d’étude de suites d’intégrales. Correction :

1. On a :

∀n ∈ N,∀t ∈
[

0,
π

4

]

, tan(x) ∈ [0, 1]

et donc :∀n ∈ N,∀t ∈
[

0,
π

4

]

, 0 6 tann+1(x) 6 tann(x)

on intègre∀n ∈ N,0 6

∫ π
4

0
tann+1(x)dx 6

∫ π
4

0
tann(x)dx

ie∀n ∈ N,0 6 In+1 6 In.

La suite (In) est donc décroissante et est minoré par 0. On en déduit qu’elle converge.

2. On a calcule pour n ∈ N :

In+2 + In =
∫ π

4

0
tann+2(x)dx +

∫ π
4

0
tann(x)dx

=
∫ π

4

0
tann(x)(tan2(x) + 1)dx

=
[ 1
n + 1

tann+1(x)
]π

4

0
on reconnaît u′un

=
1

n + 1

(

1n+1 − 0
)

=
1

n + 1

REM : on peut aussi faire une IPP en dérivant tann(x) et en prenant la primitive de (tan2(x) + 1).
1 point dans ce cas, car la forme u′un est claire.

3. On note l la limite de In, on peut alors passer à la limite dans la relation : ∀n ∈ N, In+2 + In = 1
n+1 ,

ce qui donne : l + l = 0, i.e. l = 0. Ainsi, limn∞ In = 0.

Exercice 2 Chaîne de Markov (G2E) Une puce effectue des sauts aléatoires sur les trois sommets du
triangle ABC. À chaque saut, elle peut soit sauter sur place, soit sauter vers un des deux autres sommets.
Les probabilités pour que chaque saut de départ s’effectue en A, B ou C sont respectivement a0, b0 et c0.
On note An (respectivement Bn et Cn) les événements « Après le n-ième saut, la puce est au point A »
(respectivement B, C), et an, bn, cn leur probabilités respectives.

Enfin, pour tout point M et N appartenant à {A, B, C}, on note PMN la probabilité que le saut
s’effectue de M vers N .

1. Soit n ∈ N. Montrer que an+1 = pAAan +pBAbn +pCAcn. Exprimer de même bn+1 et cn+1 en fonction 1

de an, bn et cn.

2. Soita ∈
]

0, 1
2

[

. Dans cette question, pour tous points M et N appartenant à {A, B, C} avec M 6= N ,
on pose pMN = a et pMM = 1− 2a.
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(a) Montrer la relation an+1 = (1− 3a)an + a. 0.5

(b) En déduire l’expression de an en fonction de n. 1

(c) Déterminer de même une expression de bn en fonction de n. 0.5

(d) En déduire la limite de chacune des suites (an)n∈N, (bn)n∈N et (cn)n∈N. Comment peut-on 1

interpréter ce résultat.

3. Dans cette question, on suppose pAA = 1, pBA = pBB = 1
2 et pCA = pCB = pCC = 1

3 .

(a) Comment interpréter la condition pAA = 1 ? 0.5

(b) Déterminer les valeurs pMN manquantes. 0.5

(c) Montrer que (cn)n∈N est une suite géométrique et en déduire une expression de cn en fonction 0.5

de n, de c0 et de b0.

(d) Montrer la relation : bn+2 = 5
6bn+1 − 1

6bn, pour tout n ∈ N. En déduire l’expression de bn en 1.5

fonction de n et de c0.

(e) Déterminer les limites des suites (bn)n∈N et (cn)n∈N. En déduire la limite de la suite (an). Com- 1

ment interpréter ce résultat ?

Correction :

1. Les événements (An, Bn, Cn) forment un système complet d’événements. Ainsi en utilisant les proba-
bilités totales :

p(An+1) = p(An+1 ∩An) + p(An+1 ∩Bn) + p(An+1 ∩Cn)

= pAn(An+1)p(An) + pBn(An+1)p(Bn) + pCn(An+1)p(Cn)

Or pAn(An+1) est la probabilité que la puce reste en A sachant qu’elle est en A au temps n, c’est donc
pAA. De même, pBn(An+1) = pBA et pCn(An+1) = pCA . D’autre part, p(An) = an et p(Bn) = an ,
p(Cn) = cn par définition. Ainsi, on obtient :

(∗) an+1 = pAAan + pBAbn + pCAcn.

Il est implicite que les probabilités de saut au temps n ne dépendent que de la position de la puce.
On attends les mots Formule des probabilités totales, systèmes complets d’événements, et
la relation pAn(An+1) = pAA. Pas de points si le raisonnement est mal rédigé.

De même on obtient :

(∗∗) bn+1 = pABan + pBBbn + pCBcn et cn+1 = pACcn + pBCbn + pCCcn.

2. (a) En remplaçant dans la relation (∗), on a :

an+1 = (1− 2a)an + abn + acn

= (1− 2a)an + a(bn + cn)

= (1− 2a)an + a(1− an) car an + bn + cn = 1

= (1− 3a)an + a

La relation an+bn+cn = 1 provient du fait que (An, Bn, Cn) est un système complet d’événement.

Si vous ne voyez pas cette relation, utilisez la réponse pour vous guider.
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Exo 1

Lycée Fénelon Correction
BCPST1 2009/2010

Correction du DS 6
(durée : 4 h 00)

Exercice 1

Soit n ∈ N∗. On effectue une suite de n lancers indépendants d’une pièce équilibrée. Pour tout
k ∈ [[1;n]], on note Pk l’événement �� obtenir pile au k-ème lancer �� et Fk l’événement �� obtenir face
au k-ème lancer ��. On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si l’on obtient pour la
première fois �� pile �� puis �� face �� dans cet ordre aux lancers k− 1 et k. On convient que X prend
la valeur 0 si l’on n’obtient jamais une telle succession. On note Y la variable aléatoire qui prend
la valeur k si l’on obtient pour la première fois �� pile �� puis �� pile �� dans cet ordre aux lancers k−1
et k. On convient que Y prend la valeur 0 si l’on n’obtient jamais une telle succession. L’objectif
de cet exercice est de calculer les espérances de X et Y pour vérifier, contre toute attente, que
E(X) < E(Y ), ce qui signifie que le temps d’attente de la première configuration �� pile-face �� est,
en moyenne, plus court que le temps d’attente de la première configuration �� pile-pile ��.
Partie A. Étude de X

1. Que vaut X(Ω) ?
On a clairement

X(Ω) = {0} ∪ [[2;n]].

2. Calculer P (X = 2).
On a

P (X = 2) = P (P1F2)

= P (P1)P (F2) par indépendance

=
1

2
× 1

2
,

donc

P (X = 2) =
1

4
·

3. Soit k � 3.
a) Démontrer que P (X = k |P1) = 1/2k−1.

On a

P (X = k |P1) = P (P2 · · ·Pk−1Fk |P1)
= P (P2 · · ·Pk−1Fk) car P2 · · ·Pk−1Fk ⊥⊥ P1

= P (P2) · · ·P (Pk−1)P (Fk) par indépendance

=
1

2
× · · · × 1

2︸ ︷︷ ︸
k−1 fois

,

donc

P (X = k |P1) =
1

2k−1
·



b) Expliquer sobrement pourquoi l’on a P (X = k |F1) = P (X = k − 1).

La réalisation de l’événement F1 n’a aucune influence sur la possibilité d’avoir la séquence
�� pile-face ��. Par conséquent, lorsque l’on sait que F1 s’est réalisé, on peut considérer
que le premier tirage n’a pas existé et donc que la suite de tirages commence au rang 2.
Dans ces conditions, mesurer la probabilité de l’événement (X = k) sachant que F1 s’est
réalisé revient, par décalage d’indice, à mesurer la probabilité (sans conditionnement)
de l’événement (X = k − 1). Donc

P (X = k |F1) = P (X = k − 1).

c) En déduire que P (X = k) = 1/2k + P (X = k − 1)/2.

D’après la formule des probabilités totales à travers le système complet d’événements
(P1, F1), on a

P (X = k) = P (P1)P (X = k |P1) + P (F1)P (X = k |F1)

=
1

2
× 1

2k−1
+

1

2
× P (X = k − 1),

donc

P (X = k) =
1

2k
+

1

2
P (X = k − 1).

d) Pour tout k ∈ [[2;n]], on pose uk = 2kP (X = k). Démontrer que la suite (uk)2�k�n est
arithmétique et en déduire la valeur de P (X = k) pour tout k ∈ [[2;n]].

Pour tout k ∈ [[2;n]], on a

uk = 2kP (X = k) = 2k
( 1

2k
+

1

2
P (X = k − 1)

)
= 1 + 2k−1P (X = k − 1) = 1 + uk−1,

donc (uk)2�k�n est arithmétique. Par suite, pour tout k ∈ [[2;n]], on a

uk = u2 + k − 2 = 4
1

4
+ k − 2 = k − 1,

d’où

∀k ∈ [[2;n]] , P (X = k) =
k − 1

2k
·

4. a) Démontrer que, pour tout m � 2, on a
∑m
k=2(k − 1)/2k = 1− (m+ 1)/2m.

Pour tout m � 2, on pose P(m) :
m∑

k=2

k − 1

2k
= 1− m+ 1

2m
·

Initialisation : Pour m = 2, on a
2∑

k=2

k − 1

2k
=

1

4
et 1− 2 + 1

22
=

1

4
donc P(2) est vraie.

Hérédité : Fixons m � 2 tel que P(m) est vraie et démontrons P(m+ 1). On a

m+1∑

k=2

k − 1

2k
=

m∑

k=2

k − 1

2k
+

m

2m+1

= 1− m+ 1

2m
+

m

2m+1
par H.R.

= 1− (m+ 1) + 1

2m+1
,

donc P(m+ 1) est vraie.
Conclusion : D’après le principe de récurrence, on a

∀m � 2,
m∑

k=2

k − 1

2k
= 1− m+ 1

2m
·



b) Déterminer P (X = 0) et préciser sa limite lorsque n tend vers +∞. Interpréter.
On a

P (X = 0) = 1−
n∑

k=2

P (X = k) = 1−
n∑

k=2

k − 1

2k
d’après A. 4.

donc, d’après A. 5. a),

P (X = 0) =
n+ 1

2n
·

Les croissances comparées nous disent que

lim
n→+∞

P (X = 0) = 0,

ce qui s’interprète en disant que

si on lance un très grand nombre de fois la pièce, on

obtiendra quasi-certainement la séquence ��pile-face ��.

5. a) Démontrer que, pour tout m � 2, on a
∑m
k=2 k(k − 1)/2k = 4− (m2 + 3m+ 4)/2m.

Pour tout m � 2, on pose Q(m) :
m∑

k=2

k(k − 1)

2k
= 4− m

2 + 3m+ 4

2m
·

Initialisation : Pour m = 2, on a
2∑

k=2

k(k − 1)

2k
=

1

2
et 4− 22 + 3.2 + 4

22
=

1

2
donc Q(2)

est vraie.
Hérédité : Fixons m � 2 tel que Q(m) est vraie et démontrons Q(m+ 1). On a

m+1∑

k=2

k(k − 1)

2k
=

m∑

k=2

k(k − 1)

2k
+

(m+ 1)m

2m+1

= 4− m
2 + 3m+ 4

2m
+

(m+ 1)m

2m+1
par H.R.

= 4− m
2 + 5m+ 8

21

= 1− (m+ 1)2 + 3(m+ 1) + 4

2m+1
,

donc Q(m+ 1) est vraie.
Conclusion : D’après le principe de récurrence, on a

∀m � 2,
m∑

k=2

k(k − 1)

2k
= 4− m

2 + 3m+ 4

2m
·

b) Calculer E(X) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +∞.
On a

E(X) =
∑

k∈{0}∪[[2;n]]

kP (X = k) =
n∑

k=2

k(k − 1)

2k
d’après A. 4.,

ce qui donne, d’après le résultat de la question précédente,

E(X) = 4− n
2 + 3n+ 4

2n
·

Les croissances comparées nous disent alors que

lim
n→+∞

E(X) = 4.



Partie B. Étude de Y

1. Que vaut Y (Ω) ?

On a encore
Y (Ω) = {0} ∪ [[2;n]].

2. Calculer P (Y = 2) et P (Y = 3).

On a
P (Y = 2) = P (P1P2) =

1

2
× 1

2
=

1

4
et

P (Y = 3) = P (F1P2P3) =
1

2
× 1

2
× 1

2
=

1

8
,

où l’on a, par deux fois, utilisé l’indépendance des tirages. Donc

P (Y = 2) =
1

4
et P (Y = 3) =

1

8
·

3. Soit k � 4.

a) À l’aide des probabilités totales, démontrer que P (Y = k |P1) = P (Y = k |P1F2)/2 et
en déduire que P (Y = k |P1) = P (Y = k − 2)/2.

D’après la formule des probabilités totales appliquées à travers le système complet
d’événements (P2, F2), on a

P (Y = k |P1) = P (P2 |P1)P (Y = k |P1P2) + P (F2 |P1)P (Y = k |P1F2).

Or

⊲ P (P2 |P1) = P (P2) =
1

2
par indépendance ;

⊲ P (Y = k |P1P2) = 0 puisque la première séquence �� pile-pile �� ne peut pas appa-
raître au k-ème tirage (avec k � 4) pour la première fois alors que cette séquence
est apparue au deuxième essai ;

⊲ P (F2 |P1) = P (F2) =
1

2
par indépendance ;

⊲ P (Y = k |P1F2) = P (Y = k − 2) car, de la même façon qu’à la question A. 3. b),
la réalisation de P1F2 n’influence pas l’apparition de la séquence �� pile-pile �� ce qui
permet de dire qu’il revient au même de mesurer la probabilité de l’événement
(Y = k) sachant que P1F2 s’est réalisé ou de mesurer, par décalage d’indice, la
probabilité (sans conditionnement) de l’événement (Y = k − 2).

donc
P (Y = k |P1) =

1

2
× 0 +

1

2
P (Y = k − 2),

c’est-à-dire

P (Y = k |P1) =
1

2
P (Y = k − 2).

b) Démontrer que P (Y = k) = P (Y = k − 1)/2 + P (Y = k − 2)/4.

D’après la formule des probabilités totales appliquées à travers le système complet
d’événements (P1, F1), on a

P (Y = k) = P (P1)P (Y = k |P1) + P (F1)P (Y = k |F1).

Or P (Y = k |F1) = P (Y = k − 1) par le même raisonnement qu’à la question A. 3. b),
donc, en tenant compte du résultat de la question précédente, on a

P (Y = k) =
1

2
× 1

2
P (Y = k − 2) +

1

2
× P (Y = k − 1),

donc

P (Y = k) =
1

2
P (Y = k − 1) +

1

4
P (Y = k − 2).



4. Déterminer P (Y = k) pour tout k ∈ [[2;n]].

Pour tout k ∈ [[2;n]], on pose vk = P (Y = k) de sorte que, d’après la question précédente,
on ait

∀k ∈ [[2;n]] , vk =
1

2
vk−1 +

1

4
vk−2.

L’équation caractéristique de cette récurrence double est r2−r/2−1/4 = 0. Le discriminant
vaut ∆ = 1/4 + 1 = 5/4 donc les solutions de cette équation sont les deux nombres réels
r1 = (1 +

√
5)/4 et r2 = (1−

√
5)/4. Par suite, il existe deux constantes A et B telles que

∀k ∈ [[2;n]] , vk = A
(1 +

√
5

4

)k
+B

(1−
√
5

4

)k
·

Comme v2 = 1/4 et v3 = 1/8, il est logique de poser v1 = 0 et v0 = 1 (mais attention, cela
n’a pas de sens en probabilité . . . ), donc






A + B = 1

1 +
√
5

4
A +

1−
√
5

4
B = 0

ce qui donne

A =
5−

√
5

10
et B =

5 +
√
5

10
·

En conclusion, on a

∀k ∈ [[2;n]] , P (Y = k) =
5−

√
5

10

(1 +
√
5

4

)k
+

5 +
√
5

10

(1−
√
5

4

)k
·

5. a) Montrer que, pour m ∈ [[2;n]], on a
∑m
k=2 P (Y = k) = 1−P (Y = m−1)−3P (Y = m).

Pour tout m ∈ [[2;n]], on pose R(m) :
m∑

k=2

P (Y = k) = 1−P (Y =m− 1)− 3P (Y =m).

Initialisation : Pour m = 2, on a

2∑

k=2

P (Y = k) = P (Y = 2) =
1

4
et 1−P (Y = 1)− 3P (Y = 2) = 1− 0− 3

1

4
=

1

4

donc R(2) est vraie.
Hérédité : Fixons m ∈ [[2;n]] tel que R(m) est vraie et démontrons R(m+ 1). On a

m+1∑

k=2

P (Y = k) =
m∑

k=2

P (Y = k) + P (Y =m+ 1)

= 1− P (Y = m− 1)− 3P (Y = m) + P (Y =m+ 1) par H.R.

= 1−
(
4P (Y = m+ 1)− 2P (Y = m)

)

−3P (Y = m) + P (Y = m+ 1) par B. 3. b)

= 1− P (Y = m)− 3P (Y =m+ 1),

donc R(m+ 1) est vraie.
Conclusion : D’après le principe de récurrence, on a

∀m � 2,
m∑

k=2

P (Y = k) = 1− P (Y = m− 1)− 3P (Y =m).



b) Déterminer P (Y = 0) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +∞.
Le résultat de la question précédente nous dit que

P (Y = 0) = 1−
n∑

k=2

P (Y = k) = P (Y = n− 1) + 3P (Y = n),

donc, d’après le résultat de la question 4, on a

P (Y = 0) =
5−

√
5

10

(1 +
√
5

4

)n−1
+

5 +
√
5

10

(1−
√
5

4

)n−1

+3
5−

√
5

10

(1 +
√
5

4

)n
+ 3

5 +
√
5

10

(1−
√
5

4

)n

c’est-à-dire

P (Y = 0) =
5 + 2

√
5

10

(1 +
√
5

4

)n−1
+

5− 2
√
5

10

(1−
√
5

4

)n−1
·

Comme (1 +
√
5)/4 et (1−

√
5)/4 appartiennent à ]−1; 1[, on a

lim
n→+∞

P (Y = 0) = 0,

ce qui s’interprète en disant que

si on lance un très grand nombre de fois la pièce, on

obtiendra quasi-certainement la séquence �� pile-pile ��.

6. a) Démontrer par récurrence sur m que, pour tout m ∈ [[2;n]], on a
m∑

k=2

kP (Y = k) = 6− (m+ 5)P (Y = m− 1)− (3m+ 16)P (Y =m).

On pose S(m) :
m∑

k=2

kP (Y = k) = 6 − (m + 5)P (Y = m − 1) − (3m + 16)P (Y = m)

pour tout m ∈ [[2;n]].
Initialisation : On a

2∑

k=2

kP (Y = k) = 2P (Y = 2) =
1

2
et 6−7P (Y = 1)−22P (Y = 2) = 6−7×0−221

4
=

1

2

donc S(2) est vraie.
Hérédité : Fixons m ∈ [[2;n]] tel que S(m) est vraie et démontrons S(m+ 1). On a

m+1∑

k=2

kP (Y = k) =
m∑

k=2

kP (Y = k) + (m+ 1)P (Y = m+ 1)

= 6− (m+ 5)P (Y =m− 1)− (3m+ 16)P (Y = m)

+(m+ 1)P (Y = m+ 1) par H.R.

= 6− (m+ 5)
(
4P (Y = m+ 1)− 2P (Y = m)

)

−(3m+ 16)P (Y = m) + (m+ 1)P (Y =m+ 1) par B. 3. b)

= 6− (m+ 6)P (Y =m)− (3m+ 19)P (Y = m+ 1)

= 6−
(
(m+ 1) + 5

)
P (Y = m)−

(
3(m+ 1) + 16

)
P (Y =m+ 1),

donc S(m+ 1) est vraie.
Conclusion : D’après le principe de récurrence, on a

∀m � 2,
m∑

k=2

kP (Y = k) = 6− (m+ 5)P (Y = m− 1)− (3m+ 16)P (Y =m).



b) Calculer E(Y ) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +∞.

On a

E(Y ) =
∑

k∈{0}∪[[2;n]]

kP (Y = k)

=
n∑

k=2

kP (Y = k)

= 6− (n+ 5)P (Y = n− 1)− (3n+ 16)P (Y = n) d’après B. 6. a)

= 6− (n+ 5)
[5−

√
5

10

(1 +
√
5

4

)n−1
+

5 +
√
5

10

(1−
√
5

4

)n−1]

−(3n+ 16)
[5−

√
5

10

(1 +
√
5

4

)n
+

5 +
√
5

10

(1−
√
5

4

)n]
,

ce qui donne,

E(Y ) = 6− 5(n+ 5) + (2n+ 11)
√
5

10

(1 +
√
5

4

)n−1
− 5(n+ 5)− (2n+ 11)

√
5

10

(1−
√
5

4

)n−1
·

Comme (1 +
√
5)/4 et (1 −

√
5)/4 appartiennent à ]−1; 1[, les croissances comparées

nous disent que
lim

n→+∞
E(X) = 6.

Partie C. Un peu d’informatique

1. Écrire, en langage SCILAB, un script qui réalise 100 lancers d’une pièce équilibrée et stocke
les résultats de ces lancers (sous forme de "P" et de "F") dans un vecteur u.

On écrit
for i=1:100 do

piece=rand();

if piece<0.5 then u(i)="P"; else u(i)="F"; end

end

2. Que fait le script donné dans l’énoncé ?

On constate que

ce script détermine les valeurs de X et Y pour

le tableau u fabriqué à la question précédente.

3. Que faudrait-il faire pour que les valeurs de X et Y données par SCILAB, soient proches
respectivement de 4 et 6 ?

Il faudrait moyenner, c’est-à-dire qu’

il faudrait effectuer un grand nombre de fois (à l’aide d’un for) les scripts

des deux questions précédentes, stocker les différents résultats pour X et Y

dans un tableau et faire la moyenne de ces deux tableaux.
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Exo 3
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(a) Montrer la relation an+1 = (1− 3a)an + a. 0.5

(b) En déduire l’expression de an en fonction de n. 1

(c) Déterminer de même une expression de bn en fonction de n. 0.5

(d) En déduire la limite de chacune des suites (an)n∈N, (bn)n∈N et (cn)n∈N. Comment peut-on 1

interpréter ce résultat.

3. Dans cette question, on suppose pAA = 1, pBA = pBB = 1
2 et pCA = pCB = pCC = 1

3 .

(a) Comment interpréter la condition pAA = 1 ? 0.5

(b) Déterminer les valeurs pMN manquantes. 0.5

(c) Montrer que (cn)n∈N est une suite géométrique et en déduire une expression de cn en fonction 0.5

de n, de c0 et de b0.

(d) Montrer la relation : bn+2 = 5
6bn+1 − 1

6bn, pour tout n ∈ N. En déduire l’expression de bn en 1.5

fonction de n et de c0.

(e) Déterminer les limites des suites (bn)n∈N et (cn)n∈N. En déduire la limite de la suite (an). Com- 1

ment interpréter ce résultat ?

Correction :

1. Les événements (An, Bn, Cn) forment un système complet d’événements. Ainsi en utilisant les proba-
bilités totales :

p(An+1) = p(An+1 ∩An) + p(An+1 ∩Bn) + p(An+1 ∩Cn)

= pAn(An+1)p(An) + pBn(An+1)p(Bn) + pCn(An+1)p(Cn)

Or pAn(An+1) est la probabilité que la puce reste en A sachant qu’elle est en A au temps n, c’est donc
pAA. De même, pBn(An+1) = pBA et pCn(An+1) = pCA . D’autre part, p(An) = an et p(Bn) = an ,
p(Cn) = cn par définition. Ainsi, on obtient :

(∗) an+1 = pAAan + pBAbn + pCAcn.

Il est implicite que les probabilités de saut au temps n ne dépendent que de la position de la puce.
On attends les mots Formule des probabilités totales, systèmes complets d’événements, et
la relation pAn(An+1) = pAA. Pas de points si le raisonnement est mal rédigé.

De même on obtient :

(∗∗) bn+1 = pABan + pBBbn + pCBcn et cn+1 = pACcn + pBCbn + pCCcn.

2. (a) En remplaçant dans la relation (∗), on a :

an+1 = (1− 2a)an + abn + acn

= (1− 2a)an + a(bn + cn)

= (1− 2a)an + a(1− an) car an + bn + cn = 1

= (1− 3a)an + a

La relation an+bn+cn = 1 provient du fait que (An, Bn, Cn) est un système complet d’événement.

Si vous ne voyez pas cette relation, utilisez la réponse pour vous guider.



TABLE DES MATIÈRES 132

(b) La suite (an) est arithmético-géométrique. On cherche l tel que an − l est géométrique :

an+1 − l = (1− 3a)an + a− l

= (1− 3a)(an − l) + a− 3al.

Il faut donc a− 3al = 0 soit l = 1
3 , puisque a 6= 0. Ainsi :

(

an− 1
3

)

est géométrique, de premier

terme (a0 − 1
3) et de raison (1− 3a). On conclut :

an =
1
3

+ (1− 3a)n
(

a0 −
1
3

)

.

(c) On a : bn+1 = pABan + pBBbn + pCBcn donc en remplaçant : bn+1 = (1− 2a)bn + a(an + bn) =

(1− 3a)bn + a. On a donc la même expression et de même : bn =
1
3

+ (1− 3a)n
(

b0 −
1
3

)

.

(d) On a 0 < a < 1
2 , donc −1

2 < 1− 3a < 1, en particulier |1− 3a| < 1, et donc : (1− 3a)n −−−−−→
n→+∞

0.

Il fut montrer que |1− 3a| < 1 !

On en déduit limn∞ an = 1
3 et limn∞ bn = 1

3 . Comme an + bn + cn = 1, on a aussi limn∞ cn = 1
3 .

Quelque soit la probabilités (a0, b0, c0) de départ, les trois positions sont équiprobables si on
laisse la puce faire suffisaient de saut. Cela provient de la symétrie : on peut échanger les rôles
des points {A, B, C}.

On attends l’équiprobabilité.

3. (a) pAA = 1 signifie que si la puce est en A elle y reste indéfiniment.

(b) On a :
pAB = 0 pAC = 0 pBC = 0.

En effet, si la puce est en A alors elle a trois possibilités : rester en A, aller en B, aller en C, et
donc : pAA + pAB + pAC = 1. Comme pAB et pAC sont positifs, on obtient les deux premières
relations. La troisième provient de pBA + pBB + pBC = 1.

Note : la rédaction précise de la démonstration de la formule pAA + pAB + pAC = 1 est :
(A1, B1, C1) est un système complet d’événements donc :

p(A0) =p(A1 ∩A0) + p(B1 ∩A0) + p(C1 ∩A0)

=p(A0)pA0(A1) + p(A0)pA0(B1) + p(A0)pA0(C1)

=p(A0)pA0(A1) + p(A0)pA0(B1) + p(A0)pA0(C1)

=p(A0)(pAA + pAB + pAC).

En divisant par p(A0), on obtient la relation.

(c) On écrit les relations (∗) et (∗∗) :






an+1 = an + 1
2bn + 1

3cn

bn+1 = 1
2bn + 1

3cn

cn+1 = 1
3cn.

Il est alors clair que (cn) est géométrique de raison 1
3 et donc : cn = c0

(

1
3n

)

.
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(d) On a : bn+1 = 1
2bn + 1

3cn, donc : cn = 3bn+1 − 3
2bn

bn+2 =
1
2

bn+1 +
1
3

cn+1

=
1
2

bn+1 +
1
9

cn

=
1
2

bn+1 +
1
9

(

3bn+1 −
3
2

bn

)

=
5
6

bn+1 −
1
6

bn.

Il faut savoir faire ces petits calculs : on veut simplement éliminer cn avec les relations de la
questions précédentes pour se ramener à une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

La suite (bn) est donc récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique est : r2− 5
6r+ 1

6 = 0,
qui admet comme solution 1

2 et 1
3 . On sait alors que pour tout n ∈ N, bn s’écrit sous la forme :

bn = α 1
2n + β 1

3n . Avec les relations
– au rang 0 : b0 = α + β,
– au rang 1 : b1 = 1

2α + 1
3β, mais on sait aussi : b1 = 1

2b0 + 1
3c0.

On obtient donc le système :






α + β = b0

1
2α + 1

3β = 1
2b0 + 1

3c0

soit







1
3β = −2

3c0

1
2α + 1

3β = 1
2b0 + 1

3c0

l1 → l1 − 2l2
l2

soit







β = −2c0,

α = b0 + 2c0.

Au final :

bn =

(

b0 + 2c0

)

1
2n
− 2c0

3n
.

(e) Comme
∣
∣
∣

1
3

∣
∣
∣ < 1, on a : limn→+∞ cn = 0, puis comme 1

2n → 0, et 2c0
3n → 0, on a aussi limn→+∞ bn =

0.

De la relation ∀n ∈ N, an + bn + cn = 1, on déduit limn→+∞ an = 1.

Ce résultat s’interprète car la puce finit toujours par passer en A et donc par y rester.

Exercice 3 La bibliothèque
On considère une bibliothèque de n livres, initialement rangés dans l’ordre alphabétique. On les permute
au hasard.

Pour k ∈ [[0, n]], on note En
k l’événement « exactement k livres sur les n n’ont pas changé de place ».

1. Question de cours Énoncer la formule du Crible ou la formule de Poincaré. 1.5

2. Déterminer p(En
n), p(En

n−1) et p(En
n−2). 3

Pour tout i ∈ [[1, n]], on note Ai l’événement « le livre i est resté à sa place ».

3. Exprimer En
0 en fonction des événements

(

Ai

)

i∈[[1,n]]
. En déduire p(En

0 ) sous forme d’une somme (on 3

pourra utiliser la formule du Crible).

4. Établir que, pour tout k ∈ [[1, n − 2]] : p(En
k ) =

1
k!

p(En−k
0 ). En déduire p(En

k ) pour tout k ∈ [[0, n]]. 2

5. Justifier :
n∑

k=0

p(En
k ) = 1. 1

6. En déduire la valeur de : 1

n∑

k=0

n−k∑

j=0

(

k + j

j

)

(−1)j

(k + j)!
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