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Exo I.

Lycée Roland Garros Mathématiques
BCPST 1ère année 2015 - 2016

Devoir LIBRE no 5 : Convergence des suites

A rendre pour le 10 novembre

Exercice 1 � � � Étude d'une suite implicite

Soit n un entier naturel non nul et (En) l'équation : xn ln(x) = 1, d'incon-
nue x ∈ R∗+.

1. Montrer que l'équation (En) admet une unique solution xn, et que xn > 1.

2. Montrer que la suite (xn) est décroissante.

3. Montrer que lim
n→+∞

xn = 1.

Exercice 2 � � � Étude asymptotique d'une suite

On pose, pour n ∈ N∗ :

un =
1× 3× 5× · · · × (2n− 1)

2× 4× 6× · · · × (2n)

1. Justi�er que un =
∏n

k=1

(
1− 1

2k

)
.

2. Montrer que la suite (un) converge.
3. On pose

vn = (n+ 1)u2n

Montrer que la suite (vn) converge. En déduire la limite de la suite (un)
4. On considère le produit

Pn =
2n∏
k=2

(
1− 1

k

)
.

(a) Montrer que Pn 6 2u2n.

(b) En faisant apparaître un produit télescopique, calculer Pn en fonction de
n.

(c) En déduire que la limite L de la suite (vn) est strictement positive.
On admettra dans la suite que L = 1/π.

(d) Donner un équivalent simple de un quand n→ +∞.



Exo II.

DS no 4 de mathématiques
durée : 3h, calculatrice interdite

Exercice 1
Cet exercice propose d’étudier un modèle de croissance de population proposé par Verhulst en 1840 en
réponse à l’insatisfaisant modèle de croissance exponentielle introduit par Malthus en 1798. L’idée est
de remplacer le taux d’accroissement constant du modèle de Malthus par la différence entre un taux
de natalité n(N) et un taux de mortalitém(N) qui varient en fonction de la taille de la population N .
Plus précisément, le modèle de Verhulst conduit à l’équation différentielle : N ′ = [n(N)−m(N)] .N .

1. Montrer que si le taux de natalité décroît avec la population et si le taux de mortalité croît
avec la population alors le taux d’accroissement N 7→ n(N)−m(N) est décroissant.

Pour simplifier le modèle, Verhulst a fait l’hypothèse que les taux de natalité et de mortalité sont
des fonctions affines de N . L’équation différentielle devient alors :

∀t ∈ R+, N
′(t) =

[
a− b.N(t)

]
.N(t) (1)

où a et b sont deux constantes réelles fixées avec a > 0 et b > 0. On note N0 la taille initiale de la
population (à t = 0) et on suppose que N(t) > 0 pour tout t ∈ R+ (en particulier N0 = N(0) > 0).

2. Résoudre (2) dans le cas où b = 0 puis décrire l’évolution de la population (c’est-à-dire les
variations de t 7→ N(t) et la limite éventuelle lorsque t→ +∞).

3. On suppose désormais que b > 0 et on note K la constante
a

b
(appelée capacité d’accueil).

(a) Sans chercher à résoudre (2), étudier le signe de N ′ selon différentes valeurs de N . Que
peut-on en déduire pour l’évolution instantanée de la taille N(t) à un instant t ∈ R+.

(b) Pour tout t ∈ R+, on pose y(t) =
1

N(t)
.

i. Exprimer N et N ′ en fonction de y et y′.
ii. En utilisant (2), démontrer que y est solution d’une équation différentielle linéaire

d’ordre 1 à coefficients constants qu’on déterminera.
iii. Résoudre l’équation différentielle obtenue à la question précédente.

iv. En déduire que ∀t ∈ R+, N(t) =
K

Ce−at + 1
où C ∈ R est une constante réelle qu’on

exprimera en fonction de la capacité d’accueil K et de la taille initiale N0.
(c) Décrire l’évolution de la population selon différentes valeurs de la taille initiale N0.

Exercice 2

Cet exercice propose de calculer les puissances successives de la matrice A =

 −11 −28 20
−5 −10 8
−14 −32 24

.

1. Calculer le rang de la matrice P =

 3 4 −4
1 3 −2
2 4 −3

 et en déduire qu’elle est inversible.

2. On cherche à calculer l’inverse de la matrice P . Pour cela, on va utiliser deux méthodes. Les
deux questions suivantes sont donc indépendantes.
(a) Calculer P−1 à l’aide de la méthode du pivot de Gauss.
(b) Calculer P 2 et exprimer le résultat en fonction de P et I3. En déduire P−1.

3. Calculer D = PAP−1.
4. Justifier que An = P−1DnP puis exprimer la matrice An en fonction de n ∈ N?.
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Exo III.
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Exo IV.

Mathématiques BCPST1 Lycée Roland Garros 2015-2016
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DS n
o
3 - Suites, dérivées et primitives.

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

Lundi 9 novembre. Durée : 3 heures.

F La notation des copies tiendra compte dans une large mesure de la
qualité de la rédaction. Ceci implique que vous devez faire des raison-
nements clairs, concis et complets, utiliser le langage mathématique avec
précision, être lisible, éviter les fautes d'orthographe et de grammaire.
Ne négligez pas la présentation.

F La calculatrice est interdite.

F Barème indicatif :
Exercice 1 : 12 points, Exercice 2 : 5 points, Exercice 3 : 7 points,
Exercice 4 : 3 points, Exercice 5 : 5 points, Exercice 6 : 8 points

Exercice 1 - Calcul

1. Limites de suites. Calculer les limites suivantes :

(a) lim
n→+∞

√
n
(√

n+ 1−
√
n− 1

)
penser à la quantité conjuguée !

(b) lim
n→+∞

(
2n∑

k=n+1

1

n+
√
k

)
penser à encadrer !

(c) lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n

2. Primitives. Calculer les primitives suivantes :

(a)

∫
(3x+ 2)4dx

(b)

∫
x3

1 + x4
dx

(c)

∫
1

(x+ 1)
√
x+ 1

dx

(d)

∫
t2 ln(t)dt penser à l'intégration par parties !

3. Dérivées partielles. Soit f la fonction dé�nie sur R2 par f(x, y) = xexy
2
.

(a) Calculer ∂f
∂x
(x, y)

1



Exercice 5 - Deux suites entremêlées

Soient (un) et (vn) les suites déterminées par u0 = 1, v0 = 2 et pour tout
n ∈ N :

un+1 = 3un + 2vn, et vn+1 = 2un + 3vn.

1. Montrer que la suite (un − vn) est constante. Donner la valeur de cette
constante.

2. Montrer que (un) est une suite arithmético-géométrique et en déduire une
expression de un en fonction de n.

3. Exprimer vn en fonction de n.

Exercice 6 - Étude d'une suite définie par un produit

Soit une constante a > 0. On considère la suite (un) dé�nie par :

un = (1 + a)(1 + a2) . . . (1 + an) =
n∏

k=1

(
1 + ak

)
.

1. On suppose ici a > 1. Montrer en minorant un qu'on a lim
n→+∞

(un) = +∞.

2. On suppose maintenant 0 < a < 1.

(a) Montrer que 1 + x ≤ ex pour tout x ∈ R.
(b) En déduire que (un) est majorée par exp

(
a

1−a

)
.

(c) Montrer que (un) converge.
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Exo V.
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CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 4
Exo I.



Exo II.

DL 5. Correction

Exercice 1

1. Soit fn dé�nie sur R∗+ par fn(x) = xn ln(x)− 1. Faisons l'étude de fn. On a :

• lim
x→0

fn(x) = −1 par croissance comparée.

• lim
x→+∞

fn(x) = +∞.

• f ′n(x) = (n ln(x) + 1)xn−1 du signe de n ln(x) + 1 donc

f ′n(x) > 0⇔ ln(x) > −1/n⇔ x > e−1/n.

Ainsi fn possède un minimum qui est fn(e
−1/n) = −1− 1

en

D'après ses variations, fn n'a pas de racine sur ]0; e−1/n] et fn étant continue le théo-
rème des valeurs intermédiaires assure que fn a une unique racine xn sur ]e

−1/n; +∞[
(et plus précisément xn ≥ 1 puisque fn(1) = −1 < 0).

2. Soit x > 1 �xé. On a xn+1 > xn et puisque ln(x) > 0 on en déduit que
fn+1(x) > fn(x).
Soit n ∈ N∗. On a

fn+1(xn) > fn(xn) = 0 = fn+1(xn+1).

Puisque par ailleurs la fonction fn+1 est strictement croissante sur [1; +∞[, on a
donc xn > xn+1, c'est-à-dire que la suite (xn) est strictement décroissante.

3. Méthode 1. On sait déjà que (xn) converge vers une limite L ≥ 1 puisqu'elle
est décroissante et minorée par 1. Mais on ne peut pas avoir L > 1 puisqu'on aurait
alors lim

n→+∞
xnn ln(xn) = +∞ ce qui contredirait l'égalité xnn ln(xn) = 1. Finalement

L = 1.

Méthode 2. Soit x > 1 �xé. On a lim
n→+∞

fn(x) = +∞ donc à partir d'un certain
rang n0 on a

fn(x) > 0 (?)

Or 0 = fn(xn) et fn étant strictement croissante sur [1; +∞[, l'inégalité fn(x) >
fn(xn) implique que :

xn < x à partir d'un certain rang.

Ceci étant vrai pour x arbitrairement proche de 1 on a lim
n→+∞

xn = 1.

Exercice 2

1. On a

un =

∏n
k=1(2k − 1)∏n
k=1(2k)

=
n∏
k=1

(
2k − 1

2k

)
=

n∏
k=1

(
1− 1

2k

)

1



2. La suite (un) est clairement positive (autrement dit minorée par 0) et elle est
décroissante puisque

∀n ∈ N∗,
un+1

un
=

2n+ 1

2n+ 2
< 1.

Elle est par conséquent convergente.

3. On a

∀n ∈ N∗,
vn+1

vn
=
n+ 2

n+ 1
×
(
2n+ 1

2n+ 2

)2

.

Comparons le numérateur au dénominateur. En développant, on a pour tout n ∈ N∗ :

(n+ 2)(2n+ 1)2 − (n+ 1)(2n+ 2)2 = (4n3 + 12n2 + 9n+ 2)− (4n3 + 12n2 + 12n+ 4)

= −3n− 2 < 0

Ainsi vn+1

vn
< 1 et par conséquent la suite (vn) est décroissante. Comme elle est par

ailleurs minorée par 0 elle est convergente.

On en déduit que lim(un) = 0 car si cette limite était strictement positive la re-
lation vn = (n+ 1)u2n donnerait lim(vn) = +∞.

4.

(a) En séparant les valeurs paires et impaires de k dans le produit, on obtient

Pn =
n∏
k=1

(
1− 1

2k

)
×

n∏
k=2

(
1− 1

2k − 1

)
Or 2k − 1 < 2k donc

(
1− 1

2k−1

)
<
(
1− 1

2k

)
. Ainsi

n∏
k=2

(
1− 1

2k − 1

)
<

n∏
k=2

(
1− 1

2k

)
= 2

n∏
k=1

(
1− 1

2k

)

Pn <
n∏
k=1

(
1− 1

2k

)
× 2

n∏
k=1

(
1− 1

2k

)
= 2u2n

(b) Pn =
∏2n

k=2

(
k−1
k

)
= 1

2
× 2

3
× 3

4
× · · · × 2n−1

2n
= 1

2n
.

(c) Nous venons de montrer que 1
2n
< 2u2n. Par conséquent

vn = (n+ 1)u2n >
n+ 1

4n
.

Puisque lim
n→+∞

n+1
4n

= 1/4, on a nécessairement L ≥ 1/4.

(d) Puisque lim
n→+∞

(n+ 1)u2n = 1
π
on a

u2n ∼
n→+∞

1

π(n+ 1)
∼

n→+∞

1

πn

et �nalement

un ∼
n→+∞

1√
πn

.

2



Exo III.

Exercice 2

On pose A =

−11 −28 20
−5 −10 8
−14 −32 24

.

1. Soit P =

 3 4 −4
1 3 −2
2 4 −3

. Pour calculer le rang de P , on utilise la méthode du pivot de Gauss.

P =

 3 4 −4
1 3 −2
2 4 −3

 L1↔L2−→

 1 3 −2
3 4 −4
2 4 −3

 L2←L2−3L1−→

 1 3 −2
0 −5 2
2 4 −3


L3←L3−2L1−→

 1 3 −2
0 −5 2
0 −2 1

 L2←L2−3L3−→

 1 3 −2
0 1 −1
0 −2 1

 L3←L3+2L1−→

 1 3 −2
0 1 −1
0 0 −1

 .

L’opération L3 ← L3 + 2L1 permet d’obtenir un pivot égal à 1 sur la deuxième ligne
sans avoir à diviser par −5 et se retrouver avec des calculs compliqués de fractions.

On obtient une matrice échelonnée dont le nombre de lignes non nulles est égal à 3. Ainsi
Rg(P ) = 3 et P est inversible car c’est une matrice carré d’ordre 3.

2. (a) On commence par effectuer les mêmes opérations sur les lignes de la matrice identité I3

que celles utilisées à la question précédente.

I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 L1↔L2−→

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 L2←L2−3L1−→

 0 1 0
1 −3 0
0 0 1


L3←L3−2L1−→

 0 1 0
1 −3 0
0 −2 1

 L2←L2−3L3−→

 0 1 0
1 3 −3
0 −2 1

 L3←L3+2L1−→

 0 1 0
1 3 −3
2 4 −5

 .

Inutile de refaire les calculs de la question précédente. Il ne faut surtout pas perdre
du temps à faire ou écrire plusieurs fois la même chose.

Puis on continue de manipuler les lignes de la matrice échelonnée obtenue à la question
précédente pour arriver à la matrice identité. 1 3 −2

0 1 −1
0 0 −1

 L3←−L3−→

 1 3 −2
0 1 −1
0 0 1

 L2←L2+L3−→

 1 3 −2
0 1 0
0 0 1


L1←L1+2L3−→

 1 3 0
0 1 0
0 0 1

 L1←L1−3L2−→

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3.

Enfin on effectue les mêmes opérations sur les lignes de la matrice obtenue à partir de la
matrice identité I3 pour arriver à la matrice inverse P−1. 0 1 0

1 3 −3
2 4 −5

 L3←−L3−→

 0 1 0
1 3 −3
−2 −4 5

 L2←L2+L3−→

 0 1 0
−1 −1 2
−2 −4 5


L1←L1+2L3−→

−4 −7 10
−1 −1 2
−2 −4 5

 L1←L1−3L2−→

−1 −4 4
−1 −1 2
−2 −4 5

 = P−1.

(b) On a

P 2 =

 3 4 −4
1 3 −2
2 4 −3

×
 3 4 −4

1 3 −2
2 4 −3

 =

 5 8 −8
2 5 −4
4 8 −7

 =

 6 8 −8
2 6 −4
4 8 −6

−
 1 0 0

0 1 0
0 0 1

 = 2P − I3.
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En particulier I3 = 2P − P 2 = P × (2I3 − P ). On en déduit donc que

P−1 = 2I3 − P =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

−
 3 4 −4

1 3 −2
2 4 −3

 =

−1 −4 4
−1 −1 2
−2 −4 5

 .

Vous devez bien sûr obtenir le même résultat aux questions 2.(a) et 2.(b). Ça vous
permet aussi de vérifier vos calculs.

3. On a

PAP−1 = (P ×A)× P−1 =

 3 4 −4
1 3 −2
2 4 −3

×
−11 −28 20
−5 −10 8
−14 −32 24

×
−1 −4 4
−1 −1 2
−2 −4 5


=

 3 4 −4
2 6 −4
0 0 0

×
−1 −4 4
−1 −1 2
−2 −4 5

 =

 1 0 0
0 2 0
0 0 0

 = D.

Par associativité du produit matriciel, on aboutit au même résultat si on calcule PAP−1

avec l’ordre suivant : P × (A× P−1).

4. Soit n ∈ N?. En multipliant l’égalité D = PAP−1 à gauche par P−1 et à droite par P on
obtient P−1DP = P−1PAP−1P = A car P−1P = I3. Par conséquent

An = (P−1DP )n = (P−1DP )(P−1DP )(P−1DP ) . . . (P−1DP )︸ ︷︷ ︸
n fois

= P−1DPP−1︸ ︷︷ ︸
=I3

DPP−1︸ ︷︷ ︸
=I3

DPP−1︸ ︷︷ ︸
=I3

. . . PP−1︸ ︷︷ ︸
=I3

DP = P−1DnP

puis

An = P−1DnP =
(
P−1 ×Dn

)
× P

=

−1 −4 4
−1 −1 2
−2 −4 5

×
 1 0 0

0 2 0
0 0 0

n×
 3 4 −4

1 3 −2
2 4 −3


=

−1 −4 4
−1 −1 2
−2 −4 5

×
 1 0 0

0 2n 0
0 0 0

×
 3 4 −4

1 3 −2
2 4 −3

 car D est une matrice diagonale

=

 −1 −4× 2n 0
−1 −2n 0
−2 −4× 2n 0

×
 3 4 −4

1 3 −2
2 4 −3


=

 −3− 4× 2n −4− 12× 2n 4 + 8× 2n

−3− 2n −4− 3× 2n 4 + 2× 2n

−6− 4× 2n −8− 12× 2n 8 + 8× 2n

 .

On peut vérifier ces résultats en prenant n = 1 pour retrouver l’expression de la matrice

A. Par contre, la formule n’est pas valable pour n = 0 car D0 = I3 6=

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 (le

coefficient 00 apparait dans les formules alors qu’il n’est pas défini).
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Exo V.

Mathématiques BCPST1 Lycée Roland Garros 2015-2016
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o
3 - CORRECTION
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Lundi 9 novembre. Durée : 3 heures.

Exercice 1

1. Limites de suites.

(a)
√
n
(√

n+ 1−
√
n− 1

)
= 2

√
n√

n+1+
√
n−1 = 2√

1+1/n+
√

1−1/n
−−−−→
n→+∞

1 par opé-

rations sur les limites

(b) Soit un la somme de l'énoncé. Pour k ∈ [[n+1, 2n]] on a 1
n+
√
2n
≤ 1

n+
√
k
≤ 1

n
.

Par conséquent
2n∑

k=n+1

1

n+
√
2n
≤ un ≤

2n∑
k=n+1

1

n

c'est à dire
n

n+
√
2n
≤ un ≤ 1

ce qui par théorème des gendarmes donne lim
n→+∞

(un) = 1.

(c) Soit xn = (1+1/n)n. On a ln(xn) = n ln(1+1/n) et puisque ln(1+1/n) ∼
1/n on a donc ln(xn) ∼ n× 1

n
= 1 donc lim

n→+∞
(ln(xn)) = 1 et par conséquent

lim
n→+∞

(xn) = e.

2. Primitives.

(a)

∫
(3x+ 2)4dx =

1

3

∫
3(3x+ 2)4dx =

(3x+ 2)5

15

(b)

∫
x3

1 + x4
dx =

1

4

∫
4x3

1 + x4
dx =

1

4
ln(1 + x4).

Rq. pas besoin de valeur absolue puisque 1 + x4 > 0.

(c)

∫
1

(x+ 1)
√
x+ 1

dx =

∫
(x+ 1)−3/2 dx =

(x+ 1)−1/2

−1/2
= − 2√

x+ 1

(d)

∫
t2 ln(t)dt =

t3

3
ln(t)−

∫
t3

3
× 1

t
dt =

t3

3
ln(t)− t3

9

3. Dérivées partielles.

(a) On a ∂f
∂x
(x, y) = exy

2
+ xy2exy

2
= (1 + xy2)exy

2

(b) On a ∂f
∂y
(x, y) = 2x2yexy

2

1



Exercice 6

un = (1 + a)(1 + a2) . . . (1 + an) =
n∏

k=1

(
1 + ak

)
.

1. Pour tout k ∈ N∗ on a 1 + ak ≥ 2 donc un ≥
∏n

k=1 2 = 2n. Puisque
lim

n→+∞
2n = +∞ on a aussi lim

n→+∞
un = +∞.

2.

(a) Soit g la fonction dé�nie sur R par g(x) = ex− 1− x. Le problème revient
à montrer que g est positive sur R.
On a g′(x) = ex − 1 et donc

g′(x) ≥ 0⇔ x ≥ 0.

Ainsi g est croissante sur R+ et décroissante sur R−. Par ailleurs g(0) = 0
donc g est positive sur R.

(b) On a d'après cette inégalité :

un ≤
n∏

k=1

exp(ak) = exp

(
n∑

k=1

ak

)
= exp

(
a− an+1

1− a

)
≤ exp

(
a

1− a

)

puisque a−an+1

1−a ≤ a
1−a et que la fonction exp est croissante.

(c) Pour tout entier n on a

un+1

un
= 1 + an+1 > 1.

La suite (un) est donc croissante et majorée par exp
(

a
1−a

)
donc elle est

convergente par le théorème de la limite monotone.

4
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