


Exercice 3 (Formule de Stirling.). Ce probléme a pour objectif d’établir ’équivalent de n! suivant :
n
nl ~ V2mn (ﬁ)
e

Cet équivalent est connu sous l'appellation « formule de Stirling. »
Les deux parties de ce probléme sont indépendantes.

Premiére partie.
(0) Par intégration par parties, trouver une primitive sur |0, +-o0o[ de ¢ — Int.
(1) Soit k un entier tel que k > 2.

(a) Montrer que pour tout k € N,k > 2 :
k k+1
/ Intdt <Ink < / In tdt.

k—1 k

(a) En déduire un encadrement de Inn!, puis un équivalent de Inn!.

(2) On pose désormais, pour tout n > 1,
e"nl

v, = —, et d, =Inwv,.
n"ta

Montrer que, pour tout n > 1,

dy — dys1 = "; ln<1 2"1“>1
T 2n1

(3) Montrer que, pour tout n > 1,
1 1 1

— <
12n+1 12(n+1)+1 = 3(2n+1)2

et
1 1 1

12n  12(n+1) = 3((2n+1)2 — 1)

. S 1 1+t 12
(4) Soit f la fonction définie sur |0, 1[ par f(t) = 5 In 17" 1- 3

(a) Etudier les variations de la fonction g définie sur ]0, 1[ par g(t) = 2¢f(t).

(b) En déduire que f est positive.
(5) Soit h la fonction définie sur |0, 1] par h(t) = L L In <ﬂ> +1.

’ 3(1—1t2) 2t 1—t

(a) Etudier les variations de la fonction & définie sur |0, 1[ par k(t) = 2th(t).

(b) En déduire le signe de h.
(6) En déduire, pour tout n > 1, 'encadrement

1 1 1 1
ntl 2ol = S o T By

(7) Montrer que les suites (d,, — ﬁ)neN* et (d,, — Wlﬂ)new sont adjacentes. Soit £ leur limite commune.
(8) En déduire l'existence d’un réel C' tel que pour tout n > 1,

1
Cn"T2e e T < pl < Cn™tie etzn

et donner un équivalent de n! a l'aide de la constante C.

Deuxiéme partie.

Dans cette partie, on détermine la constante C' de 1’équivalent de n! trouvé plus haut.
El
Pour tout n € N, on pose I, = / cos” zdx
0

(1) Calculer Iy et I;.
(2) A laide d’une intégration par parties, montrer que pour n > 1,

I’n+1 =——I 1.
n
En déduire les valeurs de Iy, et I5,11 en fonction de p.
I
(3) Montrer que la suite (I,,)nen est décroissante et en déduire la limite de la suite (i)

2n41
(4) Montrer alors que C' = /2.



CORRECTION4



(3) On considére dans cette question I'expérience aléatoire suivante : dans une urne contenant 3 boules blanches et 3 boules
noires, on tire successivement et sans remise 3 boules. On appelle alors X la variable aléatoire égale au nombre de
boules blanches tirées.

(a) Déterminer X () et la loi de X.
On a X(Q) = [0, 3]. Notons By, I'événement « le k° tirage apporte une boule blanche »et Ny Pévénement contraire.

D’aprés la formule des probabilités composées,
P(X =0) = P(N1N3N3) = P(Ny) Py, (N2)Pn, N, (N3)

donc

et grace a la symétrie de 'urne, on a aussi P(X = 3) = 2

Toujours par symétrie de l'urne, on a P(X = 1) = P(X = 2) et puisque P(X = 0) + P(X = 1)+ P(X =
2)+P(X=3)=1,ona

P(X:l):P(XZQ):%'
P(X, =0) P(X =0)
. . P(anl) P(le)
(b) Vérifier que ngrilw PX,=2)| " | Px =2
P(X, =3) P(X =3)

On dit que la suite (X,,) converge en loi vers la variable aléatoire X.

D’aprés ’étude précédente,

n—+oo n—+00

)
o
[ ==

P(X, =0)
. P(X )N v oo
lim P(X, | = lim M"Yy=M
P(X )

Exercice 3 (Formule de Stirling.). Ce probléme a pour objectif d’établir I’équivalent de n! suivant :
n n
n! ~V2mn (7)
e

C’est la formule de Stirling.
Les trois parties de ce probléme sont indépendantes.

Premiére partie.
(0) Par intégration par parties, trouver une primitive sur ]0, +oo[ de ¢ — Int.

Soit = > 0.

/ In(t)dt = [tIn(t)]] — / ldt =zIn(z) —z+1
1 1

Une primitive de In sur ]0, +oo[ est donc la fonction z — xIn(z) — .
(1) Soit k un entier tel que k > 2.

(a) Montrer que pour tout k € N,k > 2 :

k k41
/ Intdt <Ilnk < / In tdt.
k—1 k

Soit k un entier tel que k& > 2. La fonction In est croissante sur ]0, +-o00[ donc
k

— pour t € [k —1,k], on aln(¢) < Ink et par positivité de l'intégrale, on a / Intdt < Ink;
k-1

k+1
pour t € [k,k+ 1], on alnk <Int et par positivité de I'intégrale, on a Ink < / Intdt;
Jk

d’ou I'encadrement attendu.



(b) En déduire un encadrement de In(n!), puis un équivalent de In(n!).
On constate que In(n!) = Z In(k) = Z In(k) puisque In(1) = 0.
k=1 k=2

Par sommation des inégalités précédentes membre & membre, on obtient

no ok
Z/ Intdt <
k=27/k=1 k

n k+1

Ink < Z/ In tdt.
—2 k=2"F
et par additivité de 'intégrale
n n+1
/ In(t)dt < In(n!) < / In(t)dt.
1 2
Le calcul de primitive fait en (0) donne alors

nln(n) —n+1<Iln!) <(n+1)In(n+1)—(n+1)—2In(2) + 2.

L’encadrement précédent suggére de prendre nln(n) comme équivalent de In(n!). En effet, pour n > 2, on a
nln(n) > 0 et en quotientant par nln(n) 'encadrement précédent, on obtient
1 1 In(n!) _(n+1)In(n+1) (n+1) 2In(2)-2

1-— < < —
In(n) + nin(n) — nln(n) — nln(n) nln(n) nln(n)

1 (n+1) 14++  2In(2) -2

m(n)’ nin(n)’ ni(m) _ () et () tendent tous vers 0 d’aprés les opérations sur les

Les termes

limites.

(n+1)In(n+1)

Etudions la limite du terme . Pour tout entier n > 2,

nln(n)
(n+DIn(n+1) (1 N l) In(n + 1)
nln(n) n In(n)
1\ In(n) +In(1+ 1)
= (4 0) "
14 % N (1+ ;1111(1;()1 + )

et d’aprés les opérations sur les limites, on a

1 1+ 3)In(1+ 2
lim — :lim—( o)+ y) =0
n In(n)
donc " L
i (2t DI+ 1)
nln(n)
Le théoréme de convergence par encadrement assure alors que
In(n!
lim n(n)) =1
nlin(n)
ce qui prouve que In(n!) ~ nln(n).
(2) On pose désormais, pour tout n > 1,
e"n!
Up = prrs et d,, = In(vy,).
Montrer que, pour tout n > 1,
41, (1+ 5
dy — dpot = n + 1n< 2n1+1)_1
2 1- 2n+1



Pour tout entier n > 1,

dp, — dny1 = In(vy,) — In(vp41)

g 1n+1+%
:111(0" BuRa) )

pitt " e (4 1)

2n + 2
-1
2n )

2n+1+1
— (2271
<"+ “<2n+1—1>
1
_2n+1ln<1+2n1+1> .
2 1- 2n+1
(3) Montrer que, pour tout n > 1,
1 1 1
— <
12n+1 12(n+1)+1 = 3(2n+ 1)2
et
1 1 < 1
12n  12(n+1) ~ 3((2n+1)2 1)

Pour tout entier n > 1,

1 1 . 12n+13-12n-1
2n+1 12m+1)+1 (12n+1)(12(n+1)+1)
B 12
T (12n+1)(12(n 4+ 1) + 1)
donc
1 1 1 B 12 1
2n+1 12h+D+1 3(@n+12-1) (2n+1)(12n+1)+1) 3(2n+1)2—1)
B 12 1
T (2n+1)(12(n+1)+1) 122 +12n
B 12 1
T (2n+1)(12(n+1)+1)  12n(n+1)
1 1

(12n+1)((n+1)+75) 12n(n+1)

1 1

il lai 12n+1 D+ %) > 12 1
Or il est clair que (12n +1)((n+ 1) + 13) > 12n(n + 1) donc (12n+1)((n+1)+1—12)< B+ 1)

et par suite

1 1 1

— - <0
12n+1 12(n+1)4+1 3(2n+1)2-1)
qui implique la premiére inégalité demandée.
De méme, pour tout entier n > 1,
1 1 1 _ 1 1
12 12(n+1) 3(2n+1)2-1) 12n(n+1) 12n(n+1)
=0

donc (il y a méme égalité)

1 1 1

20 i) enrir—1) =0

qui implique la seconde inégalité demandée.



. Ca 1 1+t t2
(4) Soit f la fonction définie sur |0, 1[ par f(t) = % In T 1-— 3

(a) Etudier les variations de la fonction ¢ définie sur ]0, 1] par g(t) = 2tf(¢).
Pour tout réel ¢ €]0,1],
1 2t3
g(t)=In (%) -2t — 2

La fonction g est dérivable sur |0, 1[ comme composée et somme de fonctions dérivables et

2 4
sy (1-1)2 2 _ 9y _ 2
Jg'(t) = ez —2-2t° = (1+t)_1—t2>0

d’ott 'on déduit que la fonction g est strictement croissante sur |0, 1.
(b) En déduire que f est positive.
Les fonctions f et g ont le méme signe sur ]0, 1[. Comme }imo g(t) = 0, la fonction g est strictement croissante sur
—

10, 1[ avec une limite nulle en 0 donc la fonction g est strictement positive sur ]0, 1] et par suite la fonction f aussi.

2 1
(5) Soit h la fonction définie sur 0, 1] par h(t) = ﬁ - = ( + t)
(a) Etudier les variations de la fonction & définie sur ]0 1[ par k(t) = 2th(t).
Pour tout réel ¢ €]0,1],
23 1+t
k(t) = =———x —1n 2t.
0= 51-m) (v)*

La fonction k est dérivable sur ]0, 1[ comme composée et somme de fonctions dérivables et

Vit :g<3t2(1—t2>—t3<—2t>> T,
( ) 3 (1 7t2)2 % +
2823 —17) 2
T3 -2 1-#2
2623 —12) — 6(1 — %) + 6(1 — t2)?
- (1—1t2)2

+ 2

4t

“a-ee

donc la fonction k est strictement croissante sur ]0, 1.
(b) En déduire le signe de h.
Les fonctions h et k ont le méme signe sur |0, 1[. Comme zhnnl) k(t) = 0, la fonction k est strictement croissante sur
—

10, 1[ avec une limite nulle en 0 donc la fonction k est strictement positive sur 0, 1[ et par suite la fonction h aussi.

(6) En déduire, pour tout n > 1, encadrement

1 1 1 1

- <y —dpyy < —— —
2n+1 12m+1)+1 - " "= 12n 12(n+1)

Soit n € N*.
Les questions (4) et (5) permettent d’affirmer 'encadrement suivant :

21 1+t 12
VEElo 1], = < t) 1<
o1l 3 =5 n<l—t> =3(1-8)

et en appliquant ’encadrement avec ¢ = €]0, 1], on trouve

1
2n + 1
! <d d < ! !

70 1 a\9 (’7 - i —_ =
3n+12 =" T T 32n+ 12(1- (557)7) - 3(@n+ 1) - 1)

qui implique, d’apreés (3),

1 1 1 1

- <dp —dpyy < —
2n+1 12n+1)+1 =120 12(n+1)

10



(7) Montrer que les suites (d,, — ﬁ)neN* et (d, — ﬁ)neN* sont adjacentes. Soit ¢ leur limite commune.
Pour tout n € N*, posons

1 1
ap = dy — on et by, =dn — Tl

D’une part, d’aprés la partie droite de ’encadrement précédent,

1 1
n — Un :dnfdn |\ Ta- T Toar . SO
. fin + (12n 12(n+1)>

ce qui signifie que la suite (a,,) est croissante et d’autre part, d’aprés la partie gauche de 'encadrement précédent,

1 1
n — =dy —dpy1 — - >
bn bn+1 dn drH»l (12n T1 12(71 T 1) T 1) = 0

ce qui signifie que la suite (b,,) est décroissante.
-1

S —— S
12n(12n + 1) “O%¢

Enfin, par différence a,, — b,

lim(a,, — b,) = 0.

Les suites (a,) et (b,) sont donc adjacentes et admettent donc une limite commune.

(8) En déduire lexistence d'un réel C tel que pour tout n > 1,
Cntie MeTm <n!< Cntre MeTin

et donner un équivalent de n! a laide de la constante C.

1

Puisque lim Ton = 0, la limite ¢ commune aux suites (a,) et (b,) est aussi la limite de la suite (d,,). Par conséquent,
n

la suite (v,) est convergente de limite e’.

Posons C = e’

Le théoréme des suites adjacentes assure que pour tout entier n € N*,

1 1
dpn——=0a, <l<b,=d, — —
" e T T o
soit encore, puisque d,, = In(v,,)
1 1
—1 < —_—
Gy ) Sty

La fonction exponentielle étant croissante, on obtient
1 1
Cemnt1 <y, < CeTzn
et par définition de v,,, on arrive a

1 . 1 1 1
Cn"t2e Memmndt < pl < Cn"T2e "eTem,

. 1
En quotientant par Cn"T2e~", on a

n! 1
< e1z2n

1
elznt1 < —_—
T Cnntae

et puisque lime™»+1 = lime™» = 1, le théoréme de convergence par encadrement implique

. n!
lim ———— =1
Cntaen
donc
nl ~ Cn"Tie ™,

Deuxiéme partie.

Dans cette partie, on détermine la constante C' de 1’équivalent de n! trouvé plus haut. Pour tout n € N, on pose I, =

5
/ cos” zdx
0

11



(1) Calculer Iy et I;.
On trouve

Iy = g et I = sin(g) — sin(0) = 1.

(2) A Paide d’une intégration par parties, montrer que pour n > 1,
n

T =—1I, .

n+1 n+1 n—1

En déduire les valeurs de I, et Ip, ;1 en fonction de p.
Soit n € N*. On a

-
Z
Ly = / cos" !z cos? xdz
0
n T
2
= / cos" 1 (1 — sin? z)da
0

s r
2 2
= / cos" ! adx — / sin x cos™ ! 2 sin xdx
0 0

™ !
2 (cos"x .
=1, 1+ sin zdx
Jo n

et par intégration par parties,

k.l ’ ks r
2 (cos"x . cos"x . 2 2 (cos"
sinzdr = sinx| — cos xdx
o n n 0 0 n
sl n I
2 (cos"x . 1
sinzdr = ——1I, 41
0 n n

1
I’n+1 =1In 1~ 7In+1
n

donc

et par conséquent

et cette relation se réécrit

n
In+1 - mln—b

Pour tout p € N, on a donc

Bpir = 2 T
qui fournit par récurrence,
Boprr = (2p2i(f§)(2_p221) -2--311
expression encore égale a o2
p

Lpir = %
Et pour I5,, on a

Iy = 2’;—;112,7_2
qui fournit par récurrence,

b, = By

expression encore égale a '

Iy, = %g

I
(3) Montrer que la suite (I,,)nen est décroissante et en déduire la limite de la suite (i)
2n+1

Puisque —1 < cosz < 1, on a pour tout entier n € N, (cosx)"*! < (cosz)™ et par positivité de I'intégrale, I,,1 < I,
donc la suite (I,) est décroissante.

12



Pour la limite de la suite ( n ), on a par décroissance de la suite (I,,) :

2n+1
I Iop— 2 1 1
1< 2n < n—1 _ n+ 1y
Ions1 — Danta 2n 2n
et grace au théoréme de convergence par encadrement,
I
lim —2" =1.
2n+1

(4) Montrer alors que C' = v/27.
D’apres les résultats obtenus en (2),

Ln _ (2n+1)(@n)) 7
Ippyr 2Dt 2
et d’aprés I’équivalent de n! trouvé dans la partie 1,
((2’!1)')2 02(2n)4n+1e—4n 24n+1

(n1)4 Y T COApAnt2e—4n T o2,

donc
Ly,  (2n+ 1)((2n)")? ™ (2n + 1)24n+1 T2
i1 24n (pl)4 2 2nC2pn 2 (C?
IQn 2m . , e .. .
= —. Or la limite trouvée en (3) et 'unicité de celle-ci impliquent

ce qui signifie que lim =
I 2n+1 02

C? = 27 soit C = V2.
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