DEVOIR SURVEILLE 2



Exo 1.

Lycée Fénelon Devoir surveillé
Classe de BCPST 1 2006/2007 25/11/2006

DEVOIR SURVEILLE 2

(durée: 3h30)

Rédigez vos réponses dans un francgais correct. Terminez chaque résolution d’exercice par une
conclusion ou soulignée. Laissez une marge au correcteur.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre. Dans un
exercice, on pourra, si besoin est, admettre le résultat d’une question pour répondre aux suivantes.

La calculatrice n’est pas autorisée.

Exercice 1

On considére la suite (u,) définie par up = 1 et la relation de récurrence

1 2
Vn € N, Up41 = 3 (Un + —)

Un,
1. Représenter la dynamique de la suite (u,). Emettre une conjecture et la démontrer. En
déduire le comportement asymptotique de la suite (uy,).
2. a) Vérifier que
Vn € N, Upt1 — V2 = M
PAT
et en déduire que

Vn € N, Ung1 — V2 < (un — V2)2.
b) Démontrer que
Vn e N¥, w, —V2< (V2 - 1)
¢) Déterminer une valeur ng pour laquelle u,, fournit une valeur approchée de V2241073

pres par excés. Calculer w,, (on donnera le résultat sous forme d’une fraction).
—3In10

m) ~ 2,97

1
Indication numérique : — In (
In2

Exercice 2
On donnera les résultats sous forme de produits, sans chercher a les calculer.
Une grille de mots croisés est un tableau rectangulaire de longueur n et de

hauteur p, constitué de n x p cases dont certaines sont noircies et d’autres non!
1. Dans cette question, on considere les grilles 4 x 6 avec 4 cases noires dont

un exemplaire est représenté ci-contre.

a) Combien peut-on former de telles grilles différentes ?

b) Parmi ces grilles, combien d’entre-elles ont
a] au moins un coin noirci ?
B] exactement deux coins noircis ?
~] exactement une case noire par colonne ?
] exactement une case noire par colonne et au plus une case noire par ligne ?

2. On s'intéresse a présent aux grilles de n x p cases dont k sont noires (avec k € [1;np]).
a) Combien peut-on former de telles grilles différentes ?
b) Parmi ces grilles, combien d’entre-elles ont

a] au plus une case noire par colonne ?
A] au plus une case noire par colonne et au plus une case noire par ligne ?
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Exercice 1 :

0 20 2 10
On pose A= 0 20 , P=1010 et Q= 0
-3 3 2 3 01

1) Calculer P x @ . En déduire que P est inversible et donner P~!

2) a) Calculer A? ( on exprimera A? A I'aide de A )
b) En déduire, a I'aide d’une démonstration par I’absurde, que A n’est pas inversible.
¢) Montrer, par récurrence, que Yk € N*, AF =2k1 4

3) Pour tout réel @ € R*, on pose B, = A+ .l

a) Sans poser de produit matriciel, montrer que :
(Ba)2 =x9. A+ yo.I3 avec xo et yo réels a préciser en fonction de «
Préciser la valeur des réels xq,yo et o1, y1 vérifiant : (B,)? = 9. A+yo.I3 et (By)' = 21.A4y1.13
Montrer que, pour tout n € N, il existe deux réels x,, et yy, tels que (By)" = xn. A+ yp.I3
Déterminer, pour tout n € N une expression de ¥, en fonction de n uniquement.
Montrer que Vne€ N, xpt2—2(a+ 1) zp +a(a+2)z, =0
En déduire 'expression de z, en fonction de n uniquement
¢) A T'aide de ce qui précede déterminer, pour tout entier k € N, les coefficients de (B,)" .
(a+2)"t—a™t
2

Montrer que, si « € R* avec a # —2, la matrice B, est inversible avec (B,)™! = C, .
6) Onpose M =P x Ax(@Q etpourteRfixé, My =M +t.I3

a) Sans calculer les coefficients de M ni ceux de M?, montrer que M? = 4.M

On admet qu’on montrerait alors par récurrence que Yk € N* | M* = 451 M1

5) Pour tout réel « € R* avec o # —2, on pose C, = ( A+a I

b) A l'aide de la formule du binéme dont on justifiera I’emploi, montrer que :
Vn>2, (M)"=t"1+w,M; avec w, réel & exprimer en fonction de n et ¢

( Donner l’expression la plus simple de w,, avec seulement n, ¢ et des constantes... mais pas de > !)

Exercice 2 :
On considere la suite (P,),, de polynémes définie par :
R(X)=2,P(X)=X et VYn>2, Py(X)=XP, 1(X)— P s(X)
1) a) Calculer Py(X) et P3(X)
, 1\* . 1 , 1
b) Soit z € C*. Calculer (z+4 =] .En déduire que P (z+ =) =2+ =
z z z

2) Montrer que Vn € N* | P, est un polynéme unitaire de degré n.

3) On pose Vn € N, a, = P,(0) . Déterminer, pour tout n € N, 'expression de a,, en fonction de n

1 1
4) a) Montrer par récurrence que, pour z € C* fixé, ona: Vne N*, P, |z+ —) =z"+—.
z z
Justifier que cette relation reste vraie pour n = 0. Elle est alors valable pour tout n € N
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b) A Tl'aide de 4.a), montrer que V0 e R, Vn e N, P,(2 cosd) =2 cos(nb)

5) a) Onpose Vke [0,n—1], =2 cos (@)
n

Montrer que V k€ [0,n — 1], xj est une racine de P,.
On admet pour la suite que ces racines sont deux a deux distinctes.

n—1
2k +1
b) En déduire que P, (X) = H {X — 2 cos <u) }
o 2n
6) On admet que P5(X) = X°—-5X3+5X.
a) Résoudre I’équation 22 — 5z +5 = 0. En déduire les solutions de 'équation 2* —522+5 =0
b) A laide de 6.a), déterminer la factorisation de P5 dans R[X]

¢) En comparant cette factorisation & celle obtenue en 5.b) determiner les valeurs de COS(%) .

Exercice 3 :

n—1
_1)n L+ 1
Soit (by)n lasuite de nombresréels définiepar: by=1 et VneN* b, = ( 7}1;1 E (—1)k <n + ) by
k=0

On considere aussi la suite de polynomes (Bn(X )) définie par :
n
" n
By(X)=1 et VYneN, By(X)=)» (-1 (k> by X" K
k=0
1) a) Calculer by et montrer que by = %
b) Calculer By (X) et montrer que By(X) = X2 — X + ¢ avec c réel & préciser.

2) a) A l'aide de la définition de B, (X), préciser, pour n € N fixé, le degré de B,, et montrer que :
VneN, B,0)=(-1)"b,

n—1
b) A laide de la définition de b,,_1, prouver que, pour n > 2 fixé, Z(—l)k (Z) b, =0
k=0
En déduire que Vn >2, B,(1) = B,(0)

n
3) Soit n € N* fixé. On admet que : B, (X +1) = Z (
Montrer que Bp(X +1) — By(X) =n X"!
P
4) Soit p € N et r € N. On pose Spp = > k"
k=0
En utilisant 3) avec un "n” bien choisi, exprimer S, , en fonction de p, de r et de valeurs prise par le
polynéme B,11(X)
Exercice 4 :
C1
C2
Dans cet exerice, pour L = ( by by - Ly, ) € Min(R) et C= . € My 1(R), on pose

Cn
A=CxL e s=LxC
1) a) Calculer les coefficients de la matrice A de M, (R)

n
On admet pour la suite que s est un nombre avec s = Z e Ui
k=1
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b) A l'aide des propriétés du produit matriciel, montrer, sans passer par le calcul de ses coefficients, que :
A2 =3s.A

2) Onpose B=1,+ A
a) Exprimer B? & l'aide de B, I, et de s

b) On suppose dans cette question que s # —1 .
Montrer que B est inversible et donner B~ & l'aide de B et de I,

¢) On suppose dans cette question que s = —1.
En raisonnant par ’absurde, montrer que B n’est pas inversible.

3) On considére désormais une matrice inversible M € GL,(R) et on pose N = A+ M
a) Calculer M x (I, + M~! x A) . En déduire I’équivalence :

I,+ M~ ' x A inversible < N inversible

( On pourra d’abord prouver ”=-" puis montrer "<" )

b) En remarquant que M~! x C =K € M, 1(R), et en appliquant ce qui précede, montrer que :

N est inversible < L x M 'xC# -1

¢) On suppose que N est inversible, donner une expression de N~! & I'aide de M~!, L et de C

1 ECS Lycée Montaigne Bordeaux 2014-2015
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Exercice 1 :

Pour tout entier n € N avec n > 3, on pose Vz >0, f,(z) =2 —n In(z).
Dans tout ce qui suit, n est un entier fixé quelconque avec n > 3. On pourra utiliser le fait que 2 <e < 3

1) a) Déterminer lim f,(x) et prouver que lim f,(x) = +oc0
r—0t T—+00

Prouver que f,(n) <0

Dresser le tableau de variations de f,

Calculer f,(1) et f,(e). En déduire que 1 < u, <e

)
)
2) a) Justifier que ’équation f,(z) =0 admet une unique solution dans ]0,n[. On note u,, cette solution.
)
) Montrer que fp(unt1) = In(upt1) . A aide de 2b), prouver que la suite (uy), monotone.

)

Montrer que la suite (uy), converge.
On note L = lim w, . Prouver que In(L) >0

n—-+o00
e) En raisonnant par absurde et en utilisant le fait que f,(u,) =0, montrer que L =1
In(u,) Up,
Up— 1 n(u, —1)

3) a) Montrer que

1
b) On admet que lim 2% _ 1. Déterminer lim n (up, — 1)
z—=1lx —1 n—+o0

4) a) Justifier que 'équation f,(z) = 0 admet une unique solution dans |n, +oo[ . On note v, cette solution.
b) Déterminer lim v,
n—-+00
¢) Prouver que f,(n lnn)=—n In(lnn). En déduire que n In(n) < v,
d) Déterminer la signe de fn,(2n Inn) ( On admet que Vk € N* | k> 2 In(k))
En déduire que n In(n) <wv, <2n In(n)
e) A laide de fn(v,) =0 et de 4.d), prouver que lim e

n—+oo n In(n)

Probleme :
Lorsque f est une fonction continue sur le segment [—1,1] , on définit les réels :

S +470) + £(1)
3

1= [ swd e« st -

L’objectif de ce probléme est de montrer que S(f) est une valeur approchée de l'intégrale I(f) & € preés
c’est & dire d’établir une inégalité du type : |I(f) — S(f)| <e.
Cette méthode de calcul approché d’intégrale s’appelle méthode de Simpson.
Partie A :
T

1) On pose Vx € [—1,1] p(x) = cos (7) .

k

Calculer S(p) et montrer que I(p) = — avec k entier a préciser.
™

On admet qu'on a : |I(f) — S(f)| <

O =~

4
. Ainsi, S(p) est une valeur approchée de I(p) a 9 pres.
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Exo IV.

Lycée Dupuy de Lome - 2016/2017 ECS1

MATHEMATIQUES — DEVOIR SURVEILLE N° 1

9 septembre 2016 — Durée : 3 heures - Calculatrices interdites

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante de l'appréciation des copies. Tout résultat ou
conclusion doit étre mis en avant (encadrez, soulignez).

Lusage de documents, d’'une calculatrice ou de tout matériel électronique est interdit.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené a
prendre.

EXERCICE 1 - Cours, INEQUATIONS

Les questions de cet exercice sont toutes indépendantes. On précisera bien les propriétés
des fonctions usuelles utilisées.

1. Rappeler la définition de la fonction valeur absolue.
2. Pour A une partie de R, donner la définition de « La partie A est majorée par le réel M ».
3. Pour A une partie de R et m € R, donner la définition de « m est le minimum de A ».

4. Soit f: R — R une fonction dérivable et a € R. Donner 'équation de la tangente a la
courbe de f au point d’abscisse a.

. Soit f: I — Rune fonction. Donner la définition de « f est décroissante sur l'intervalle I ».
. Résoudre I'inéquation x> — 1 > 0, d’'inconnue réelle x.
. Résoudre I'inéquation |2x + 1| < |x — 1], d'inconnue réelle x.

© N o O

. Résoudre I'inéquation v x + 2 < x, d'inconnue réelle x.

EXERCICE 2 - PARTIE ENTIERE

On considere la fonction f: x— v/x — [x] ol [ x] désigne la partie entiere du réel x.
. Soit x € R. Rappeler 'encadrement de x a I’aide de sa partie entiere |x].

. Déterminer 'ensemble de définition de f.

. Montrer que f est périodique de période 1.

. Déterminer une expression simplifiée de f(x) pour x € [0, 1].

Q& W N

. Dans un repére orthonormé, tracer la courbe de f sur [-2;2].

EXERCICE 3 - ETUDE D’UNE FONCTION

1 1+x
On considere la fonction h: x — 3 In (1—)
—-X

Déterminer le domaine de définition 2, de h.
Etudier la parité de h.

X —X
N . e —-e PPN
On considere la fonction g: x+— ————, définie sur R.

1.
2.
3. Dresser le tableau de variation complet de & sur 2j,.
4.
e‘+e™*

(a) Montrer que, pour tout x € R, g(x) €] -1, 1[.
(b) Déterminer la fonction composée go h.

(c) Justifier que la composée ho g est définie sur R puis déterminer une expression
simple de celle-ci.
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Exercice 2

Une grille de mots croisés est un tableau rectangulaire de longueur n et de hauteur p, constitué
de n X p cases dont certaines sont noircies et d’autres non !

1. Dans cette question, on considére les grilles 4 X 6 avec 4 cases noires.
a) Combien peut-on former de telles grilles différentes ¢

Une grille étant entiérement déterminée par la position des cases noires, il suffit de
choisir simultanément 4 cases noires parmi les 24 cases de la grille, ce qui fournit

24
( 4 ) grilles différentes.

b) Parmi ces grilles, combien d’entre-elles ont
a] aw moins un coin noirci ¢
Il est plus aisé de dénombrer le complémentaire, c’est-a-dire les grilles qui n’ont
aucun coin noirci. Pour constituer ces grilles, on choisit 4 cases noires parmi les 20
cases de la grille qui ne sont pas des coins, ce qui donne ( 40) grilles sans coin noirci.
On en déduit qu’

. 24 20 . . . o
ilya ( 4 ) — ( 4 ) grilles avec au moins un coin noirci.

B] exactement deux coins noircis ?
Pour constituer de telles grilles, on doit choisir successivement :
» 2 coins parmi les 4 coins, ce qui laisse (3) possibilités ;
» 2 autres cases parmi les 20 cases qui ne sont pas des coins, ce qui laisse (220)
possibilités.

Donc

. 4 20 . . .
ilya (2) X ( 9 ) grilles avec exactement deux coins noircis.

v] exactement une case noire par colonne ?
Pour constituer de telles grilles, on doit choisir successivement :
» 1 case parmi les 6 cases de la premiere colonne, ce qui laisse 6 choix possibles;
» 1 case parmi les 6 cases de la deuxieme colonne, ce qui laisse 6 choix possibles;
» 1 case parmi les 6 cases de la troisiéme colonne, ce qui laisse 6 choix possibles ;
» 1 case parmi les 6 cases de la quatriéme colonne, ce qui laisse 6 choix possibles.

Donc

il y a 6* grilles avec exactement une case noire par colonne.

0] exactement une case noire par colonne et au plus une case noire par ligne ?
Pour constituer de telles grilles, on doit choisir successivement :
» 1 case parmi les 6 cases de la premiére colonne, ce qui laisse 6 choix possibles;

» 1 case parmi les 5 cases de la deuxiéme colonne qui ne sont pas dans la ligne de
la premiére case noire, ce qui laisse 5 choix possibles ;

» 1 case parmi les 4 cases de la troisieme colonne qui ne sont pas dans les lignes
des deux premiéres cases noires, ce qui laisse 4 choix possibles;

» 1 case parmi les 3 cases de la quatriéme colonne qui ne sont pas dans les lignes
des trois premiéres cases noires, ce qui laisse 3 choix possibles.

Donc

il y a6 x5 x4 x3 grilles avec exactement une case

noire par colonne et au plus une case noire par ligne.

Exo II.



2. On s’intéresse a présent aux grilles de n X p cases dont k sont noires (avec k € [1;np]).
a) Combien peut-on former de telles grilles différentes ?

Une grille étant entierement déterminée par le choix simultané k cases noires parmi les
np cases de la grille, ce qui fournit

(TZD) grilles différentes.

b) Parmi ces grilles, combien d’entre-elles ont
o] au plus une case noire par colonne ?
Pour constituer de telles grilles, on doit choisir successivement :
» k colonnes parmi les n colonnes de la grille, ce qui laisse (Z) possibilités ;
» 1 case parmi les p cases dans chacune des k colonnes choisies, ce qui laisse p*
possibilités.
Donc

) n o .
ilya ( k) x p¥ grilles avec au plus une case noire par colonne.

B] au plus une case noire par colonne et au plus une case noire par ligne ?
Pour constituer de telles grilles, on doit choisir successivement :
» k colonnes parmi les n colonnes de la grille, ce qui laisse (Z) possibilités ;
» 1 case parmi les p cases de la premiére colonne choisie, ce qui laisse p possibilités ;

» 1 case parmi les p — 1 cases de la deuxiéme colonne choisie qui ne sont pas dans
la ligne de la premiére case noire, ce qui laisse p — 1 possibilités ;

» 1 case parmi les p — 2 cases de la troisieme colonne choisie qui ne sont pas dans
la ligne des deux premiéres cases noires, ce qui laisse p — 2 possibilités;
> etc
» 1 case parmi les p — k+ 1 cases de la k-éme colonne choisie qui ne sont pas dans
la ligne des k — 1 premiéres cases noires, ce qui laisse p — k + 1 possibilités.
Donc

ilya (Z) xp(p—1)---(p—k+1) grilles avec au plus

une case noire par colonne et au plus une case noire par ligne
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Exo V.

Lycée Dupuy de Lome —2016/2017 ECS1

EXERCICE 3 - £TUDE D’UNE FONCTION

1 1+
On considere la fonction i: x — 3 In (l—x)
-Xx

1+x
1. Déterminer le domaine de définition 2}, de h. La fonction x — —— est une fonction rationnelle
donc définiesur {xe R|1—x #0} =R\ {1}.
La fonction In est définie sur R}, donc par composée,

1+x
@h:{xER\{l}‘m>0}

Ona:
X —00 -1 1 +oo
1+x - 0 + +
1-x + + 0 -
1+x :
1-x :
Donc

2. Soit x €] —1,1[. Alors —x appartienta ] —1,1[ et

1 1-x 1 1 1 1+x
h(—x) = Eln[m) = Zln(m) = —Eln(m) = —h(x)

Par conséquent, | la fonction h est impaire. ‘

(1—x)+(1+x)_ 2 ¢
-2  a-02°¢

1+x
3. hest dérivable sur 9y, et, notant u(x) = 1—% ona: u'(x)=
-Xx

1u'(x) 1 2 1-x 1
== =— — = >0
2ux) 20-x21+x (Q-x0+x)

n(x)

carsur]—1,1[, (1-x)(1 + x) > 0. La fonction & est donc strictement croissante sur &j,.
Calculons les limites aux bornes de 9y,.

1+x
D’apres le tableau de signe ci-dessus, lim =0*.

x—(D*1—x

Or Xli113+ In(X) = —oo, donc| lim h(x) =—oo | Puisque h est impaire, on en déduit immédiate-

x—(=D*
ment que linll_ h(x) = +oco |. Le tableau de variation de h est
x—
X -1 1
+00
h /
-0
2/6
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ECS1

1 . €
4. On considere la fonction g: x— -

(a) Soit x € R. Alors,

— puisquee™ >0,ona-e *<e

_a X

- définie sur
e¥+e”

R.

~*.Depluse*+e™* >0, donc

(b

(c

EXERCICE 4 1.

(b) Soient deux réels a et b strictement positifs. Alors a?—2ab+b? =

=

-

— de méme, e* > —e” et on obtient,

ef—e* ef+e* .
gl = e‘+e™* < eX+e X
- ef—e™* -—e'-e*
X) = - =
§ ef+e™ e‘+e™*

Enrésumé, ona: —1< g(x) <1, c'est-a-dire g(x) €] - 1,1[.
On aurait aussi pu étudier la fonction g.

La fonction g o h est définie sur {x € 2y, | h(x) € Dg} =] -1,1[ car D¢ =R.

Soit alors x €] —1,1[.

1 (1+x 1 (1+x
—In ——=In
e2 \1-x/_g 2 \1-x
(om0 =gh() =575 I (T+x
- ——In
e 1-x/4e 2 \1-x
Or,
1 1+x I+x 1 (1+x I-x
> mWVTx| [1+x -5In VT rx T-x
e2 1-x) ¢ = et e 2 \1-x/=¢ =\/—
1-x 1+x
Ainsi
\/1+x \/l—x \/1+x
1-x 1+x 1+x  VA+x)(0-x (+x)-0-x 2x
(goh)(x) = x = =—

\/1+x \/l—x
==
1-x 1+x

\/1+x

[Vxel-11[ (go ) = x|

1+x

VI+x)(1-x)

T Q4+x0+0-x 2

La fonction ko g est définie sur {x € 94 | g(x) €] —1,1[} =f d’apreés la question 4a.

Soit x e R,
1+ 87
(hog)(x) = fln(l_ R
ef+e™¥

G‘\&
& @‘

+—22

2

)_ 1 ((eue*xw(ex_e*)) B

(e*+e ) —(e*—e™™)

[VxeR, (hog)(n) =x|

(a) Soient deux réels a et b strictement positifs.

2+b2
>2

— a*+b*>2ab

—a’-2ab+b*>0

carab>0

(a— b)2. Ainsi, dans les

équivalences précédentes, la derniére inégalité est vraie car le carré d’'un nombre réel est
toujours positif. On en déduit la premieére inégalité est également vraie.

VYa>0,vb>0,

WV
N}

Q=

S
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