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Exo 1.
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mardi 3 mai 2016, de 8 h.a 12 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

IIs ne doivent faire usage d’'aucun document. L’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa
copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercice 1
On considére la fonction f définie sur R, par: Vxe R’ f(x) =¢

o
On considere également la suite (u,, )”EN définie par u, =1 et par la relation u,,, :f(u”), valable
pour tout entier naturel 7.

1) a) Dresser le tableau de variation de £, limites comprises.

b) Vérifier que chaque terme de la suite (u,, )n est parfaitement défini et strictement positif.

eN

2) Les scripts suivants renvoient, pour celui de gauche, la valeur 5, et pour celui de droite, la valeur 6.
Que sait-on de us et ug ? Quelle conjecture peut-on émettre sur le comportement de la suite (un )n ?

eN
u=1 u=1
n=20 n=20
while u>0.00001 while u< 100 000
u = exp(-u)/u u =exp(-u)/u
n=n+l n=n+l
end end
disp(n) disp(n)

3) a) Etudier les variations de la fonction g définie sur R, par: VxeR,, g(x) =e " —x2.
b) En déduire que I’équation f (x) =x, d’inconnue x, possede une seule solution, que I’on notera

*
o, sur R7 .

c) Montrer que 1 <a<l.
e

4) a) Etablir les deux inégalités : u, >u, et u; <u.

b) En déduire les variations des suites (uy,) . et (uz,11) -
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Exo II.

Devoir a la maison 5 a rendre le jeudi 24 novembre

Exercice 1:
Soit n € N*. On effectue 2n lancers indépendants d’une piece truquée ot la probabilité d’obtenir pile est p €]0, 1.
1. Déterminer €2 et introduire des événements élémentaires liés a 1'expérience.

”

2. On introduit pour tout i € [1,2n] 'événement A; ” on obtient pile pour la premiere fois au lancer 7", ainsi que
I’événement Ay ”on n’obtient aucun pile”.
(a) Calculer P(A;) pour tout i € [0,2n]. On pensera d distinguer le cas i = 0.
2n
(b) Vérifier par le calcul que > P(A;) = 1. Comment aurait-on pu faire sinon ?
i=0
3. On introduit pour tout j € [2,2n] ’événement B; ”pour la premiere fois, on obtient deux résultats identiques
aux lancers j — 1 et j”.
(a) Expliciter By, B3 et By.
(b) Expliciter alors By et Bojyq pour j > 1.

(¢) En déduire leur probabilité.

Exercice 2:

Soient p1, p2 €]0, 1[. On considere deux pieces de monnaie notées Ay et As. Pour la piece A; (resp. Az), la probabilité
d’obtenir face est p; (resp. p2). On effectue une succession de lancers selon la régle suivante :

— pour le premier lancer, on choisit une piece au hasard, et on la lance.

— pour le n*® lancer (avec n > 2), on utilise la piece A; si le lancer n — 1 a donné face, et la piece A, si le lancer

n — 1 a donné pile.

Pour tout n € N*, on introduit les événements F, ”le n'® lancer a donné face”, et on pose u, = P(F},).

1. Exprimer u; en fonction de p; et pa, puis us en fonction de uy (et p1, p2).

2. Montrer alors que pour tout n € N*, u, 11 = (p1 — p2)un + pa.

3. Donner lexpression générale de u,, en fonction de n et uy, puis préciser la limite u de la suite (uy,).

4 1

. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p; etps pour que u = 3.

Devoir a la maison 5 a rendre le jeudi 24 novembre

Exercice 3:
Soit n € N*. On effectue 2n lancers indépendants d’une piece truquée ott la probabilité d’obtenir pile est p €]0, 1.
1. Déterminer € et introduire des événements élémentaires liés a I’expérience.

” on obtient pile pour la premiere fois au lancer i”, ainsi que

2. On introduit pour tout ¢ € [1,2n] 'événement A;
I’événement Ay ”on n’obtient aucun pile”.

(a) Calculer P(A;) pour tout ¢ € [0,2n]. On pensera & distinguer le cas i = 0.
2n

(b) Vérifier par le calcul que > P(A;) = 1. Comment aurait-on pu faire sinon ?
i=0

3. On introduit pour tout j € [2,2n] 'événement B; ”pour la premiere fois, on obtient deux résultats identiques
aux lancers j — 1 et 57.
(a) Expliciter By, B3 et By.
(b) Expliciter alors Byj et Bojyq pour j > 1.
(¢) En déduire leur probabilité.

Exercice 4:

Soient p1, p2 €]0, 1[. On considere deux pieces de monnaie notées Ay et As. Pour la piece A; (resp. Az), la probabilité
d’obtenir face est py (resp. p2). On effectue une succession de lancers selon la régle suivante :

— pour le premier lancer, on choisit une piece au hasard, et on la lance.

— pour le n*® lancer (avec n > 2), on utilise la piece A; si le lancer n — 1 a donné face, et la piéce As, si le lancer

n — 1 a donné pile.

Pour tout n € N*, on introduit les événements F}, "le n’® lancer a donné face”, et on pose u, = P(F,).

1. Exprimer u; en fonction de p; et pa, puis us en fonction de ug (et p1, p2).

. Montrer alors que pour tout n € N*, u, 11 = (p1 — p2)un + p2.

. Donner une condition nécessaire et suffisante sur p; etps pour que v = %

2
3. Donner lexpression générale de u,, en fonction de n et uy, puis préciser la limite u de la suite (uy,).
4 .
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Exo III.

Exo IV.

Dans cet exercice, on considere la fonction f définie comme suit : f(0) = 1, et pour
tout = non nul de | — oo, 1],

fz) =

—X

(1—2)In(1 —2x)

1. Montrer que f est continue sur | — oo, 1].

2. On admet que In(l — ) = —x — %a( ) pour —1 < x < 1, avec hrrboz(x) = 1.
T—>
Montrer que f est dérivable en 0, puis vérifier que f/(0) = %
3. a. Montrer que f est dérivable sur | — oo, 0 et sur ]0,1[, puis calculer f/(x) pour

tout réel x élément de | — oo, 0[U]0,1].
b. Déterminer le signe de la quantité In(1—x)+x lorsque x appartient a |—oo, 1],
puis en déduire les variations de f.

c. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition, puis
dresser son tableau de variation.

4. a. Etablir que, pour tout n de N* il existe un seul réel de [0,1], noté wu,, tel que
f(uyp) = n et donner la valeur de u;.

b. Montrer que la suite (u,) converge et que lim u, = 1.
n—oo

Pour tout entier naturel n, on pose
= 1 1 1 1
un:g<1+2k)=(1+1)<1+§)(1+1> (1+2n)

Donner les valeurs de ug, uq et us, sous forme d’entiers ou de fractions simplifiées.
2. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, on a u, > 2.
b. Exprimer u, 11 en fonction de u,, puis en déduire les variations de la suite (u,).
3. a. Etablir que, pour tout réel x strictement supérieur & —1, on a In(1 4+ z) < x.
b. En déduire, pour tout entier naturel n, un majorant de In(uy,).
4. En utilisant les questions précédentes, montrer que la suite (u,) converge vers
un réel £, élément de [2,e?].

5. On se propose dans cette question d’étudier la convergence de la suite définie par
n

VneN,  Sp=) (0—u).
k=0
Justifier que la suite (In(up))nen converge et que l'on a

=1 In(1
KHE@EE:Il( * )

b. Montrer que, pour tout n de N, on a

K
/¢ 1
In— = lim In (1 + )
Unp, K—oo 2k
k=n+1

®

c. Vérifier, en utilisant le résultat de la question 3a), que
l 1
Vn € N, 0<In— < —
Uy 20

d. Déduire de la question précédente que
Vn € N, oge—un<£<1—e—%n)



e. Justifier que, pour tout réel x, ona 1 —e™*

Vn € N, 0<l—u,

Sommer la relation précédente et conclure quand a la convergence de la
suite (Sp)

< z. En déduire que
<



Exo V.

Exercice 3

1. Déterminer le comportement local lorsque = tend vers 0 de

sin(11z) tan(10z) . e’ 1 ) V14+3r -1

f(x)ZQ( 1—cosz (ln(1+x))2 \3/1+—x71.

2. Déterminer le comportement local lorsque x tend vers 1 de

o= (e () w0 ()

Exercice 4
Soit

f@=(5)" - ()T

z—1 T
1. Déterminer I'ensemble de définition 27 de la fonction f.
2. Montrer que f est impaire sur <.
3. Prolonger f par continuité aux points 1 et —1.

4. Déterminer les limites de f en 400 et —oco.

Exercice 5
Pour tout n > 1, on considére la fonction polynomiale P,, définie sur R par

Pyz)=a"4+2" '+ 42?4 -1

1. a
b

) Soit n > 1. Montrer que P,, posséde une unique racine strictement positive notée ay,.
)
2. a) Montrer que Vn > 1, P,(ap+1) < 0. En déduire le sens de variation de la suite (o, )n>1.
)
)
)

Calculer as.

b

¢) Démontrer que la suite (a,"),>1 tend vers 0.

Démontrer que la suite (av,)n>1 converge. On note £ sa limite. Justifier que ¢ < 1.

d) En simplifiant Pexpression de P,(x) lorsque x # 1, déterminer /.

Exercice 6
L’espace étant rapporté a un repére orthonormal, on considére les ensembles .7, . %5, 7 et
9 définis par les équations cartésiennes
S P+t 24— 6y —4z2=38 P 2z+3y+2=15
Sy P+ 22— 4y —82=16 Pyt 2045y +42=26

1. a) Montrer que .7 est une sphere et préciser son centre §2; et son rayon Rj.
b) Montrer que §; appartient au plan &7.
¢) Quelle est la nature de .7 N.Z%; 7 On précisera le centre et le rayon de .77 N.7.

2. Déterminer de méme la nature de .5 N %s.

3. a) Soient A; la droite passant par € et orthogonale au plan &7; et Ay la droite passant
par Qs et orthogonale au plan Z75. Montrer que A; et Ao s’intersectent en un point
noté €0y dont on précisera les coordonnées.

b) Calculer la distance d; de Qy & 7 et la distance dy de Qp & 7.
¢) Montrer qu’il existe une sphére .7 contenant .7 N7 et %5 N .Z5. On précisera son
centre et son rayon Rj.



On pourra au besoin utiliser que e = 1 4 ua(u) avec hII(l) alu) =1,
u—r

que (1 +u)? =1+ Bua(u) avec lirr(l)a(u) =1
u—r
que ﬁ =1+ ua(u) avec lim a(u) =1

ou que In(1 4+ u) = ua(u) avec lim a(u) =1
u—0
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Exo II.

Corrigé 2016

[ =] (o (o= X

1) a) e La fonction f est bien définie sur R’ et de classe C' en tant que quotient

(bien défini) de fonctions de classe C'.

_ =X _ p—X —X 1
Pour tout x de Ri,ona:f’(x)= e 5 ¢ . L (:X)'
x

X
Comme e est strictement positif pour tout x, et comme x et (1 + x) sont aussi

strictement positifs (car x est dans R” ), ona: VxeR’, f ’(x) <0.

Ceci prouve que f'est strictement décroissante sur R, .

.1 . .
e lim—=+w et lime™* =1 donc lim f(x)=+o.
x>0 x x—07" x—07

. liml=0 et lim e =0 donc lim f(x)=0.

X—>+00 X X—>+0 X—>+00

On a donc le tableau de variation suivant :

X 0 ~+00

VANE)) -
S \
b) Par récurrence.

e Pour n=0, le terme u, est bien défini (par I’énoncé) et il vaut 1 donc il est

strictement positif.
e Si I’on suppose, pour un entier naturel » fixé, que u, est bien défini et que

u, >0, alors on peut appliquer la fonction f'a u,, ce qui définit correctement u,,,;,
et comme de plus, farrive dans R, ona u,,, = f(u,)>0.

e Conclusion :

est parfaitement défini et strictement positif

Chaque terme de la suite (u, )n

eN

2) En lisant le script de gauche, on constate que u, <0,00001, mais en lisant celui
de droite, on constate cette fois que u, >100000.

On peut conjecturer que la suite (un )neN diverge, et plus hardiment, que :

lim u,,,, =0 et lim u,, =+

n—>+w0 n—>+0
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Concours d’admission sur classes préparatoires
Option scientifique

RAPPORT DU JURY
EPREUVE DE MATHEMATIQUES
2016

Présentation de I'épreuve :

 L'épreuve comportait, comme d'habitude, trois @ges et un probleme, ce qui permettait de juger
les candidats sur une partie conséquente du proggaies classes préparatoires.

« Le sujet balayait largement le programme en donramme d’habitude, une place importante aux

probabilités (troisiéme exercice et probléme).

La diversité des thémes abordés a permis a tousaedidats de s’exprimer et de montrer leurs

compétences, ne serait-ce que sur une partie gugonme.

« Dans l'ensemble, les correcteurs ont trouvé letsign adapté au public concerné, ne comportant
pas trop de parties particulierement difficilesjsrguelques questions ou seuls les bons candidats o

pu tirer leur épingle du jeu en montrant leur c#@a& mener un calcul compliqué & son terme ainsi
que leur faculté a raisonner sur des situationsaites.

Description du sujet :
L'exercice 1 proposait I'étude de la suitéu,) définie paru, =1 et OnON, u,,, = f(u,), ou f

désignait la fonction définie sk’ par : f (x) =€ La deuxieme question demandait d'interpréter
X

des commandeSci | ab dont I'affichage laissait penser que la suitetétaiergente

 Cet exercice, jugé facile par les correcteurse@ns a tous les candidats, ou presque, de gagner
quelques points.

« Notons tout de méme que quelques candidats ortrdbtemes pour le calcul de la dérivéef dei

pour citer correctement les conditions d’applicatiu théoréme de la bijection (ce dernier étant
énoncé « comme en terminale »).
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L'exercice 2 portant sur la partie algébre linéaire du progremproposait d'établir que si un

endomorphisméde R" annulait un polyndme vérifiarfe(0) = 0 et P'(0) # 0, alors on avait :
R"=Ker(f)O Im(f)

On commengait par étudier deux exemples puis Igéasral pour finir.

» Cet exercice, assez théorique, a permis aux carsdlds mieux formés de parfaitement faire la

différence. Toutefois, les correcteurs ont pu mesarquel point les connaissances de trés nombreux

candidats sont fragiles, concernant les objetsdiésours d’algebre linéaire (cours pas maitriaé po

certains).

+ Beaucoup de candidats ont édrft—1d)? OKer(f), ce qui n'a aucun sens.

L'exercice 3 portant sur les parties "estimation” et "fonctiolesdeux variables" du programme, avait
pour objectif d’estimer conjointement I'espérantdaevariance d'une variable aléatoire suivant une
loi normale.

« Cet exercice a été abordé avec des fortunes diersrtains candidats n'ayant visiblement que trés
peu de connaissances sur cette partie portantsexetnent sur le programme de seconde année. C'est
I'exercice le moins bien réussi de cette épreuve.

e De trés nombreux candidats sont rapidement sul@mepgr les calculs de dérivées partielles,
certains, assez nombreux, ignorant tout des pitésriges fonctions exponentielle et logarithme.

 Le jury rappelle que les notations de Monge etigme dert —s? ne sont plus au programme de
mathématiques des classes préparatoires ECS.

Le probléme, portant sur le programme d’algebre et de proliébproposait I'étude d’'une chaine de
Markov a 4 états.

La derniere question proposait une simulation imiique de la situation.

 La plupart des candidats n'ont que peu abordédbl@me, peut-étre par manque de temps ou a
cause d'une mauvaise gestion de leur temps. Celd diest globalement pas trés bien réussi par le
candidats qui I'abordent.

« La justification de probabilités conditionnelldgr@entaires (liées a un échange aléatoire de boules
entre deux urnes) a paru insurmontable a de nomlzandidats.

Statistiques :

 Pour 'ensemble des 3758 candidats ayant compesdéoyenne obtenue a cette épreuve est égale
a 11,073 sur 20 (sensiblement la méme que l'aneéeiede) et I'écart type vaut 5,821 (trés
Iégérement inférieur & celui de I'année derniére).

* 35,4% des candidats, contre 33,8% l'année dernignt une note strictement inférieure a 8
(parmi eux, 12,8% ont une note inférieure a 4).

» 22,1% des candidats ont une note comprise 8nétel2 (pourcentage sensiblement égal a celui
de 2015 qui était de 21%).

» 25% des candidats ont une note supérieure de age6 (pourcentage inférieur de presque deux
points & celui de 2015 qui était lui-méme inféridardeux points a celui de 2014).

Conclusion :

Comme I'an dernier, le niveau est treés hétérogédémpression générale ressentie a la lecture des
copies améne a penser que les questions les fitiesuqui demandent une compréhension fine de
la théorie, quel que soit le domaine concerné, gmbiat & presque tous les candidats. Les meilleurs
ont acquis des techniques et des réflexes maismprennent pas forcément en profondeur ce qu'ils
font. Le fossé entre les aspirations du programinka e€alisation sur le « terrain » semble s’étre

élargi, une fois encore, cette année, mais heurgrgepas pour les bons et trés bons candidats.
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Les copies sont, dans l'ensemble, bien présentébgermr rédigées mais il reste, en assez grand
nombre, des candidats qui rendent pratiquementrauillon, proposent des copies sales et raturées,
et truffent leur copie d’abréviations non officisl: les correcteurs n'apprécient pas du toutaitn’
alors aucune compassion pour ces candidats québidemment s’exposent a des sanctions.

Un nombre non négligeable de candidats restentteslejes réponses floues : il faut savoir que ce
type de réponse est sanctionné et que I'absenogud@nt ou le manque de précision rend la réponse
irrecevable.

La mauvaise maitrise des techniques de base eatirds élémentaires reste une constante et semble
méme s’aggraver pour un nombre non négligeableaddidats. Il serait bien que les futurs candidats
investissent un peu de leur temps sur ces deuxspoin

Il semble que l'investissement en informatiqueétét un peu plus intense que les années précédentes,
ce qui est trés bon signe (le langage Scilab sernplaire aux candidats) puisqu’il y avait, comme
d’habitude, pas mal de points a glaner sur cestignss et ceci sans y passer énormément de temps.

Rappelons, comme d’habitude, que I'honnéteté nplstité, la précision et la rigueur sont des vertu
attendues par tous les correcteurs sans excepti@u’une bonne réponse est toujours une réponse
construite rigoureusement.



Exo III.

Corrigé du devoir maison 5
Exercice 1 :

1.
2.

Q={liste de 2n coordonnées avec P ou F}={P,F}*" et Vi € [1,2n], P; (resp F;) "le i¢ lancer donne pile (resp. face)”.
(a) Ap = FiNFyN...N Fy,; Ay = Pp et plus généralement, pour i € [1,n], A; = Fy N ...N F,_; N P,. Lancers
indépendants, P(Ag) = P(F1) X ... x P(Fa,) = (1 — p)®", et de méme pour tout i € [1,2n], P(4;) = (1 —p)*~1p.
(b) Attention, on ne peut pas remplacer P(A;) avant d’avoir séparé le cas i = 0 car expressions différentes!
2n 2n 2n . 2n—1 .
STP(A;) = P(Ap) + 3. P(A;) (relation de Chasles) = (1 —p)2" + Y (1 —p)ilp=(1-p)>" +p > (1 —p)?
i=0 i=1 i=1 j=0
= (1-p)? +p T lear 1—p# 1] = (1—p)* +1— (1 - p)*" =1 (puisque 1 — (1 —p) = p).
Sinon, remarquer que la famille (A;);c[o,2,]) st un s.c.e. puisque les événements A; sont deux a deux incompatibles
2n 2n
et que _UOAi = Q d’ott (cours), > P(A;) =1.
= i=0
((L) B2 = [PlﬂPg}U[FlﬁFg], B3 = [leFngs}U[FlmPQQPS] et B4 = [PlﬁFgﬁPgﬁPdU[FlﬁP2ﬂF3QF4].
(b) Plus généralement, il y a alternance de P et F jusqu'aux deux derniers lancers, et pour savoir si quand on commence
par P on finit par P ou F, il faut connaitre la parité de j d’ou la distinction entre 2j et 25 + 1.
Enfin, attention de bien respecter la convention des ”...”, et de mettre suffisamment d’événements !
BQJ' = [Pl n F*Z n...N ng_g n FQJ'_Q n P2j—1 N ng] @] [F1 n P2 n...N ng_g n ng_g n Fg]'_l n FQJ'] et
ng+1 = [F1 n P2 n...N F2j—1 n ng n P2]'+1] U [Pl n F2 n...N P2j—1 n ng n F2j+1]
(c) Les lancers sont indépendants, et chaque événement B est une réunion de deux événements incompatibles, d’olt
P(Byj) = P(P1)P(F)...P(Psj—1)P(Pyj) + P(Fy)P(P2)..P(Faj1)P(Fyy) = p/ ™ (1 = p) =" + (1 = p)PHip/ 1.
De méme, P(Baji1) = p (1 —p)d +pi(1 —p)i*h.

Exercice 2 :

1.

. On reconnait une suite arithmético-géométrique et on résout & = (p1 —p2)a+ps & a(l —p1+p2) =p2 & a =

Soit Ay (resp. Az) I'événement "la piece A; (resp. Asz) est choisie pour le premier lancer ”. Alors (A1, A2) est un s.c.e.,
et d’apres la formule des probabilités totales, uy = P(Fy) = P(A1)Pa, (F1) + P(A2)Pa, (F1) = ip1 + $po.

Pour ug, remarquer que le 2e lancer ne dépend que du premier lancer (et pas du choix de la piéce pour le premier lancer)
donc utiliser la formule des probabilités totales avec le s.c.e (P, Fy) : ug = P(Fy) = P(F1)Pp, (Fy) + P(P)Pp,(F2) =
up X p1 + (1 —uy) X po (car sachant Fy, on utilise la piece A; pour le 2e lancer ...) d’ott us = (p; — p2)us + pa.

. Plus généralement, pour n > 1, on applique la formule des probabilités totales au s.c.e. (P, Fy,) et & Uévt F,4q :

Unt1 = P(Fpy1) = P(Fo) Pr, (Foy1) + P(Pn)Pp, (Fng1) = tn X 1+ (1 —upn) X p2 = un(p1 — p2) + pa.

P
171712+p2
car 1 — p; + p2 # 0 (puisque p; < 1 et po > 0 impliquent 1 — py + py > 0).

On sait alors que la suite (u, — @) est géométrique de raison p; — po, et de premier terme u; — o d’ott : Vn € N*,
Up —a = (p1 — p2)" " L(us — @) et finalement u, = (p1 — p2)" " (u; — a) + « —+> a, car —1 <p; —p2 < 1.
n—-+oo

bu=goa=5ep=301-p+p)ep+p=1



Exo IV.

EDHEC : projet 1
Option ES

Corrigé
EDHEC 2009

L G o3 (= 2

1) Comme x < 1,0ona 1 —x> 0, ce qui garantit que In(1—x) existe.
De plus, sur ]-o0,0[ et sur ]0, 1[, on a : (1—x)In(1-x) # 0.
Dés lors, la fonction f est continue sur }—o, O et sur ]0, 1[ en tant que quotient a
dénominateur non nul de fonctions continues sur ces intervalles.
Il reste a étudier la continuité de fen 0.
—X

Pour tout x non nul de ]-oo, 1], on a f(x) = ————— et on sait que
(1-x)In(1-x)

lim In(l+u) = 1. On en déduit, en posant u# = —x, que lim In(1 - x) =1, d’ou en

u—0 u x—0 —-X

. . -X

inversant : lim =1.

=0 In(1-x)
Comme lirré (1 —x) = 1, on obtient finalement : lin(l) f(x) =1, ce qui est bien la
X—= x—

valeur de f(0) proposée par I’énoncé. La fonction f'est bien continue en 0.
Conclusion :

| fest continue sur |—oo, 1[.|

2
2) a) Ici aussi, le cours assure que In(1+u) =u- u? +o(u?).

On peut remplacer u par —x qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0, et on trouve :

2
In(1-x) = -x - % +0(3).

S ()~ f(0)

b) Pour vérifier que f est dérivable en 0, on cherche la limite de 0
X—

lorsque x tend vers 0.



Corrigé

-Xx
— -1
e, on a S(x)—f(0) _ (1-=x)In(1-x) _ —x—(1-x)In(l-x) .
x—=0 X x(1-x)In(1-x)
En remplagant In(1—x) par son développement limité au numérateur, on trouve :
2 2

o) X (l—x)(—x—x?-i-o(xz)) —x +%+0(x2)

x-0 o x(1—x)In(l—x) 0 x(-x)n(l-x)

2
X
f@-s@ )

En simplifiant, on obtient : =
x—0 0 x(1-x)In(1-x)
2
. o LoX . .
Lorsque x tend vers 0, le numérateur est équivalent a — 5 et le dénominateur est

équivalent a x x 1 x(—x) = —x*. On en conclut que : Lof(o) = % .
x—

S(x)=/(0)

1 .
tend donc vers 5 lorsque x tend vers 0, ce qui prouve que :
x—

fest dérivable en 0 et /7 (0) =

N | —

3) a) La fonction f est dérivable sur ]—o, O[ et sur ]0, 1[ en tant que quotient a
dénominateur non nul de fonctions dérivables sur ces intervalles et on a :

, _ —(=xIn(l-x)+x(=In(0-x)-1)
S (1-x)*(In(1 - x))*
obtient :

. En regroupant les logarithmes, on

In(1—x)+x

vxe]_oo,o[ U ]0, 1[5f’('x) -~ (1 _x)z(ln(l _-x))2 -

b) Posons g(x) = In(1—x) + x. La fonction g est dérivable sur ]-o, 1] eton a :
, -1 -X
§'w 1-x *l l1-x
Sur ]-oo, 1], 1 —x est strictement positif donc g’(x) est du signe de —x.
La fonction g est donc croissante sur |—o, 0] et décroissante sur [0, 1.
Comme g(0) = 0, on en déduit que g a pour maximum 0 en 0, ce qui montre que la
fonction g est négative.

[Vxel-oo, I[, In(1-x) + x <0/




, g(x) ) - -
Comme ' (x) = — , alors 17 (x) est du signe contraire de g(x) sur
e e LG e gx)
]-o0, O] et sur JO, 1[, ceci prouve que f’(x) est strictement positif (puisque g ne
s’annule qu’en 0).
En se souvenant que f”(0) > 0, on a finalement : Vxe]-oo, 1[, f’(x) > 0.

| fest strictement croissante sur ]—oo, 1[.|

—X 1
¢) Onaf(x)= —, donc, au voisinage de —o, f(x) ~ .
) Onaf) = 4 = g SO~ i
Comme lim In(1-x) = +oo, ceci montre que :
X—>—0
lim f(x) =0.
X—>—%0

Par ailleurs, on sait que lim uIn(x) =0~ donc, en posant u = 1 —x, on trouve :

u—0
lim (I1-x)In(1—x) = 0". Comme lim (—x) =—1, on obtient finalement :

x—1 x—1

lizn f(x) = +oo,

x—1

On a le tableau de variation suivant :

X —0 0 1
[ (%) + /2 +
400
1
f
0

4) a) La fonction f est continue sur ]—oo, 1] et strictement croissante, ¢’est donc

une bijection de
]-o0, 1[ vers ]0, +oo[. Ainsi, si n est un entier naturel non nul, donc élément de |0,
+o0], I’équation

f(x) = n posséde une seule solution, notée u,, ¢lément de oo, 1].

De plus, f(0) =1 et f(u,) = n donc f(0) < f(u,) et, par croissance de f, on conclut
que u, = 0.

Ceci prouve que, pour tout entier naturel » non nul, il existe un unique réel u, de
[0, 1 tel que :

f(uy) = n.

Par définition, on a f(u;) = 1 et comme f(0) = 1, on conclut par unicité de u;, que
uy = 0.



Corrigé

b) On a f(u,+1) = n+1 et f(u,) = n donc f(u,+1) > f(un).
Par croissance de £, on conclut que : u,+1 > u,.
Ainsi, la suite (u,) est croissante et, comme elle est majorée par 1, elle est
convergente.
On sait que lim f(x) = +o0, on a donc lim f'(x) = I et, en particulier, lim f'(n)
< X—>+0 n—+w

x—1
=1.
1 g
Comme u, =f (n), on en déduit donc :
lim u,=1.
n—>+00

) G o [+ =22

1) a) L’énoncé rappelle que : VkelN, (Z > k) = (X > k) n (Y > k) et, comme les
variables X et ¥ sont indépendantes, on en déduit :

VkelN, P(Z > k)= P(X> k) P(Y > k).

De plus, les variables aléatoires X et Y suivent toutes deux la loi géométrique de

+00
paramétre p donc : P(X> k) =P(Y> k)= ZQHP .

i=k+1

~+00 +00
En posant j = i—k—1, on obtient : P(X > k) = P(Y > k) = Zc]-’”‘p =q*p Zq«’ ,
=0 =0

d’ou: P(X>k)y=P(Y>k) :q"p% =4~
-9

On pouvait obtenir plus rapidement ce résultat en modélisant la loi de X par un
temps d’attente du premier succes lors d’épreuves indépendantes ou la probabilité
d’obtenir le succes est égale a p. Dés lors, I’événement (X > k) signifie que I’on
n’obtient que des échecs pendant les k premiéres épreuves, ce qui donne le
résultat par indépendance).

On conclut alors :

|VkeIN* P(Z > k) = ¢*]

b) Par définition de “>”, on a: VkeIN* (Z>k)=(Z> k) U (Z=k).
Les événements (Z > k) et (Z = k) étant incompatibles, on en déduit :
VkeIN* P(Z2k)=P(Z>k)+ P(Z=k).
Comme Z est a valeurs entiéres, on a de plus : (Z 2> k) = (Z> k—1) et on peut alors
écrire :VkeIN* P(Z> k—1)=P(Z> k) + P(Z=k).
En conclusion, on a bien :

|VkeIN*, P(Z=k) = P(Z> k-1) - P(Z> k)]

¢) En remplagant P(Z > k) par q2k et P(Z > k—1) par qzk’z, ona:
VkeN% P(Z=k)=¢"7 —¢" =¢"(1-¢") = ()" (1-¢").
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Présentation de 1'épreuve :

» L'épreuve comportait, comme d'habitude, trois exercices et un probléme, ce qui permettait
de juger les candidats sur la presque totalité des connaissances exigées en classe préparatoire.

Le sujet balayait largement le programme des deux années et proposait dans chaque exercice
des questions fines et difficiles qui ont permis aux trés bons candidats de se mettre en valeur.
Les correcteurs ont trouvé le sujet abordable (mis a part I’exercice 2 et la deuxiéme partie du
probléme) et sélectif : les bons et trés bons candidats pouvaient facilement faire la différence,
notamment en traitant les questions techniques de I’exercice 1, I’exercice 2 et surtout le la
deuxiéme partie du probléme, tandis que les candidats de niveau moyen pouvaient tout de
méme tirer leur épingle du jeu en traitant, au moins en partie, les exercices 1 et 3 ainsi que le
début du probléme, ce qui leur permettait de montrer qu’ils avaient travaillé sérieusement les
mathématiques. Quelques correcteurs signalent qu’un nombre non négligeable de candidats
ont eu le temps de traiter I’essentiel.

» L'exercice 1 avait pour objectif d’étudier une fonction de IR dans IR, notée f, puis d’étudier la

suite (u,) définie par f(u,) = n.

» L'exercice 2 se fixait pour but d’étudier des variables aléatoires construites sur une variable

aléatoire géométrique.

» L'exercice 3, ou 1’on considérait une variable aléatoire X de densité f, nulle sur ]-oo, O[,

continue et strictement positive sur [0, +oo[, se proposait de montrer que la fonction g définie
—f(x)In(1-F(x)) si x=0

par g(x) = . est aussi une fonction densité.
0stx<0

* Le probléme, portant sur le programme d’algebre linéaire, étudiait dans sa premiere partie
I’application f qui a toute fonction polynomiale P associe f(P) = P’ — 5P’ + 6P, et, dans sa
deuxiéme partie, ’application g, qui a toute fonction réelle u de classe C” associait la fonction
définie par f(u) =u’’ — Su’ + 6u.



Statistiques :
Pour I’ensemble des 3312 candidats ayant composé, la moyenne (sur 20) obtenue a cette
épreuve est égale a 9,99 et I’écart-type vaut 5,78.

38 % des candidats ont une note strictement inférieure a 8 (43 % d’entre eux ayant une note
inférieure a 4).

21 % des candidats ont une note comprise entre 8 et 12.

18 % des candidats ont une note supérieure ou égale a 16.

Analyse des copies :

Les correcteurs constatent encore une fois que les candidats semblent en majorité s’étre
préparés sérieusement et tous les exercices sont abordés dans presque toutes les copies.

IIs notent que les candidats ont des connaissances mais que la rigueur fait souvent défaut dans
la rédaction de leurs démonstrations (notamment en oubliant de citer les hypotheses
permettant d’appliquer un théoréme ou une propriété du cours).

Il semble que I’écriture négligée ait géné (voire agacé) de nombreux correcteurs, sans parler
de I’orthographe qui est bien loin de s’améliorer. Dans 1’ensemble, on observe une nette
baisse de la qualité de présentation et de rédaction : les futurs candidats doivent y faire
attention sous peine de sanctions.

Les copies sont, pour la plus grande part honnétes (une majorité de candidats précisent
clairement qu’ils admettent le résultat d’une question non traitée), mais les correcteurs ont
constaté (comme d’habitude) que lorsque les résultats sont donnés par 1’énoncé, de trop
nombreux candidats trichent en essayant de faire croire qu’ils ont prouvé le résultat demandé :
qu’ils sachent que ceci est vite repéré et sévérement sanctionné.

Le nombre de copies faibles (note inférieure a 8) est en augmentation de 7 % par rapport a
I’année derniére.

L’exercice 1 montre que beaucoup de candidats maitrisent, et c’est tant mieux, les notions de
base en analyse, bien qu’un nombre non négligeable d’entre eux se trompent en dérivant une
fonction somme toute classique, en établissant des limites pourtant faciles et, bien sir, en
voulant établir la dérivabilité de cette fonction en 0 a I’aide d’un développement limité.

L’exercice 2 a, dans 1’ensemble, été trés mal traité par presque tous les candidats a la grande
surprise des correcteurs qui pensaient que le calcul de P(X > k) lorsque X suit la loi
géométrique de paramétre p devait étre a la portée d’une majorité de candidats, ce qui n’a pas
été le cas.

L’exercice 3, relativement bien réussi, a tout de méme révélé certaines failles séricuses dans
les connaissances de nombreux candidats sur les intégrales impropres.

Le probléme a montré que trop peu de candidats sont capables de manipuler les notions
d’algebre linéaire dans un cadre un peu différent de ce qui se pratique d’habitude.

Voici une liste des quelques fautes, omissions et imprécisions les plus fréquentes (chacune
d’entre elles a été trouvée sur un nombre significatif de copies) commises cette année:



Exo V.

5) a) (x+y)2—4xy:x2+2xy+y2—4xy:x2—2xy+y2:(x—y)220.
On a donc :

‘ (x+y)224xy ‘

(x+)’

Xy
Comme (x +)? > 4xy, en divisant par xy > 0, on obtient : 7(x, y) > 4. De plus I’égalité f(x, x)
=4 prouve que :

b) Onaf(x,y) =

‘ fadmet sur ] 0, +oo[ 2 un minimum global égal a 4 en tous les couples (x, x) ‘

6) La fonction g est bien définie sur ] 0, +oo[ 2 et on a successivement :
V(x,y) €10, +o0[ %, g(x.y) = 2In(x + y) - In(x) - In(y).

2
g(x,y) =In(x +3)’ ~In(xy) = In (x:j) =In (f(x, ).

Comme, pour tout couple (x, y) de ]0, +oo[ 2, on a f(x, y) = 4, on en déduit, par croissance de
la fonction logarithme népérien sur | 0, +oo[, que In (f(x, y)) > In(4).
Pour finir :

| V(x, ) €10, +oo[ %, g(x, ¥) > 2 In(2) |

) =] (o (=372

0
1)u0:H(1+ik):1+1:2.
k=0 2

1

w=TJa+5p =D+ =3

k=0

2 1 1 1 5 15
m=[0+—) =1+ D)1+ =)1+=)=3x > =,
o= [T+ =D s =3 2=

2) a) On sait que up =2 et, pour tout n de N*, u, est le produit de facteurs tous plus grands
que 1, dont le premier vaut 2.
Pour conclure :

VneN , u,>2

Remarque : on pouvait aussi établir ce résultat par récurrence.

n+l 1
b) Pour tout entier naturel 7, on a v, = H (1+ 7) .
k=0 2
En mettant de coté le facteur correspondant a k=n+ 1, on obtient :

1 1

e )ll[(1+2ik) =(1+—)u,.
k=0

U1 = (1 + Sl

s 1 1
On en déduit que : u,,, —u, = —7 Un- Comme —— >0 et comme u, 22>0,0na:
2 2

Upyy = Uy > 0.



La suite (u, ) est croissante

3) a) On pose, pour tout réel x strictement supérieur a —1, g(x) =In (1 +x) —x.
La fonction g est définie et dérivable sur |—1, o[ etona:

Onadonc: g'(x)>0sur]-1,0[et g'(x) <O sur]0,+oo].
La fonction g admet donc un maximum global en 0 et ce maximum vaut g(0) = 0.

Ceci prouve que , pour tout x supérieur strictement a—1, ona : g(x) <0.
On a donc bien :

| Vxe]-1,+o[, In(l +x) <x |

b) Comme u,, = H(1+ik) >0,ona:lnu,= Zln(l"'ik)'
=0 2 k=0 2
N . o 1 | T 21
D’apres la question précédente, In(1+—-) < —-, d’ou : Inu, < Z—
2 2

2" .
. 1_(l)n+]
Comme — #1,0na:Inu,<
2 1
1——
2

1 C .
On en conclut alors que : Inu, <2( 1- (f)"+1 ), ce qui démontre, en majorant encore un peu
2

que :

| VneN, Inu, <2

4) Par croissance de la fonction exponentielle, on a : u, < e >. Ceci prouve que la suite (u,) est
majorée. Comme de plus, elle est croissante, on en déduit que :

| La suite (u,) converge

Comme 2 < u, < e?, on a, aprés passage a la limite : 2 < ( <e”.

5) a) On sait que la suite (,) converge vers un réel ( strictement positif, donc par continuité
de la fonction logarithme népérien en (, on en conclut que la suite (In(u,)) converge vers
In( ().

z 1
Pour tout entier naturel #, on a : In(u,) = Z In(1+ —) donc en passant a la limite :
k=0 2

400 1
lim In(u,) = —).
lim In(u,) k;m(n 2k)
Comme la fonction "In" est continue, on sait que : In( lim u,) = lim In(u,).
n—>+o0 n—>+w

Ceci s’écrit :

In(0)= fln(hrik)
k=0 2




b) Ona: In(-—)=In(¢) ~ In() = S-ln(1+—) — S+,
u, k=0 2 k=0 2

On obtient donc :

) +o0
vneN,ln(i): > 1n(1+ik)
u k=n+1 2

n

¢) Comme In( 1+ Lk) >0, on a tout de suite : Vne N ,ln(i) > (0 (somme de termes
2

n

.\ 1 1
positifs). D’autre part, In(1 + —k) <— donc :
2 2

f: 1 i‘i‘ 1
Inl1+—) < —.
k=n+1 2k Ptk
1 &1 1 1 1 .
Comme -1 < — <1,ona: ZT: o X = — . Au final, on a bien :
2 k:n+12 2n+ 1_1 2n
2
‘v’neN,OSln(i)S 1
u, 2"

d) En appliquant la fonction exponentielle, croissante sur R, a I’encadrement précédent,

1

. { o
onobtient: Vne N, 1< — < e?" .

ui’l

1
“sou
En inversant (tout est strictement positif), on trouve : e 2° < 7” <1.

L

En multipliant les trois membres par —( <0,ona:—-(<-u, 6 <-(e 2
Enfin, en ajoutant £, on a bien :

T
VneN,0< (—u, < ((1=¢ )

e) Onpose: h(x)=e “+x—1.
La fonction / est définie et dérivable sur R etona: A’ (x)=—e ™ + 1.
x>0 1> 0>xox>0.
Onadonc: A'(x)>0sur 0, +o[ et 4’ (x) <0 sur]—o, 0.
La fonction # admet donc un minimum global en 0 et ce minimum vaut 4(0) = 0.
Ceci prouve que, pour tout réel x, on a : A(x) > 0.
Cecis’écrit: e “+x—12>0, et on a bien :

VxeR,1-e™<x ‘

Remarque : on pouvait citer la convexité de la fonction exponentielle qui garantit que : Vu
eR,e">1+u, puis poser u = —x.



1
. C - .
D’aprés ce qui précéde, on peut éerire : 1-¢ 2 < — -
2
1

En multipliant par ¢ > 0, on obtient : ( (1 —e 2 )< 2% Avec le résultat de la question 5¢),

on a finalement :

VneN,OSK—unﬁzin

Comme la série de terme général — est convergente (c’est une série géométrique de raison
2

5 ¢lément de |1, 1]), le critére de comparaison pour les séries a termes positifs permet de

conclure :

‘ La série de terme général ({ —u,) converge

L) = o [ =3

1) a) La fonction fest bien définie sur R (elle coincide avec la fonction nulle sur ]-1, 1] et
elle est bien définie sur -0, —1] U [1, +oo[ en tant que quotient dont le dénominateur ne
s’annule pas).

e [’ensemble de définition de f'est donc bien centré en 0.

e Pour tout réel x de ]-1, 1[, —x € ]-1, 1] donc on a f(—x) = 0 = f(x).

e Pour tout réel x de ]—o0, —1] U [1, +oo[, —x € ]-o0, 1] U [1, +oo] eton a :

Conclusion :

‘ La fonction f'est paire ‘

b) e La fonction f'est bien définie sur |—o, —1] et sur [1, +oo[ comme fraction rationnelle
de dénominateur strictement positif, f'est donc positive sur ces deux intervalles. Comme de
plus, elle est nulle sur |1, 1, alors fest positive.

e La restriction de f'est continue sur |—oo, —1] et sur [1, +oo[ en tant que fraction rationnelle
bien définie. De plus, la restriction de f'est nulle sur ]-1,1[, donc continue sur |-1, 1.

La fonction f'est donc continue sur R, sauf peut-étre en —1 et en 1.

e Pour tout réel A supérieur ou égalal :

A4
4 Y LA I L
s =] 2 [2x}1 )

Comme Ahm — =0, on en conclut, par définition d’une intégrale convergente, que
>+ g

+oo 1
L ﬂmw=5.



Concours EDHEC 2010
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Option économique

Présentation de 1'épreuve :

» L'épreuve comportait, comme d'habitude, trois exercices et un probléme, ce qui permettait
de juger les candidats sur une partie conséquente du programme des classes préparatoires.

Le sujet balayait largement le programme en donnant une place importante aux probabilités
(premier exercice et probleme).

La diversité des themes abordés a permis a tous les candidats de s’exprimer et de montrer
leurs compétences, ne serait-ce que sur une partie du programme. Dans l'ensemble, les
correcteurs ont trouvé ce sujet sélectif, d’'un niveau abordable, mais laissant encore plus
d’initiative aux candidats que par le passé. Il a permis de bien apprécier les connaissances et
les capacités a raisonner des candidats, ce qui est le premier but d’un texte de concours.

* L'exercice 1 proposait 1’étude d’une fonction de 2 variables réelles dont 1’étude locale en les
points critiques ne permettait pas de conclure a la présence d’un extremum, mais pour
laquelle I’utilisation d’une inégalité relativement ¢lémentaire a établir garantissait la présence
d’un minimum global.

* L'exercice 2 étudiait une suite (#,) définie comme un produit, puis proposait de montrer la
convergence de la série de terme général ¢ — u,, ou ¢/ désigne la limite de la suite (u,).

* L'exercice 3 avait pour but de déterminer la loi de la variable aléatoire ¥ = In| X |, ou X était
une variable aléatoire suivant une loi donnée par 1’énoncé, de support ]—oo, —1] U [1, +oo].
Une simulation informatique de la loi exponentielle de paramétre 1 était proposée en fin
d’exercice (cette loi était bien sir celle qu’il fallait trouver pour Y).

* Le probléme, portant sur le programme d’algebre linéaire et de probabilités, avait pour
objectif d’étudier une suite de variables aléatoires discretes attachée a une suite d’expériences
aléatoires pour lesquelles une simulation informatique était proposée.

Statistiques :
Pour I’ensemble des 3482 candidats ayant composé, la moyenne obtenue a cette épreuve est
égale a 10,38 sur 20 et ’écart type vaut 5,15.



36 % des candidats ont une note strictement inférieure a 8 (dont presque un tiers ont une note
inférieure a 4). Le nombre de copies trés faibles (note inférieure a 4) est en diminution de 5 %
par rapport a I’année derniére.

26 % des candidats ont une note comprise entre § et 12.

17 % des candidats ont une note supérieure ou égale a 16.

Analyse des copies :

L’exercice 1 a révélé que peu de candidats sont vraiment bien préparés aux notions du
programme vues vers la fin de 1’année, mais aussi que certains (trop) ne connaissent pas les
notions élémentaires de calcul vues au collége. ..

L’exercice 2 a révélé qu’en analyse, les candidats savent, en majorité, traiter les questions
classiques, mais sont capables de commettre des fautes inattendues : fautes de calcul sur les
fractions, justifications maladroites ou complétement fausses d’inégalités classiques (comme
In(1 +x) < x pour tout x plus grand que —1).

L’exercice 3, montre que beaucoup de candidats maitrisent mal 1’étude d’une variable a
densité fonction d’une autre, notamment en ne s’intéressant pas a son support en tout premier,
ce qui donne lieu a des discussions peu rigoureuses pour conclure.

Le probléme a, en ce qui concerne sa partie d’algebre linéaire, été correctement traité mais on
sent que certains candidats ont des habitudes (appliquant des recettes) et que si on les oblige a
travailler sur un schéma différent de celui qu’ils connaissent, ils se perdent.
La partie probabilités laisse encore plus perplexe : peu de candidats ont réellement su analyser
correctement la description de 1’expérience aléatoire qui leur était proposée.

Les copies sont en grande majorité honnétes, les candidats précisant clairement qu’ils
admettent le résultat d’une question non traitée.

Cela dit, il faut noter cette année encore que certaines copies sont mal présentées : résultats
mal mis en valeur (ni encadrés, ni méme soulignés), numérotation des questions non
respectée, etc.

Comme I’année derniére, les correcteurs ont constaté que lorsque les résultats sont donnés par
I’énoncé, certains candidats sont préts a tout pour faire croire qu’ils ont prouvé le résultat
demand¢ : qu’ils sachent que ceci est sanctionné trés séveérement et qu’aucun correcteur n’est
dupe.

Certains correcteurs demandent donc s’il est possible d’établir un malus qui serait attribué
aux copies mal présentées et/ou malhonnétes : la question est a 1’étude.

Voici une liste des quelques fautes, omissions et imprécisions les plus fréquentes (chacune
d’entre elles ayant été trouvée sur un nombre significatif de copies) commises cette année :

Exercice 1
L 22
* Il est faux d’écrire que, comme x~ =y~ , alorsona: x=y.

« Il n’est pas question de justifier la classe C* d’une fonction de deux variables en citant les

L 1 . o .
applications x > — ety l Dans le cas présent, il fallait citer (x, y) l+l, et si
X y x oy

. . , . e 2
possible, sans omettre de signaler que les dénominateurs sont différents de 0 sur ]0,4o0[ " .



¢ Une définition mal comprise : I’inégalité « V(x,y) e]O,+oo[2, f(x,y)=4 » ne prouve pas
que la fonction f'posséde un minimum global égal a 4 sur ]O,+oo[2, mais seulement que 4 est

un minorant de f'sur ]0,+oo[2 .
« Le scandale : trop de candidats ne savent pas montrer que : V(x,y) €R?, (x+y)? > 4xy.

Exercice 2.
* [l n’est vraiment pas bien d’écrire qu’une suite bornée converge toujours. ..

* Presque tous les candidats semblent ignorer qu’un majorant ne doit pas dépendre de la
. 1 . .
variable : ayant obtenu In(u,) < 2 — —, on ne peut pas qualifier le membre de droite de
27!

majorant de In(u,,).

r u .
* Une faute assez fréquente : ayant obtenu u,+] — u, = ﬁ, de nombreux candidats n’ont pas
2

cité la positivité de u, pour déduire la croissance de la suite (u,).

* La majorité des candidats passent a la limite avant d’avoir établi la convergence des suites
en jeu.

* L’horreur : pour certains candidats, le logarithme d’un produit est égal au produit des
logarithmes !

Exercice 3

« Il n’est vraiment pas bien de manipuler des intégrales impropres avant d’en avoir établi la
convergence.

« Il n’est pas correct de citer I’imparit¢é de la fonction ?+>¢f(t) pour affirmer que

+00 . . 7 r 3 :
j tf (¢t)dt =0. Dans le cas présent, cette derniére intégrale était divergente.
—o0

« Il est impardonnable d’enchainer ce qui suit : x <0 donc —x <0 donc e * < 1 donc 1 —e™* <0.
Seul le deuxiéme “’donc” est correct !

+00 A
* Il faut éviter d’écrire 1’égalité suivante : j ] f(t)dt = L f(¢)dt, méme en ajoutant ensuite

« lorsque A4 tend vers +oo ».

Probleme

* Trop de candidats oublient, aprés avoir trouvé Ker f = Vect(e, — e3), de préciser que le
vecteur e; —e3 est non nul afin de conclure que (e>— e3) est une base de Kerf.

* [1 faut absolument éviter de procéder a des opérations élémentaires sur les colonnes d’une
matrice, ce n’est pas au programme.

* Le must que I’on s’attend toujours a voir, et que 1’on a vu sur un certain nombre de copies :
trouver dim Ker f= 4 et dim Im/ = 5, alors que f désigne un endomorphisme de R, ce qui
prouve la confusion qui régne dans I’esprit de certains candidats.

Conclusion :

Le niveau moyen semble en hausse par rapport a I’année derniére, il y a beaucoup moins de
copies tres faibles ("seulement" 82 copies ont moins de 2 sur 20).

Rappelons, comme d’habitude, que 1’honnéteté, la simplicité, la précision et la rigueur sont
des vertus attendues par tous les correcteurs sans exception, et qu'une bonne réponse est
toujours une réponse construite rigourcusement.



Exercice 4

Soit f(z) = (gcfl)“”‘l - (T

x
1. Déterminer ’ensemble de définition =/ de la fonction f.

On a
f(:c):exp{(x—1)1n<xil>}—exp{(x—&-l)ln(l‘;rl)},
donc
(f(x)déﬁnie) = <%>0 et ITH>0)
< (z€]-00;0[U]L;+o0] et z€]—o0;—1[U]0;+o0[)
= (v €]-o0;—1[U]1;+00[),
donc

2 :]foo;fl[u]l;+oo[.|

2. Montrer que [ est impaire sur &/ .

L’ensemble de définition &7 est centré en 0. De plus, pour tout z € &7, on a
o\ —a—1 —p 1\ -zl
(=) -(=)
T —x—1 T — 1 —x+1
- 1) ()
r+1 x+1 T z—1
( T ) B (m — 1)

—f(x),

f(==)

donc

| [ est impaire sur & . |

3. Prolonger f par continuité aux points 1 et —1.

On a
e G L e e R )}

=p(z) =1(x)

Le second terme ne conduit pas & une forme indéterminée lorsque z tend vers 1 et 'on a

lim o(z) =2 = 4.

r—1t

Pour le premier terme, on pose x = 1 + h avec h — 0T de sorte que

1+h
p(14+h) =exp {hln ( W )} =exp{hIn(l +h) — hlnh}.
Or limy, g+ hIn(1+h) =0 et limy_,o+ hlnh = 0 d’apres le critére des croissances comparées,
donc
li 1+h)=e" =1
Jim o(1+h) =e

1l s’ensuit que
lim f(z)=1-4=-3.

r—1t
Comme f est impaire, on a
lim f(z) = 3.
—1-

x

En définitive,

|f se prolonge par continuité en 1 et —1 en posant f(1) = —3 et f(—1) = 3. |

Exo VI.



