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Exo 1.

Partie Ill
2x
On consideére la fonction G définie sur R, par G(x) = J f(t)dt.

X
1. Justifier que G est bien définie sur R,. Montrer que G est de classe C! sur R, puis calculer G’.
2. Montrer: Vxe R}, (1-¢¥)In2 < G(x) <In2. En déduire la limite de G(x) lorsque x tend vers +co.
3. Montrer que G réalise une bijection de R, sur un intervalle | a déterminer.

4. Déterminer I'ensemble K des points en lesquels G™! est dérivable.

Probléme 2 — Ce probléme est composé de deux parties totalement indépendantes.
On se propose de modéliser la participation d’une équipe a deux épreuves du jeu « fort Boyard ».
Dans toute le probléme, N désigne un entier naturel non nul.

Partie |

Dans la premiére épreuve du jeu, une candidate est dans une salle ol sont disposées (N + 1) jarres opaques
numérotées de 0 a N. Pour k € [0, n]), la jarre numéro k contient k clés et (N — k) scorpions.

L’équipe effectue N lancers indépendants d’une piece donnant « pile » avec probabilité p € [0,1]. La candidate
pioche ensuite au hasard un objet dans la jarre dont le numéro correspond au nombre de « piles » obtenus. Par
exemple, si on a obtenu quatre « piles » au cours de ces N lancers, la candidate pioche dans la jarre n° 4.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de « piles » obtenus lors des N lancers et Y la
variable aléatoire qui vaut 1 si la candidate pioche une clé et 0 si elle pioche un scorpion.

1. @) Reconnaitre la loi de probabilité de la variable aléatoire X. Donner 'espérance E(X) et la variance V(X).
b) En utilisant la formule de Koenig-Huygens, calculer la valeur de E(X?).

k
2. a) Justifier que, pour tout k € [0,N], Px-p(Y =1)= N
E(X
b) En déduire, en utilisant le systeme complet d’événements ([X = k])kefo,np, que P(Y =1) = %

¢) Donner la loi de Y et son espérance.

N
3. On admet que lespérance de XY est donnée par E(XY)= Y kP(X=kNnY =1).
k=1

E(X?)

a) En utilisant la formule précédente montrer que E(XY) =
b) En déduire la valeur de la quantité E(XY)— E(X)E(Y) en fonction du parametre p.
Partie Il

Dans la seconde épreuve, trois gobelets opaques sont disposés sur un tonneau servant de table de jeu. Deux
petites clés sont cachées sous deux des gobelets. Le candidat effectue une série de N essais. A chaque essai, il
choisit I'un des trois gobelets au hasard. Si le gobelet est vide, on mélange a nouveau les gobelets. Si le gobelet
choisi dissimule une clé, le candidat remporte la clé : celle-ci est enlevée de la table de jeu et on mélange a
nouveau les gobelets.

Pour tout n € [1,N]], on note Y, la variable aléatoire égale au nombre de clés encore présentes sur la table de
jeu a l'issue du ne tirage (on convient que Y, = 2).

On notera pour tout k € [1,N] I'événements Cy : « Lors du k¢ essai le gobelet choisi dissimule une clé. »

1. Donner la loi de probabilité de Y.

2. Quelles sont les valeurs possibles de Y, dans le cas ou 1 est supérieur ou égala 2?

3. Calculer pour tout entier n € [1,N], P(Y, = 2).

4. On pose pour n€[[1,N], u, =P(Y,=1).

2
a) Rappeler la valeur de u; et montrer que u; = 3

2 2
b) A l'aide du systeme complet d’événements lié a la variable Y,,, montrer: Vn e [2,N—1], u,y1 = Funt FTISE
2 2
c) En déduire:VYne[[2,N], u, = Z(g)n ~ 3 Cette relation reste-t-elle valable lorsque n =17

d) Déduire des résultats précédents P(Y, = 0) pour tout n € [1,N].
5. Pour tout entier n € [1,N]), calculer I'espérance de Y.
6. On note Z la variable aléatoire égale au numéro de l'essai « éliminant » la derniere clé de la table de jeu (on
convient que Z vaut N + 1 s’il reste encore au moins une clé sur la table a I'issu des N essais).
a) Donner Z(Q).
b) Soit k € [[2, N]. Exprimer I’événement [Z = k] en fonction des variables Y et Y;_;.
¢) En déduire la loi de Z.
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Exo II.

(c) En déduire les expressions de a, et b, en fonction de n.

Exercice 4. Quelques limites matricielles.
Partie 1.
On rappelle que :

N N
. Su Son

ak Ok . : k=1 k=1

Z (Ck dk) est la matrice N i
e Y

k=1 k=1

et on désigne par I la matrice ((1] (1)> .

Pour tout réel non nul ¢, on pose

1 t
a=(4 4.
t 7% 1

(1) A quelle condition sur s et ¢, I'égalité A, A, = AgA; est-elle vérifiée ?
(2) Caleuler (A4; + Ay)?
N (8 _ t)2n

2n _ (_
(3) Montrer que (4; + A;)*" = (—1) 0"

2.

(4) On dit qu’une suite de matrices (a" Z") converge vers une matrice (Z Z) lorsque
n

Cn

lima, =a, limb, =05, lime, =c¢, limd, =d

. Gp bn _ a b
et on note alors : lim (Cn dn) = (c d>A

On pose pour tout entier n € N*|

Etudier lim M,.
n—-+o00

(5) On pose pour tout entier n € N*,

P, = Z(Ak + Ak+1)2.
k=1

Etudier lim P,.
n——+oo

Partie 2.

Pour tout réel non nul ¢, on pose

cost —sint
B = (sint cost ) et Cr = (

Dans cette partie, on s’intéresse a la limite lim (C,)".
n——4o0o

Q=
ol

=l

v

(6) Montrer que pour tout t € R* et tout n € N*, (B;)™ = B,;. On pourra procéder par récurrence sur n.
(7) Soit n € N*. Justifier 'existence d’un réel 6,, € [0, 27| vérifiant

cos(f,) = _ et sin(6,) a4

I+ (9)2 ny/T+(2)%
On pourra considérer le nombre complexe 1 + ;.
n

(8) Exprimer alors C,, en fonction de /1 + (2)2 et By,.

(9) Exprimer alors (C},)™ en indiquant ses coefficients en fonction de a,n et 6,.

On la donnera sous la forme () in(un)
n cos(uy) — sin(u,
(Cn)" = An (sin(un) cos(uy,) )



n
2

2
(10) On s’intéresse dans cette question a la limite : lim (l + (ﬁ) )
n—-+oo n

In(1+ u)

(a) Rappeler la limite lim
u—0 U

n

2\ 2
(b) Utiliser la limite précédente pour déterminer lim (1 + (E) ) .
n——+oo n
(11) On s’intéresse dans cette question a la limite : lim n#,,.
n—-+oo

T
5

(b) A Taide de ses variations, étudier le signe de la fonction définie sur ]0, T { par g(z) = sin(z) — x cos(z).

(a) Soit n € N. Montrer que 0 < 6,, <

(c) En étudiant la fonction définie définie sur ]0, g[ par f(z) =

)

,L, montrer que pour tout x € ](J7 T [
sin(z) 2

sin(z) <z < —sin(z).

SE

(d) En déduire lim 6,.
n—-+oo

sin(u
(e) En utilisant la limite lim ( ), déterminer lim n#b,.
u—0 n——+oo

u
(12) En déduire la limite lim (C,)"
n—

+oo



Exo III.

Mathématique ECS 1
17 décembre 2014

Concours blanc 1. Epreuve b.

Veillez a bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points. Malus de 2 points pour les copies mal rédigées. La durée de ’épreuve est de 4 heures. Aucune
sortie avant la fin de I’épreuve. Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte quatre exercices indépendants.

Exercice 1. Dans cet exercice, on admettra le résultat suivant :

Proposition. Soit (u,),ecy une suite de nombres réels.
Si les suites (u2n)nen €t (U2nt1)nen convergent vers une méme limite ¢
alors la suite (u,)nen converge vers /.

1 D
T
On considére pour tout p € N, les intégrales I, = / dx.

o 1+a?

(1) Cette question a pour objet le calcul de Iy. Soit g la fonction définie sur R par

o1
) = ——dt.
g(x) /0 T

(a) Justifier la dérivabilité de g sur R et donnez 'expression de ¢'(z).

(b) Soit A la fonction définie sur R par h(z) = g(z) + g(—x).
Montrer que h est une fonction constante que l'on précisera. Qu’en déduisez vous sur la fonction g ?

(c) Soit maintenant la fonction f définie sur | — %, 5[ par f(zr) = g(tanz). Justifier la dérivabilité de f et montrer que
f’ est une fonction constante a préciser. En déduire une expression simple pour f(z).

(d) Déterminer la valeur de I.

(2) Relation de récurrence.

(a) Calculer I;.

(b) Calculer I, 4+ I,42 en fonction de p.

(c) En déduire I et I5.

n
-1 k+1
(3) Pour tout entier n > 1, on considére la suite (un)nen définie par u, = (7)
k=1
On pose pour n € N* s, = ug, et t,, = ugpt1-
(a) Calculer sy, so, s3, 1,2, t3.
(b) Calculer s,4+1 — Sy, €t tp+1 — t,, en fonction de n, et montrer que les suites (s, )nen= et (tn)nen sont adjacentes.
(c) En déduire que la suite (uy,)nen+ converge.
N
(4) En utilisant le résultat admis en début d’énoncé, montrer que la suite définie par v,, = Z Sh—1
k=1

pour tout n € N*,

est convergente.
(5) Etablir, pour tout entier ¢ > 1, les égalités suivantes :
(a) ug+2(—1)%Izq41 =In2
(b) v+ (~1)hey = 5
(6) Déterminer les limites des suites (Ip)pen, (Un)nen €t (Un)nen.

(7) A laide d’une intégration par parties, déterminer lim pI,.
p—r+oo
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Exo II.

L — Ofe. —2— —
In(n+1) n—+eo In(n+1) n—+e
In(n+1) In(n(1+%)) Inn+In(l+4) . In(1+1)

(On a méme u, ~In(n), ceci car In(n+1) ~Inn; en effet U o = o =1+ o n:)ml)

Par encadrement il vient donc 1 — 1 etdonc u, ~In(n+1).

Partie lll

2x
On consideére la fonction G définie sur R, par G(x) = f(t)de.
X

1.

2x
Pour x € R}, on sait que f est continue sur [x,2x] donc f(t)dt est bien définie.
X

f étant continue sur R, on peut a bon droit en considérer une primitive F sur R,.

Par définition de l'intégrale, on a alors, pour tout x € R, G(x) = [F(t)]>* = F(2x) — F(x).

Aussi sait-on que F est de classe C! sur R, (en tant que primitive d’une fonction continue) de sorte que par composition

puis différence, la fonction G est elle méme de classe Clsur R,.

Par la propriété de dérivation des fonctions composées, on a donc, pour tout x € R,, G’(x) = 2F’(2x)— F’(x) = 2f (2x)— f (x).
1—e 2% 1o X_p

Ainsi, si x>0 on a donc G'(x) =2 P P ” .Pour x=0,0na G’(0) =2f(0)— f(0) =1.

’ o1 1
. Soit x€R%. On a, pour tout f € [x,2x],0< ¢ <e¥doncl1>1-e'>1-¢e"et n >f(t)=(1 —e"‘)?.

1 N
Par croissance de 'intégrale (et puisque x < 2x), J n dt > G(x) > (1 - e‘*)J‘ n dt.
X X
On adonc [Int]2* > G(x) > (1—e ) [Int]2%, i.e. (In(2x)=Inx) > G(x) > (1—e*)(In(2x)~Inx) et donc In 2 > G(x) > (1—e*)In 2.

X
Puisque 1 —¢™ — 2, on en déduit par encadrement que G(x) — In2.
X—+00 X—+00

2x

. On applique le théoreme de la bijection :

+ On sait que G est continue (car de classe C!) sur R,.

e X e—Zx 1—e¢X
e Pour x€R}, ona G’(x) = " =e > 0. Ainsi G est strictement croissante sur R,.
: 0
* Aux bornes de [0,+o0[, on a G(0) = j f(t)dt=0et lim G(x)=In2.
0 X—+00

Le théoreme de la bijection assure que G réalise une bijection de R, sur J = [G(0), lirP G(x)[=1[0,In2].
X—+00

. Vu que G est dérivable sur R,, pour tout point y = G(x) € ], on sait d’aprés le cours que G™! est dérivable en v si et

seulement G’(x) = 0. Or pour tout x € R,, on a G’(x) > 0. Par conséquent G~! est dérivable sur J entier.

Probléme 2 — Partie |

.a) X compte le nombre de piles obtenus au cours de N lancers indépendants. La probabilité d’obtenir pile a chaque lancer

étant p. Ainsi X < B(N, p) et, selon le cours, E(X) = Np et V(X) =Np(1 -p).
b) D’apres la formule de Koenig-Huygens, V(X) = E(X?) - E(X)? donc E(X?) = V(X) + E(X)?> = Np(1 —p) + N?p? =
Np(l-p+Np).

.a) Sachant [X = k], la candidate pioche dans 'urne k qui contient k clés et N —k scorpions. On est en situation d’équipro-

k
babilité donc , Pix_¢)(Y =1) = —.
n
b) Le systeme complet d’événements ([X = k])xe[o,n] est formé d’événements de probabilités non nulles.

N N N
Par la formule des probabilités totales, ona P(Y = 1) = } Px_)(Y = 1)P(X =k)= } k (X=k)= ks Y kP(X =k)=
k=0

—P
k=0 N N>

%E(X) (ceci car X(Q) =[0,N])

c) Ona Y(Q)={0,1} et, d’apres la question précédente (et la valeur de E(X)),ona P(Y =1)= —— =
Donc Y < B(p) et E(Y) =p.

.a) En utilisant la formule de I’énoncé, on a

n N N
E(XY)= L kP(X=kNY =1)= ¥ kPyy(Y = DP(X =K = T ko P(X =k = = ¥ K2P(X = k) = - ¥ K2P(X = k).
k=1 k=1 k=1 N N5 N>

E(X?)

On reconnait la formule donnant le moment d’ordre deux de X, qui donne donc E(XY) = N

b) Utilisant la question précédente et les valeurs trouvées pour E(X?) et E(Y) on obtient
E(XY)=E(X)E(Y)=p(1=p+Np)=Npxp=p(l-p).
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Partie Il

1. ATissue du premier essai il reste une ou deux clés sur le tonneau (suivant que le gobelet choisi ait ou non dissimulé une
clé) : Y(Q)={1,2}. De plus :
* [Y =1]=C et, par équiprobabilité, P(Y =1) = P(Cy) = %
 Deméme, P(Y =2)=P(Cy)=1.
2. Si au moins deux essai ont été effectués, il est possible d’avoir obtenu deux, une ou aucune clé. Ainsi, pour n > 2,
Y,(QQ)={0,1,2}.
3. [V, = 2] signifie que l'on n’a obtenu de clé & aucun des n essais : [V, =2]=C;NCaN---NC,.
Par 1ajormu1e des probabilités composées : P(X,, = Z)j P(Cl)l’a(CQ) X e X Pﬁmmmf,,,l(cn)' _
Or P(Cy) = % De plus, pour k € [2,n]], sachant C;N...Cy_y, il y a encore deux clés sur le tonneau donc P nenc (Cy) = %
On a donc P(Y, =2) = ().
4.a) Onavuenl.queu; =P(Y, =1)= %
[Y, = 1] signifie qu’une seule clé a été obtenue au cours des deux premiers essais : [V = 1]=(C; N C,)U(C, N C,), il
s’agit d'une réunion de deux événements incompatibles donc :
P(Y =2)=P(C,NC,)+P(C;NCy) = P(C1)Fe, (C2) + P(C1)PE, (C2) = 22+33=5=14
(P, (Cy) = % car sachant C; il y deux gobelets vides sur les trois au deuxiéme essai).
b) Pour ne€[[2,N —1]], on sait que ([Y,, = 0],[Y, = 1],[Y, = 2]) est un systeme complet d’événements de probabilités non
nulles. Ainsi, par la formule des probabilités totales :
Uper = P(Yp1 =1)= P[)’V,:O](YnJrl =1)P(Y, = 0)+P[Y,,:1](Yn+l =1)P(Y, = 1)+p[Y,,:2](Yn+l =1)P(Y, =2).
Aussi, au n + 1¢ tirage :
¢ Sachant [Y, = 0], il n’y a plus de clé sur la table donc Py, —)(Yy1 =1) = 0.
 Sachant [Y, = 1], il y a une seule clé sur la table et [Y,,; = 1] est réalisé si on choisi I'un des deux gobelet vides (sur
les trois) donc Py, —1}(Yy41 = 1) = %
* Sachant [Y,, = 2], il y a deux clés sur la table [Y,,; = 1] est réalisé si on choisi I’'un des deux gobelet qui contient
une clé donc Py, —5)(Ypy =1)=§

2
5
, 2 2 21 2 2
Par conséquent u,,; =0+ EP(Y,7 =1)+ §P(YW =2)= FUnt 33, =gkt Frrse
2 2

c) Par récurrence (finie) sur n, montrons : Vn € [2,N]), u, = 2(5 ! 30

2 2\2 2 8§ 2 6 2

. Pourn:2,0navuqueuzzgetonaZ(g) —?:5—5:5:5.

3n
2 2 2 2\n+l 2 2 2 2\n+l 2 , .
Alors u, 1 = gun+w = 5(5) ~250 +3»1T = 5(5) —W,ce que l'on voulait.
2\n 2
On adonc Vne[2,N], u,,:Z(g) ~ 3
Lorsque n =1, 0on a vu que u —Eet 2(£)l—i—é—z—zdonc la relation est encore vraie
quen== e =33/ 731737373 '
d) Pour n>2,Y,(Q)=1{0,1,2}, donc on sait par le cours que P(Y, =0)+P(Y,=1)+P(Y,=2)=1dou
. 2\n 2 1 2\ 1
P(},,:O):l—P(Y,,:1)—P(Yn:2):1—(2(5) —3”)—3n—12—2(31) + o
1
La formule obtenue est encore vraie pour n =1 puisque 1 - 2(5) + 3= 0=P(Y; =0).

5. OnaE(Y,)=0xP(Y,=0)+1xP(Y,=1)+2xP(Y, =2) (formule qui est aussi vraie pour n = 1).
. 1 2\n 2 2 2\n
Ainsi E(Y,) = uy +2% 5 :2(5) ~3ta :2(5) .
6.a) Au plus tot, la derniere clé peut étre obtenue au deuxiéme essai. Au plus tard, il reste encore au moins une clé sur la
table a I'issue des N essais. Par suite Z(Q) =[[2,N + 1]
b) Soit k € [2,N]. [Z = k] signifie qu’il n’y a plus de clé sur la table apres le k¢ essai et qu’il n’en restait qu’une apres le
k—1¢:[Z=k]=[Yi =1]N[Yr=0]
i i 1 1f 2\k1 2 2k—2
€) Pour k & [[2,N]}, on a P(Z =K) = P(Vi = )Py, ,1)(Yie = 0) = 1 Py, =1)(Ce) = 1 x5 = 3(z(g) - 3k—71) -
[Z = N +1] signifie qu’il reste au moins une clé sur la table a I'issue du N¢ essai donc [Z =N +1]=[Yy =0] et

P(Z:N+1):1—(1—2(§)N+3%):2(§)N_3%
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Exo III.

(a) Montrer que, pour tout entier n, u,+; = —3u, — 1.

Pour tout entier naturel n,
(=1)" g1 +3(=1)"bn
(=1)"*(an +20,) +3(=1)"by
( 1)n+1(3bn (7 ) ) + 3(7 )nbn
Bha((—1)"™ + (1)) + (-1
=—1.

Un+1 + 3’Um

1
(b) On pose, pour tout entier n, v, = u, + T Montrer que la suite (v,,) est une suite géométrique et on exprimera

v, en fonction de n.
Pour tout entier naturel n,

1 1 3 1
n = Un - = - 71,71 - = —9Up — &7 = — 20 n
Upt1 = U +1+4 3u +4 3u 1 3(11 +4>

donc la suite (v,,) est géométrique et

Up = (—3)””[}0 = (—3)" (b[) + Z

(c) En déduire les expressions de a,, et b, en fonction de n.
On a donc : pour tout entier naturel n,

by = (=)™ = (—1)" (vn - i) " <(j’)" - %) I *A(:l)"

3" +3(=1)"
n = by + (-1)" = ————+(-1)" = #

et

Exercice 4. Quelques limites matricielles.

Partie 1.

On rappelle que :
N
N Z
ak bk 1 matrice | A=
E est la matrice N
=1\ i } :
k=1

&MZ&MZ

et on désigne par I la matrice ((1) (1)> .

Pour tout réel non nul ¢, on pose
1 t
At == ( 1 ) .
-1

(1) A quelle condition sur s et ¢, I'égalité A, A; = AsA; est-elle vérifiée ?

D’une part
1 t 1 s — 1 s—t
= (G 4) (G 2)=(0nh 10
o\t -y -1t 1-1%
et
1 s 1 t -3 t—s
e ()0 4 ( )
’ -5 1\ -1 —st+ti I-g
t s
t
donc A;A; = A A, si et seulement si —%—0—% = —%-ﬁ-% c’est a dire si et seulement si t = s.
s—1 = t—s
4



(2) Calculer (A, + A,)?
0

2 (s+1)°
2 2 s+E\" _ (44
(A + A5)° = (_% _1 9 = 4 (s+t)*

s st

2 12
Or4— (s+) =— (s %) donc
st st 9
(At +A5)2 — 7%]?

s—t 2n
(3) Montrer que (A; + A4)?" = (_1)n%
S n
2
De égalite (A; + A,)? = — (s tt)
s

Is.

15, il vient

o= (S5 ) = o

. . . b .
(4) On dit qu’une suite de matrices (Z" d") converge vers une matrice (CCL d) lorsque
n n

lima, =a, limb, =05, limc,=c¢, limd,=d
o an b,\ _[a b
et on note alors : lim <Cn dn) = (c d)'
On pose pour tout entier n € N*|
M, = (A + Ag)**.
=1
Etudier lim M,.
n—-+o00
’ Y i préced A A 2k __ n tZk _ (_1)k d
D’aprés ce qui préceéde, (A; + Ag)** = (—1) (th)kIQ =" I, donc
n (71)]@ n -1 k
M, = I, = —_ L.
2 T\ 2 ?

(5) On pose pour tout entier n € N*,

Etudier lim P,.
n—+oo
—1
Toujours d’aprés la question (3), (A + Axr1)? = m[g donc

- 1
P,=|- — | 5.
( Zk(k+1)> 2
k=1
1 1 1
=1—— et lim— =0 donc
n
limP, = -1

Partie 2.



Pour tout réel non nul ¢, on pose

ST
o

|8

v

cost —sint
By = <sint cost ) et Gy = <
Dans cette partie, on s’intéresse a la limite lim (C,)".
n——+oo
(6) Montrer que pour tout ¢ € R* et tout n € N*, (B;)" = B,;. On pourra procéder par récurrence sur n.
Soit t € R*.
Pour tout n € N*| notons &, la propriété : « (By)™ = By »
— Pour n = 1, I’égalité est claire : By = B; !
— Soit n € N* tel que £, est vraie. Montrons que &1 est vraie.

On a
n+l _ n _ _ [cosnt —sinnt\ (cost —sint
(B1) = (B))" x By = By x B = (sin nt  cosnt sint cost

cosnt —sinnt cost —sint)\  [cosntcost —sinntsint —cosntsint —sinntcost
sinnt  cosnt sint cost ) \sinntcost —cosntsint cosntcost — sinntsint

et d’apreés les formules de trigonométrie, on obtient

nie1 _ fcos(n+ 1)t —sin(n+1)t\
(B)"™ = (sin(n + 1)t cos(n+ 1)t ) Bntiye

Ainsi, la propriété 2,41 est donc vraie dés que &7, est vraie.
— D’apres le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*, (B,)" = By;.
(7) Soit n € N*. Justifier I'existence d’un réel 6,, € [0, 27| vérifiant

a

cos(6,) = et sin(f,) =

_
VIt P
On pourra considérer le nombre complexe 1 + ;.

n

a
Le nombre complexe 1 4+ —¢ est non nul : appelons 6,, son argument dans [0, 27[. La forme trigonométrique de ce
n

nombre complexe est donc
a . a2 .
1+ —i=14/1+ (*) (cos by, +isinf,)
n n

ce qui donne aprés identification des parties réelles et imaginaires :

(/14 (g)2 costy, =1let /1+ (g)Qsin@n =2
n n n
d’ou les égalités demandées.

(8) Exprimer alors C,, en fonction de /1 + (2)2 et By,.

On a
C, = (1 —%> _ <mcosﬁn —Wsmﬁn) it (%>2 « B,

a1 )7 1+ (£)?sind, 1+ (£)2cosb,

n

(9) Exprimer alors (C},)™ en indiquant ses coefficients en fonction de a,n et 6,.

(C)" = A (Coswn) - sin(un)

sin(un)  cos(uy,)

On la donnera sous la forme

Le calcul précédent donne
n_ a2\ ? " a2\ ® _ a2\ ? [cos nf, —sinnb,
(Cn)" = <1 + (E) ) (Bs, )" = (1 + <ﬁ> ) Bro,, = (1+ (ﬁ) > (Sinn&n cosnb, )

2\ 2
(10) On s’intéresse dans cette question a la limite : lim (1 + (ﬂ) ) .

n—+oo

In(1
(a) Rappeler la limite lim M
u—0 U
lim In(1 + w)

u—0 U

=1.



w3

2
(b) Utiliser la limite précédente pour déterminer lirf (1 + (E) )
n——+oo n

2
On étudie n In (1 + (E) ) :
2 n

2
In (1 + (ﬂ) )
n
= 1 et par opérations sur

Puisque lim & = 0, par composition de limites avec la précédente, lim ——————*
n— 400 (7
. . n
les limites,
2
lim “ln (1+ (%) ) =0
n—-+oo 2 n
donc n
2\ 2
lim <1+ (E> ) =1.
n—+o00 n

(11) On s’intéresse dans cette question a la limite : lim n@,.
n—-+oo
(a) Soit n € N. Montrer que 0 < 6,, < g
D’apres la question (7) :
cosf, > 0,sind, >0 et 6, € [0,27]

Or sur I'intervalle [0, 27, la fonction sin est strictement positive sur |0, 7], et la fonction cos est strictement positive

sur [0, Z[U]2F, 2x[, donc 6, € ]0, % .
(b) A laide de ses variations, étudier le signe de la fonction définie sur ]O, g { par g(z) = sin(x) — x cos(x).

T
La fonction ¢ est dérivable sur ]0, — [ comme somme et produit de fonctions dérivables et
g'(x) = cosw — cosz + xsinx = rsinz.

b
La dérivée ¢’ est strictement positive sur } 0, 5 { donc g est strictement croissante. Puisque limO g(x) = 0, la fonction
r—r

m
g est strictement positive sur }0, 3 {
0
, montrer que pour tout x € ]O, 3 [,

~

(c) En étudiant la fonction définie sur }0, g { par f(z) = (e

sin(x).

e

sin(z) <z <

est dérivable comme quotient défini de fonctions dérivables et

La fonction définie sur ]0, x [ par f(z) = —
2 sin(z)
sinx — zcosx

Vwe}ﬂ,g[, f’(m):w,

La stricte positivité de la fonction ¢ assure donc que f est strictement croissante sur ]O, 3 [ Puisque hnb flx)=1
T—

T T
et lim f(x) = -, pour tout x € ]0, 7[,
=5 2 2
x T
1<—<=
sinz — 2
c’est a dire encore
. T .
sin(z) <z < 5 sin(z).

(d) En déduire lim 6,.
n—+4o00

Puisque 0,, € ]O, g [, on a



et d’aprés la question (7),
a Ta

<0, < .

ny/I+ (52~ "7 2n/T+ ()2

Puisque lim ¢ = lim e = 0, le théoréme de convergence par encadrement donne alors
ny/14(£)?2 2ny/1+ (£)?
limé,, = 0.
(e) En utilisant la limite lim M, déterminer lim n#b,.
u—0 U n—-+oo
N . . a 0, a

D’apres la question (7), sinf,, = ———— donc —— = ———— donc

n 1+(%)2 9” n()n\/ 1+(%)2

sin 6,

Puisque lim6,, = 0, on a lim = 1 et par opérations sur les limites :

n

limnf, = a.

(12) En déduire la limite lim (C,)"
n—+00

Des résultats précédents, on tire
cosa —sina
sina cosa

lim(C,)" = <



Exercice 5 (d’aprés Bac C, 1983). Soit g la fonction définie sur R par

v
— [
9() /0 1122

(1) Expliquez pourquoi g est dérivable sur R et donnez l'expression de ¢'(z).

1
La fonction g est dérivable sur R comme primitive de la fonction continue ¢ — e Par conséquent,

1

Vz eR, ¢'(z) = T2

(2) Soit h la fonction définie sur R par h(z) = g(z) + g(—=z).
(a) Expliquez pourquoi h est dérivable sur R et donnez expression de h/(z).

La fonction h est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables sur R :

Vz eR, W(z)=¢(z) —¢'(—2)=0

(b) En déduire que h est une fonction constante que I'on précisera. Qu’en déduisez vous sur la fonction g ?
Comme h' est nulle sur R, la fonction h est constante sur R donc

Vo € R h(x) = h(0) =2¢(0) =0
et par conséquent

Vr € R, g(—z) = —g(z)
ce qui montre que la fonction g est impaire.
(8) Soit maintenant la fonction f définie sur | — 7, 5[ par f(z) = g(tanz).
(a) Expliquez pourquoi la fonction f est dérivable et donnez l'expression de f’(z). En remarquant que f(0)
déterminez alors une expression simple pour f(x).
La fonction f est dérivable sur | — %, Z

2, 5[ comme composée de fonctions dérivables et

=0,

1
—
1+tan?z

YV €] — g, g[, f'(z) = (1 +tan®z)g'(tanz) = (1 + tan® z)

On en déduit que, pour tout réel x €] — 3, 7],

f(x) = £(0) + / " Pyt = g(0) + / i =

1
(b) On pose I = / e dt. A l'aide de la question précédente, déterminez la valeur de I.
0

On remarque que I = g(1) et d’aprés ce qui précede g(1) = f(tan §) = 7 donc I = %.

(4) Pour tout entier naturel n, on considére les intégrales suivantes :

1 1
I, = / (1 —tH"dt et J, :/ t2(1 — t3)"dt.
0 0

(a) Exprimer I,,4; en fonction de I,, et J,.

1 1 1 1
InH:/ (1—t2)”+1dt:/ (1—t2)"(1—t2)dt:/ (1—t2)”dt—/ A —-)ndt =1, — J,
JO 0 JO JO

(b) A Tl'aide d’une intégration par parties, établir, pour tout entier naturel n, la relation

Int1 = 2(” + I)Jn
(on pourra remarquer que t2(1 — t2)™ =t x t(1 — t?)").
(1 _ t2)n+1

On pose u(t) = tet v(t) = EETTEE : les fonctions u et v sont de classe € sur [0, 1]. Le théoréme d’intégration
n

par parties donne :

1 1
In :/ t2(1 7t2)"dt:/ w(t)v'(t)dt

0 0

1
= (ool — [ o

e,
~Jo 2(n+1) “

d’out on tire I, 41 = 2(n+ 1)J,.

Exo IV.



(c) Etablir alors une relation de récurrence entre I, et I,.
Des relations obtenues en (a) et (b), on obtient, pour tout entier n,

1 , 2(n+1)
I =1, - I t I, = n
o+ 2n+ 1) "N T oy

(d) Montrer alors que, pour tout entier naturel n,

n n!

I, =2"x
1x3x5x---x(2n+1)

n!

X o
I1x3x5x--x(2n+1)
— Puisque I = 1, la formule proposée est vraie pour n = 0.

Pour tout n € N, notons &2, la propriété « I,, = 2"

— Soit n € N tel que &2, est vraie. D’aprés la relation de récurrence

2 1 2 1 !
I'n,+1 = (n * )In = (n ki ) x 2™ x a
2n+3 2n+3 I1x3x5x---x(2n+1)
donc N
In+1 — 271,+1 % (Tl + )

I1x3x5x---x(2n+1)(2n+3)
Ainsi, &,,11 est vraie dés que &, est vraie.
— D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N,

n!
1x3x5x-+x(2n+1)

I, =2"x

1
(5) On définit une suite (uy) par up =1, ug =1+ T3 et pour tout entier naturel n > 2, on pose

1 +27!+ + ot
B I1x3 1x3x5 IX3x5x--x(2n+1)

(a) En utilisant le résultat de la question (4d), montrer que

1
-2 /0 o (£,

_ ( 142 ) n+1
ou hy, est la fonction définie sur [0, 1] par h,(t) = S L

1+1t2
D’aprés le résultat précédent, et par linéarité de U'intégrale

L " 142
k= o k=0 0 k 0

1—

2
1
Pour tout ¢ € [0,1], 0 < < 5 < 1 donc

11_ 1—¢2 n+1 11_ 1—t2 n+1 1
B U Ly 1= Ly
0 1— —t 0 1+t2 0

2

(b) Etablir, pour tout ¢ € [0, 1], 'encadrement

b (37

= 1+1¢2 = et

12"
=2 *(T) Sot0sy
de ces encadrements sont positifs, on obtient en multipliant membre & membre,

142 n+1
() _ 1
0<———<

Sz oo

1

< 1. Comme tous les membres




(c) On pose v, = 2I — u, ou I désigne I'intégrale de la question (3b). Aprés avoir exprimé v, = 2I — u,, sous forme
intégrale, déduire de (b) un encadrement pour la suite (v,).
La définition de (v,,) donne

-1 -1 1—t2\n+1 1 1-t2\n+1
1 1— (=)™ ==
Uy = 2/ dt _/ #dt = / %dt
o 1+t 0 1+ t2 o 1+t

et la positivité de U'intégrale et I'encadrement obtenu en (b) entrainent

(d) Déterminer alors la limite de la suite (v, ), puis celle de la suite (u,).
1
Puisque lim onFT = 0, le théoréme de convergence par encadrement s’applique a la suite (v,,) et on a limwv,, = 0,

ce qui entraine limu,, = 2] = g



