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PROBLEME 1 - UNE ELECTION EN DEUX TOURS... OU TROIS

A - Les candidats en lice

Lors d'une élection, 7 candidats se présentent : 6 hommes et une femme.

On suppose qu'’il n'y jamais d’ex-aequo.

1. De combien de facons ces candidats peuvent-ils étre classés a I'issue du scrutin s’il n'y a pas d’ex-aequo?

2. Combien y a-t-il de trios de téte possibles (c’est-a-dire de possibilités pour les premier, deuxiéme et troisieme) ?
3. Combien y a-t-il de trios de téte possibles avec la candidate a 'une des trois places?

B - Les reports de voix pour le second tour

Alissue du premier tour, le candidat A a obtenu 40% des suffrages, le candidat B a obtenu 30% et les 30% restant se

répartissent entre les autres candidats, les votes blancs et nuls.

Seuls les candidats A et B restent en lice pour le second tour et on suppose que les votants du second tour sont

exactement ceux ayant voté au premier (on ne considere donc pas les abstentionnistes du premier ou du second tour).

Apres une relecture approfondie des programmes des deux candidats, il s’avere que :

« un individu ayant voté pour A au premier tour a une probabilité égale a 0,7 de confirmer son vote au second tour,
une probabilité égale a 0,2 de finalement voter pour B au second tour et une probabilité égale a 0,1 de voter blanc ou
nul au second tour;

e un individu ayant voté pour B au premier tour a une probabilité égale a 0,85 de confirmer son vote au second tour,
une probabilité égale a 0,05 de finalement voter pour A au second tour et une probabilité égale a 0, 1 de voter blanc
ou nul au second tour;

» un individu ayant voté pour un autre candidat, voté blanc ou voté nul au premier tour a une probabilité égale a 0,3
de voter pour A au second tour, une probabilité égale a 0,4 de voter pour B au second tour et une probabilité égale a
0,3 de voter blanc ou nul au second tour.

4. On choisit un électeur au hasard.
Quelle est la probabilité qu’il vote pour A au second tour? Quelle est la probabilité qu'il vote pour B au second tour?
5. On choisit un électeur au hasard.
Sachant que cet électeur a voté pour B au second tour, quelle est la probabilité qu’il ait également voté pour B au
premier tour?
6. Quelle est la probabilité qu'un électeur, choisi au hasard, ait voté de la méme facon aux deux tours (c’est-a-dire deux
fois pour A, deux fois pour B ou deux fois ni pour A, ni pour B) ?

C - La campagne sur internet

Lors des derniers jours de la campagne de I'entre-deux-tours, I'équipe de communiquants de I'un des deux candidats

décide d’étre tres active sur les réseaux sociaux en postant régulierement des messages tantot valorisant le programme

de leur candidat, tant6t dénigrant celui de leur adversaire. On suppose que :

« sile k-ieme message valorise le programme de son candidat alors il y a une probabilité égale a 0,6 que le suivant
valorise a nouveau ce programme (donc une probabilité égale a 0,4 qu’il dénigre le programme du candidat adverse);

« sile k-ieme message dénigre le programme du candidat adverse alors il y a une probabilité égale a 0,8 que le suivant
valorise le programme de son candidat (donc une probabilité égale a 0,2 qu’il dénigre a nouveau le programme du
candidat adverse).

On note Vi I’événement «le k-iéme message valorise le programme de son candidat ».
7. Quelles sont les probabilités directement données par 'énoncé?
8. Soit k € N, exprimer P(Vi4;) en fonction de P(V) (en justifiant avec rigueur).
9. Déterminer I'expression de P(Vy) en fonction de k € IN et de P(Vj).
10. Quelle est la limite de la suite (P(Vi)) o ?

D - Epilogue

Le scrutin du second tour ayant été largement entaché de fraudes, les candidats A et B décident, dans la plus pure
tradition francaise, de régler leur différend par un duel au pistolet.

Les candidats vont tirer a tour de role, le premier qui touche son adversaire a gagné. Le candidat A tire en premier et a,
a chaque tir, la probabilité p; de toucher son adversaire alors que, pour le candidat B, cette probabilité est égale a p»
(avec p1 >0 et p2 > 0).

On supposera les différents tirs mutuellement indépendants (bien que le succes d'un tir mette un terme a I’expérience).
Pour tout n € N*, on note :



11.
12.

13.

A, I'événement «le tireur A effectue un n-iéme tir et touche son adversaire»;

B, I'événement «le tireur B effectue un n-iéme tir et touche son adversaire»;

C, I'événement «le n-iéme tir est réussi».

Calculer P(C;), P(C,) et P(C3).

Soit n € N*, calculer la probabilité de P(C,,).

N

Déterminer la limite quand N tend vers +code ) P(Cy).
n=1

. On cherche P, (%1).

. Notons 2 I'événement «’individu a voté de la méme facon

Un classement est une permutation de 'ensemble a 7 élé-
ments constitué par les candidats doncil y a 7! classements
possibles.

11 s’agit de compter les 3-listes sans répétitions dans un en-
semble a 7 éléments doncil y en a Z—E =7x6x5=210.

Puisque I'une des trois personnes est imposée, il y a (g) x G)

possibilités pour 'ensemble des trois personnes concernées | 7-

qu’il reste a permuter pour obtenir tous les trios possibles
doncilya au total :

6 6x5
x 3! = x3x2=90.
2 2 8

Pour i valant 1 ou 2, on note :
o of; 'événement «!'individu vote pour A au i-éme tour»;
o %B;'événement «l'individu vote pour B au i-éme tour»;

e €;1'événement «'individu ne vote ni pour A, ni pour B au
i-eme tour».

Les événements /1, %) et 6] forment un systeme complet
d’événements de probabilités non nulles donc la formule des
probabilités totales donne :

P(s) = P(h1)P oy, (o) + P(B1)Pg, (2) + P(€1) Py, (),
soit :
P(e)=0,4%x0,74+0,3x0,05+0,3x0,3=0,385.
De méme :
P(%B2) = P(1)P o, (B2) + P(B1)P g, (B2) + P(€1)P, (B2),
soit :

P(%2)=0,4%0,2+0,3x0,85+0,3x0,4=0,455.

Les événements %) et %> étant de probabilités non nulles,
on peut utiliser la formule de Bayes :

P(%B1)P g, ($2)
Pog, (B) = —— 212
P(%8;)
soit :
P (o 237085 10
P U= 0 g5

aux deux tours», on a:
D = (1 Nalo) U (B NDB) L (€1 N6).

I s’agit d'une réunion d’événements incompatibles donc :

P(2) =P(ah Nafo) +P(B1 NAB2) +P(61 NGEo).

D’autre part, la formule de conditionnement donne :
P(2) = P()P o, (o) + P(B1)P g, (B2) + P(€1)Py, (€2),
soit :
P©@)=0,4%x0,7+0,3%x0,85+0,3%x0,3=0,625.
Lénoncé donne :
Py, (Vi+1) = 0,6, Py, (V1) = 0,4,
Py (Vis1) =0,8 et Pw(m) =0,2.

. Les événements V}, et V. forment un systéme complet d’évé-

nements de probabilités non nulles donc la formule des pro-
babilités totales donne :

PVis1) = PVEIPY, (Viey1) + PVIPG(Vicr1),

d’oti:
P(Vii1) =PVE) x 0,6+ (1 -P(Vy)) x 0,8,
soit :
P(Viiq) =—0,2x P(Vy) +0,8.

. La suite (P(Vy)); o est arithmético-géométrique, on com-

mence donc par résoudre une équation d'inconnue e R :

0=-0,2x0+0,8 < 1,2x£=0,8

— = g
Pour tout k € IN, on peut alors écrire :
PV -2 =2-Lupvy-2
3 5 5 3

1 2
= —E(P(Vk) - 5)
donc la suite (P(V) — §) .y est géométrique de raison —1.

On en déduit que, pour tout k € N, ona:

pvp- 2 =(-2) (P - 2)

5
d’oli:
P2 (-} - 2)
=375 7 3)
. Puisqu’il s’agit d'une suite géométrique de raison dans | —1,1],
ona:
1\k
e
5/ k—+o0
Il s’ensuit que :
PV -
Vi) k—+oo 3

Ainsi, quelle que soit la nature du premier message, la proba-

bilité qu'un message valorise le programme du candidat tend

2
vers 5.



11.

12.

13.

On a Cj =Aj etI’énoncé donne donc directement P(C;) = pj.
On a Cy = A] N By et I'énoncé suppose I'indépendance mu-
tuelle des tirs ce qui induit 'indépendance des événements
AjetBy dou:

P(C2) =P(ADP®B1) = (1 - p1)p2.

OnaC3 =A]nB]NA; et, 2 nouveau, I'indépendance mutuelle
donne :

P(C3) =P(ADPBPA2) = (1 - p1)(1 - p2)p1.

On considere deux cas selon la parité de n.

© Si n est impair alors on écrit n =2k +1 avec k € N et il vient :
k__
Cok+1 = ( A ﬁBi] NAkt1)
i=1
d’oty, du fait de I'indépendance mutuelle de ces événements :
k — —
P(Corer) = [ [IPADPED) x P(A1),
i=1

soit :
k
P(Corer) = (1= p)0 = p2)) 1.

© Si n est pair alors on écrit n =2k avec k € N* et il vient :
k-1__ . _
Cor = ( N AiﬁBi)ﬂAkﬂBk,
i=1

d’oty, du fait de I'indépendance mutuelle de ces événements :

k-1 _
P(Cyp) = ( H IP’(A,-)IP(B,-)] xP(Ag) x P(Bg),
i=1
soit :

k-1
P(Co0) = (1= p(=p2)) (1= p1)p2.

N
Posons, pour tout Ne N, uy = Z P(Cp).
n=1

o Dans le cas ou N est pair, on écrit N = 2k avec k€ N* et il
vient :

[
M=

U (P(CZn) +|P(C2n—1))

3
1l
—

I
M=

n=1
k-1 "
=(1-pOp2+p1) X (A-pA-p)".
n=0

CommeO<(1-p1)(d—p2)<l,ona:
1- (- ppa - pp)*
1-0-pA-p2)

1
1- +p)————
pevond Gl b pl)l—(l—m)(l—m)

Uy = ((L-p1)p2 + p1)

or:

A=pp2+p1=p2—-p1p2+p1=1-1-p1)A-p2),

doncona: uyy 1.

k—+00
¢ Dans le cas ou N est impair, on écrit N =2k +1 avec k€ N
etil vient :

Upg+1 = Upg +P(Copi1),
soit :
k
Upfe+1 = Ukt [(1 -p(a- pz)) p1-
Comme 0 < (1-p1)(1—p2) <1, le terme de droite tend vers 0

donc on a a nouveau :

Ukl 7oL

Finalement, on a :

Uzk Let uppr) ——1,
k—+o0

k—+00

donc la suite converge eton a:

N
P(C
3 PC

On en déduit que le duel se termine presque stirement.

(a=pn"ta=p" A= pop2+ A=p0)" A= p2)" " i



PROBLEME 2 - TIRAGES SANS REMISE PUIS AVEC REMISE
(D’APRES ECRICOME 2013, SERIE E)

Soit n et b deux entiers avec n = 1 et b = 2. On considére une urne contenant z boules noires et b boules blanches,
toutes indiscernables.

Un joueur A effectue des tirages successifs d'une boule sans remise dans I'urne jusqu’a obtenir une boule blanche.

Il laisse alors la place au joueur B qui effectue des tirages successifs d'une boule avec remise dans I'urne jusqu’a obtenir
une boule blanche.

On suppose qu'’il existe un espace probabilisé, d'univers Q et de probabilité P, permettant de modéliser cette espérience.
Pour tout k € N, on note :

e Xy I'événement «le joueur A tire k boules noires avant de tirer une boule blanche»;
» Y; I'événement «le joueur B tire k boules noires avant de tirer une boule blanche».

Par exemple, si n =3 et b =7 et si les tirages successifs ont donné successivement des boules noire, blanche, noire,
noire, noire, noire et blanche, alors :

o Aa effectué deux tirages, il a tiré une boule noire puis une boule blanche de l'urne;
¢ ]'urne contenait alors 8 boules dont deux noires et six blanches;

« Baalors effectué cinq tirages successifs dans cette urne, il a pioché 4 boules noires qu’il a reposées dans I'urne apres
chaque tirage puis il a pioché une boule blanche;

¢ les événements X; et Y4 sont donc réalisés.

A - Etude du cas particulier o1 b et 7 valent 2
On suppose donc ici que I'urne contient initialement 2 boules blanches et 2 boules noires.

14. Calculer les probabilités des événements X, X; et X».
15. Montrer que:
1
P(Yo) = —.
(Yo) 2
16. Pour tout i € IN, calculer les probabilités suivantes :
PXoNnY;), PXiNnY;) et PXoNY;).
17. En déduire, pour tout i € N, I'expression de P(Y;) puis déterminer la limite (éventuelle) quand N tend vers +oco de
N
2 P(YD).
i=0
B - Retour au cas général
(n—k+b—1)

b-1
+by
("3")
- . PN - k+b-1 n+b
19. Utiliser la question qui précéde pour justifier que : Z -1 1= 5 |
k=0 -
Par conséquent on vient de démontrer la formule suivante :

N (k+a

18. Pour tout k € [1, n], calculer P(Xy) et montrer que : P(Xy) =

n

(%) VYNeN,VaeN, Y
k=0

N+a+1)

a a+1

. k+a k+a L
20. Soit k=1,N=1et aeN. Comparer k et(a+1) 1 puis justifier que :
a a

N (k+a N-1(k+a+1
Yk =(a+1) .
=0 a o\ a+l

n n
21. ATaide des questions précédentes, calculer Z (n—k)P(Xy) puis Z kP (Xg).
k=0 k=0
22. Pour tout k € [0, n] et tout i € N, calculer P(X; NY;).
Les événements Xy et Y; sont-ils indépendants?



14. A chaque étape, les différents tirages sont équiprobables donc
il s’agit de compter le nombre de cas favorables sur le nombre
de cas possibles.

On note % I'événement «on tire une boule blanche au k-
ieme tirage».
On aainsi:
PXo)= 2 =1
=73

P(X1) = P(B1)P-(%2)

P(X2) = P(B1)P5-(B2)P o - (%B3)

15. Les événements Xy, X; et X» forment un systéme complet
d’événements de probabilités non nulles donc :

P(Yo) = PXo)Px, Yo) + PX1)Px, Yo) + PX2)Px, Yo),

d’oui:

11 1
e e
23 32 6

Tout d’abord, pour k € [0,2],on a:

1 1
1 2

16.
PXrNY;) =PXp)Px, (Y)).

Lorsque I'événement X, est réalisé, il reste dans I'urne 2 — k
boules noires et une boule blanche lorsque B commence ses
tirages. Sachant I'événement X réalise, I'événement Y; est
I'événement :

Bira N N Bjeyjv1 N B+

Les tirages étant effectués avec remise, on peut supposer I'in-
dépendance mutuelle de ces événements donc :

k+i+1
Px,(Y)= [] P(#B))xPByyis2)
j=k+2
k+i+12_k 1
= X
j:k+23_k 3-k
(Z—kJi 1
=|—- X —.
3-k 3-k
On en déduit pour k=0:
ey = L(2) 1 20!
Xon l)_i(g) X375
pourk=1:
P MY l(l)i 1 11
)=—|=-] x=—=—-———,
V= 3\e) "2 7 351
etpourk=2:

PO, Y1) 1(0)1' 1 [§ sii=o0
)= —|— X — = .
276\ T1 T o siiz

17. Laformule des probabilités totales appliquée avec le systeme
complet d’événements formé par X, X; et Xp donne :

PY) =PXonY) +PX1NnY;) +PX2NnY;).
OnadéjaP(Yp) = % et,pouri=1:
PY;)=PXonY) +PX1NnY;) +PXonY;)

_ 2l
= 3iv1 Y351

1¢,2,; 1.
=55}

+0

Pour NeN,ona:

l;)[FD(Yi) =3*5 Z

d’ou1 puisque % #let % #1:

N 1 o121-3)N 111-()N
Y PW)=c oo (32) +== (21) ,
=0 2 63 1-% 62 1-5
puis :
ip(y‘)zlJrl( _(g)N) 1( _(l)N)
Par S 3 3 6 2
On en déduit : N
P(Y; 1.
ig() (Yl) N—+oco
18. Onapour ke [1,n]:
k __
Xk:[ %j)ﬂ%kﬂr
j=1
k
etl'événement [ ) % j est de probabilité non nulle donc on
j=1

peut utiliser la formule des probabilités composées :
P(Xy) = P(B1)P5-(B2)P - - (%B3)

P B POV G .z (P
d'olr:
n n-1 n-2

PX;) =
X n+bn+b-1n+b-2

n-(k-1) b
n+b-(k-1) n+b-k’

donc:
(n+b-k-1)
(n—=k)! (n+b)!
_ n'b! (n+b-k-1)!
T (n+b)! m-kb-1)!
(n7k+b—1)
b-1
b
("3")

n!

PXg) =

19. Remarquons tout d’abord que :

(5 eb-1r b
b (-
(HZ) (b—1!n! (n+b)!
B b
T n+b
=PXyp),

donc la formule précédente est encore vraie pour k = 0.



Comme les événements Xg,Xj,...,X;; forment un systéeme
complet d’événements, on en déduit :

n
Y PXp) =1,
k=0
soit : b1
ktbe
i ("4 ):1
=
puis :
i (n—k+b—1)_(n+b)
o\ b-1 b

En posant £ = n—k, il vient :
i(€+b—l)_(n+b)
=\ b-1 b |

Tout d’abord, on a:

(k+a)!

k+a
k =k
( a ) k'a!

_ (k+a)
" (k-D!al

(k+ a)!
(k-D!(a+1)!

(k+a)
=(a+1) .
a+1

20.

=(a+1)

On en déduit :

21. Ona:

n n (n7k+b—1)
Y (n-PXp = Y (n-k)—2g—
k=0 k=0 "3

(n-k)+b-1
b-1

1
)enposant@:n—k

k+b
= b( ; )parzo.avecuzb—l

b
= nr par ¥ avecN=n—-leta=>b
(n+b) b+1
b
b!n! (n+b)!
(n+b)! (b+1(n-1)!
_ bn
T b+l

22.

D’autre part :

n n L I
Y (n-bPXp =n ) PXp - Y kX =n- ) kPXp),
k=0 k=0 k=0 k=0
d’oli:
n
kKPXyp)=n- ﬂ
o b+1
_nb+n-bn
T b+1
_n
T b+1
Ona:
PXyNY;) =PXp)Px, (Y;),
soit :

PXpNY;) =PXPX, (Brs2 NN Bleyiv1 N Brrivas

or, sachant l'événement X; réalisé, les événements
Bies2y-oo» Brri+1»Br+iv2 Peuvent étre supposés mutuel-
lement indépendants puisque les tirages sont effectués avec
remise. On en déduit :

PXenY;) = PP, (Bri2) - Px; (Bt i +1)PXp) (B i +2)s
c’est-a-dire :

n-k )l b-1
+b-k-1) n+b-k-1’

[FD(Xk ﬂYl') = [FD(X]C)( n

ou encore :
(BN nok g e

PXpnY;) = ’

XrnYy) (nzb] (n+b—k—1] n+b-k-1

Les événements X et Y; sont indépendants si et seulement
si:

PXnY;) = PXPY;),
ce qui dans ce cas revient a la relation :

n-k )l b-1
n+b-k-1) n+b-k-1"

POY,) =

Cette derniére n’'étant pas constante lorsque k varie, il s’ensuit
que X et Y; ne sont pas indépendants (en général).

Cette derniere question était mal posée, il aurait fallu lire :
«A-t-onXj etY; indépendants pour tous k et i 2



