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DEVOIR MAISON N° 6 — CORRIGE

EXERCICE 1 - AUTOUR DE LA FONCTION Arctan

PREMIERE PARTIE

1. Lensemble de définition de la fonction tangente est D = R\ {7 + k7, k € Z}.
Soient a,be D telsque a—be D.

tan(a— b) sin(a - b)

cos(a—b)
sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
sin(a) cos(b) _ sin(b)cos(a)

_ cos(a)cos(b)  cos(a)cos(b)
" cos(a)cos(b) , sin(a)sin(b) carcos(a) #0, cos(b) #0
cos(a)cos(b)  cos(a)cos(b)

tan(a) — tan(b)
1 +tan(a) tan(b)

tan(a) — tan(b)

tan(a-b) = 1 + tan(a) tan(b)

2. Soient a,b € D tels que a+ b € D. Alors —b appartient a D et on peut appliquer la for-
mule précédente en remplacant b par —b, sachant que tan(—b) = —tan(b) (la fonction
tangente est impaire).

tan(a) + tan(b)

tan(a+b) = 1 —tan(a) tan(b)

3. Soit a€ D tel que 2a € D. Ceci signifie que a # 7 [r] et a # 7 [5]. En remplagant b par
a dans la formule n° 2, on obtient

2tan(a)

tan (2 a) = TnZ(a)

4. Soient a, B € R,. Notons a = Arctan(a) € [0, 5[ et b = Arctan(f) € [0, 5 [. Alors a— b ap-
partienta] - 7, Z[, donc a, b et a— b appartiennent a D. On peut appliquer la formule
de la question 1.
t —tan(b
1 +tan(a) tan(b)
Or,

VyeR, tan(Arctan(y)) =y (%)
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On obtient que tan(a) = « et tan(b) = B, donc tan(a— b) = 1a+— ﬁﬁ De plus,
a
Vxe ] —E, i [, Arctan(tan(x)) = x (%)
22
Puisque a — b appartienta ] — 7, Z[, on obtient
a-p
a— b = Arctan(tan(a — b)) = Arctan
1+ap

puis

Arctan(a) — Arctan(f) = Arctan ( lta ﬁ)

DEUXIEME PARTIE

1 1
Pour n €N, on pose S;, = Arctan| ———|.
pose 8= Y- retan| - |

1. Soit k € N. D’aprés la question 1.4,

Arctan(k + 1) — Arctan(k) —Arctan( k- (k+1) ) —Arctan( L )
B 1+k(k+1)) k2+k+1
2. Soitn rel N.
Sn = )_ (Arctan(k + 1) — Arctan(k)) = Arctan(n + 1) — Arctan(0) = Arctan(n + 1) par té-
k=0
lescopage.
3. Ona: lim (n+1)=+4o00.0r lim Arctan(x)= z, donc| lim S, = z
n—+00 X—+00 2 n—-+oo 2

TROISIEME PARTIE

1-
On considére la fonction f définie par f(x) = Arctan 1= cosx) .
1+ cos(x)

1. Pourtout x € R,

l1+cos(x) =0 cos(x)=-1w3dkeZ,x=n+2kn

et si x vérifie cette équation, 1+ cos(x) >0 et 1 —cos(x) > 0, donc

1—cos(x)
1+ cos(x) -

Justifions alors que f est définie et continue sur 2 =R\ {n + 2kn, k € Z}. Soient
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u: 2 — R et v: Ry — R
o 1—cos(x) x — Vx
1+ cos(x)

La fonction u est définie et continue sur 2 comme quotient de deux fonctions conti-
nues (cosinus est continue sur R), le dénominateur ne s’annulant pas sur 2. De plus,
elle est bien a valeur dans R, , comme justifié ci-dessus. La fonction v est définie conti-
nue sur R, . Par composée,

vou: 2 — R
1—cos(x)
X — -
1+ cos(x)
est définie et continue sur 2.

Enfin, la fonction arctangente est définie et continue sur R, donc par composée encore,
f =Arctano(vou) est‘ définie et continue sur 2 = Py. ‘

. Montrons que f est 2r-périodique.
— Pour tout x € Dy, x+ 27 appartient a Dy.
— Pour tout x € Dy, f(x+2m) = f(x) car cos(x +2p1) = cos(x).

Donc‘ f est 2n-périodique. ‘ On peut I'étudier sur ] — 7, 7[.
Parité :

— Pour tout x € Py, —x appartienta Py.

— Pour tout x € Dy, f(—x) = f(x) car cos(—x) = cos(x).

Donc Ceci est encore valable sur | — 7, 7[ (qui est centré en 0), donc

‘ on peut étudier f sur [0, 7] ‘

. Soit x € 2. Notons a = %, c’est-a-dire x = 2a. En utilisant cos(2a) = cos?(a) — sin%(a)
puis cos?(a) +sin?(a) = 1, on obtient :

1-cos(x) 1-cos(2a) 1-cos?(a)+sin’(a) _ 2sin’(a)
1+cos(x) 1+cos(2a) 1+cos?(a)—sin®(a) 2cos2(a)

= tan?(a) = tan? (g)

On en déduit (rappel : v X? =|X]) que

Vet ==

4. Soit x € [0,7[. Alors 5 appartient a [0, 7 [, donc tan(3) > 0.

fx) :Arctan()tan(gm = Arctan (tan(g)) = g
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d’apres (xx).
Si x €] —m,0], alors —x € [0, [ et par parité,

—X
f(x)—f(—x)—7

On peut résumer cecien:

Vxel-n,xl, f(x)= % .

Plus généralement, si x €] — + 2k, w + 2kn|[ (avec k € Z), alors x —2km appartient a
] —m, [ et par périodicité,
|x—2km|
fx)=f(x-2km) = —

[ x|

. Onsaitque:Vxel—-m, [, f(x)= >

Donc‘ f eststrictement décroissante sur | — 7, 0[ et strictement croissante sur [0, 7. ‘
Par périodicité, f est strictement décroissante sur tout intervalle de la forme
]—m+2kn,2kn[ (k € Z) et strictement croissante sur tout intervalle de la forme
12k, m+2kn| (k€ Z).

. . xl
Ona: xlg}tl_f(x)—xllg_7—§

Par parité lim f(x) d
. ité, =—|
p x—(-m)*t 2

7T
. Onvientdevoirque lim f(x)=—.
x—(-m)* 2

Par 27-périodicité, on obtient (sachant que 77 = (-m)" +27) :
. T .
xlinnl+ fx)= 5= Jim_ £ (x).
La limite commune étant réelle, on peut prolonger f par continuité en 7. Le prolonge-

ment f vérifie f (m) = g

~ 7
Par parité, on peut également prolonger f par continuité en —n avec f(-m) = > Par

2n-périodocité, on peut ensuite prolonger f par continuité en tout réel xo ¢ 9. Le
prolongement est

fr R — R
fx) sixey

X

g six=n+2kng¢Pys, keZ

Par définition cette fonction est continue en tout xo ¢ Z¢. De plus, puisque f est conti-

nue sur Y5 c’est aussi le cas de f.Donc| f est continue sur R. ‘




Lycée Dupuy de Lome — 2016/2017

Mathématiques - ECS 1

EXERCICE 2 - PROBABILITES

1. Remarque : l'univers de cette expérience est Q = {Pile, F ace}®, muni d’'une proba-
bilité P, que I'on ne peut pas supposer uniforme car la piece n’est pas équilibrée en
général.

Notons, pour tout k € [[0,3], A I'événement « On a obtenu exactement k fois Pile », et
posons, pour tout i € [1,3], F; I'événement : « Le i -iéme lancer est un Face » (on évite les
noms d’événements avec la lettre P, pour ne pas les confondre avec la probabilité P).

On a alors:

(a)

(b)

(c

Ap = F1 n F, N F3. Les événements F; étant mutuellement indépendants, on en
déduit :

\ P(Ag) = P(F) x P(Fy) x P(Fs) = g x g x 4 = ¢°.

A= (Fl ﬁFgﬂFg) U (F1 ﬂFg ﬂFg) U (F1 N F ﬂFg).

D’une part, les événements intervenant dans la réunion correspondent a des sé-
ries de lancers distinctes deux a deux : ils sont donc deux a deux incompatibles.
Donc P(A)) =P (FiNFnFs)+P(FinF,NF3)+P(FinFnEF).

Par indépendance mutuelle des F;, on obtient :

P(F\nFaNF3)=P(F) x P(F) x P(F3) = px 4 % 4 = pg°.

En remarquant que toutes les séries de lancers qui composent 'événement A;
sont équiprobables (par le méme raisonnement que précédemment), il vient fi-
nalement :

En raisonnant comme ci-dessus,

P(Ay) ZP(Fl ﬁFgﬂFg)-i—P(Fl ﬂFgﬁF3)+P(F1 ﬂFgﬂFg)

et P(A3) =P (FinFonEs)

On obtient :

P(A;) =3p?q et P(A3) = p°. \

Notons N, I'événement : « On a obtenu exactement ¢ boules noires a lissue du
tirage ».

On cherche a calculer Py, (Ny)
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i. On peut commencer par remarquer que, ‘si€>k, PAk(N[)zo‘, car le

nombre de boules noires obtenues ne peut excéder le nombre de tirages ef-
fectués.

ii. Supposons a présent k > ¢.
Lexpérience aléatoire considérée est un tirage simultané de k boules, dans
une urne qui en contient 7. L'univers des possibles Q. est donc I'ensemble
des parties a k éléments d'un ensemble a 7 éléments (on suppose, pour faire
les choses proprement, les boules discernables). Ces parties étant équipro-
bables, on peut munir Qj de la probabilité uniforme.

Card(Ny)

Card(Qy)”

On sait que Card(Q) = (£).

Reste a calculer Card(Ny) : pour former un tirage contenant exactement ¢

boules noires, on choisit lesdites boules noires ((2) possibilités), puis les k—¢

boules blanches ((,* ) possibilités). Ainsi, Card(Ny) = (3) x (,.* ).

Par conséquent,

Ainsi, Pa, (Np) =

@) X (kié)

(&)

pour 0O < k<3, Py (Np)=

(b) La connaissance de la probabilité de 1'événement N, conditionné par I'évé-

nement Ax nous incite a utiliser la formule des probabilités totales : puisque
(Ag, A1, Az, A3) est un systeme complet d’événements, on peut écrire :

3 3 3 (3] &k@)x(kiz)
P(N) = Y. PUADPA (N = Y. P(AOPa, (N = Y | |p¥a S
=0 k=¢ k

k= k=0

3. Lénoncé incite clairement a utiliser la formule de Bayes :

g’ x1

P(Ag)Pa,(No)

P, (Ao) = P(Ny)



