Devoir n°8 lundi 14 mars 2016

LYCEE MONTAIGNE

1ECS - Année scolaire 2015-2016

Exercice 1 :

Onpose VteR, ¢(t)=t+arctant et V>0, F(:E):/ 20
z ¥

1) a) Dresser le tableau de variations de ¢ sur R puis résoudre dans R D’équation ¢(x) =0
b) Montrer que F' est définie sur R .
c) Montrer que F est dérivable sur RY et calculer F'(x) Va >0

2) a) Montrer que V2 >0, arctan(2z) <2 arctan(x)

b) En déduire le sens de variations de F sur |0, +o0|

1 4
3) a) Montrer que V¢ >0, m:1_t2+1—|—t2

b) En déduire Vz € [0,1], arctanxz =z — 3 +/0 e dt
3 23 5

En déduire que YV z € [0,1], :E—% <arctanz <z — 34—%
c) A laide de ce qui précede, montrer que Va € [0,3], —22° — 2 25 < arctan(2z) — 2 arctanz < 0
1 1 1
4) a) Montrer que YVt >0, - < —< -
t+T = () Tt
- 2+ 5=
b) En déduire que V2 >0, In 1 L) < F(z) <In(2)
2z
c) Justifier que lim F(z) existe et donner sa valeur.
T—+00
1
5) a) Montrer que Yu € R, 1—u?< T <1
P 1 1 1
b) En déduire que V¢t €]0,1], — < ——< .
2t 7 p(t) T2t - L&
1 1+ ¢2
¢) Montrer que VYt €]0,1], 2 < —g

3 2
d) En déduire que Yz €]0,3], L<F(z) <L+ Tx (avec L constante & préciser)

e) En déduire lim F(x)

z—0t

6) En utilisant ce qui précéde pour créer un encadrement de F’(z) pour z €10, 1],
montrer que lim F'(x) existe et donner sa valeur.
z—0t
Exercice 2 : Matrices semi-magiques

On dit qu’une matrice M € M;3(R) est semi-magique ssi on obtient un méme total lorsqu’on calcule la
somme des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne de M.

-1 -1 1 Total ligne 1 = -1-1+1=-1 Total colonne 1 = -1+1-1=-1
Par exemple, pour W = 1 1 -3 on a : Total ligne 2 = 14+1-3 =-1 Total colonne 2 = -1+1-1=-1
-1 -1 1 Total ligne 3 = -1-141=-1 Total colonne 3 = 1-3+1=-1

Donc W est semi-magique.
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On note SM3(R) 'ensemble des matrices semi-magiques de M3(R).

1 11
On admet que  SM3(R)={M e MsR)tqJxM=MxJ} ouJ=|1 11
1 11
0 -1 1 1 0 1 011 0 0
Onpose E; = 1 0 -1 Ero=10 0 2 Es=11 01 Ey,=101 1
-1 1 0 1 2 -1 1 10 2 1 -1

et on note G =Vect(Ey, Es, E3, Ey)

I. Etude de SM;3(R)

1) a) Prouver que SM3(R) est un sous-espace vectoriel de E contenant J.
b) Soit M € SM;5(R). Montrer que ‘M € SM3(R).
2) a) Montrer que E; € SM3(R) .
On admet qu’on montrerait de méme que Vi € [2,4] , E; € SM3(R).
En déduire que G est un sous-espace vectoriel de SM;3(R) dont on précisera la dimension.

b) Montrer que si M € G alors tr(M) = 0.
On admet pour la suite que G ={ M € SM3(R) tq tr(M)=0}
¢) Montrer que G NVect(J)={0s}
tr(M
3) Soit M € SM5(R). On pose N = M — r(M)
Justifier que N € SM3(R) et calculer tr(N).

J.

4) a) Montrer que SM3(R) = G Vect(J).
b) En déduire que dim[SM;3(R)] =5 et que {Fy, Ey, E3, E4, J } est une base de SM3(R).
II. Etude d’un sous espace vectoriel de SM;3(R)
Pour M = (m;j)i; € SM3(R), on pose :
e(M) =ma1 +mi2+miz et (M) =mg +ma +mi3

On pose H ={ M € SM3(R) tqg (M) =¢p(M) =tr(M) }.
On admet que H est un sous espace vectoriel de SM3(R) avec dim(H) =3

-1 2 A
1) On pose D = 0 0 O
1 -2 1

a) Déterminer A € R pour que l'on ait D € H
b) Justifier que ‘D € H.
c¢) Montrer que (J, D, 'D) est une base de H

2) On désigne par S(R) I’ensemble des matrices symétriques et par A(R) celui des matrices anti-symétriques.
et on pose G4 = GNA(R) et Gg = GNS(R).

a) Soit M € G.

On pose N1 = (%) [M +! M] et Ny = (3) [M —! M]. Montrer que Ny € Gg et que N € Gy .
b) Montrer que G =GsP Ga
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3) a) Soit M une matrice anti-symétrique avec M = | —a 0 7 ott (o, B,7) € R3.
-8 — 0
Montrer que, si M € G4 alors M € Vect(Ey).

b) En déduire une base de G 4.

4) Déterminer une base de Gg.

Exercice 3 :

1 1
On pose  f(z) =/ e g et g(a) = —/ In(1 + ¢2) e=* 0+ gy
0 0
1) Prouver que f et g sont définies sur R.

2) On admet dans cette question que f est dérivable sur R et que Vo € R, f/'(z) = g(z)
a) Donner le sens de variation de f sur R.

b) En déduire, a 'aide du théoréme sur les limites d’une fonction monotone,

que lim f(z) existe. Dans la suite, on note L = lim f(x)
T—+00 T—+00

3) a) Soit x < 0. Montrer que YVt € [%, 1] e * n(1+£%) > == In(})

—x ln(%)

b) En déduire que Vo <0 f(z)> -e . Déterminer alors ligl f(x)

N =

1
4) a) Soit n € N*. On pose e= (on adonc £€]0,1[ )

1
Montrer que Vx >0 / e~ In(1+t?) 1y <e® In(1+e2)

£

En déduire que Vo >0, f(x)<e+e™ In(1+¢2)

b) Montrer que Vne N*, 0<L< . En déduire que L= lim f(z)=0

Tr——+00

S|

5) Dans cette question, on démontre le résultat admis au 2)

a) A l'aide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer que :

2
T
VeeR, |8 —1—z|< 5 el*l  (on distinguera I’étude des cas 2 > 0 et = < 0)

b) Soit xzy € R et soit h € R tq |h| < 1. Montrer que :

| f(zo+h) — f(xo) —hg(ze)| <K
1
avec K défini par: K = / [111(1 + t2)]2 e~ %0 In(1+¢2) dt
0

¢) En déduire que f est dérivable sur R et préciser f’(zg) pour tout zp € R

1 ECS Lycée Montaigne Bordeaux 2015-2016



