ECS3 2013-2014 Devoir maison n° 12 Pour le 18 mars 2014

Exercice 1 — Soient I et ] les éléments de M, (IR) définis par [ = ((1) (1)) et] = ((1) é)

a ¢
b d
Dans tout l'exercice (Ey 1, Eq 5, Ez1,Ep2) désigne la base canonique de M;(IR).
1. a) Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).

On considere I'application f qui a toute matrice M = ( ) associe la matrice f(M) = #I + %].

b) Déterminer une base de I'image de f.
c) Déterminer les éléments M = (Z ;) du noyau de f et donner une base de Ker f.

d) Soit M € M,(R). Jusitifier que si f(M) =M alors M € Im(f).
Réciproquement, vérifier que si M € Vect(I,]) alors f(M) = M.
2. Onpose A=E; ) —E;, B=E;,—E;; et on considere la famille (A, B,I,]).
a) Justifier que (A, B,I,]) est une famille libre. On admet que cette famille est une base de M, (R).
b) On pose g = f o f. En utilisant la base précédente, montrer que les applications f et g sont égales.

Exercice 2 — On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On dispose de n urnes, numérotées de
1 a n, contenant chacune n boules. On répete n épreuves, chacune consistant a choisir une urne au hasard et a
en extraire une boule au hasard et sans remise. On suppose que les choix des urnes sont indépendants les uns
des autres.

Pour tout 7 de [1,#]], on note X; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si 'urne numérotée i contient toujours
n boules au bout de ces n épreuves, et qui prend la valeur 0 sinon.

1.a) Pour tout i et tout k de [1, 7], on note U;; I’événement "'urne numéro i est choisie a la k*™¢ épreuve'.
En écrivant I’événement [X; = 1] a l'aide de certains des événements Uj; ;, montrer :

Vie[1,n], P(X; = 1):(1—%)n.

b) Pour i € [[1,n] donner sans calcul la loi de X; ainsi que son espérance.

n n
2. On pose Y, = )} X; et on admet que l'espérance de Y, est donnée par la formule E(Y,) = Y} E(X;).
i=1 i=1
Calculer E(Y,) en utilisant la formule précédente puis en déduire que E(Y,) ~ g.
n—-oo

3. Pour tout i de [[1,7n]], on note N; la variable aléatoire égale au nombre de boules manquantes dans l'urne
numérotée 7 a la fin de ces n épreuves.

a) Donner sans calcul la loi de N; ainsi que la valeur de E(Nj).
b) Montrer que la variable N;X; est certaine et donner sa valeur.

1
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Exercice 3 — Pour tout n € IN, on pose u,, = J T dt.
0

1. Prouver que (u,),enN est croissante et majorée par 1. Que peut-on en déduire ?

2. On se propose de montrer que lim u, =1.
n—+o0

t" . s 1
dt pour tout entier naturel n puis établir: VnelN, 0<1-u, <

1
a) Vérifi l-u,= :
) Vérifier que 1 —u, J;) T —

b) Conclure.

In2 1 (!
3. Montrer: ¥neIN*, 1—u, :nT_ZJ In(1 +¢")dt.
0

4. Soit x un réel strictement positif. Montrer que 0 <In(1 +x) < x.
In2 1

5. En déduire que u,, =1 - — +0(—)

n n

dx. A l'aide du changement de variable x = nt, prouver que v,, ~ —.
n nn—1

n
6. Pour n € N, on pose v, =
o n+x
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