ECS3 2013-2014 Corrigé résumé du devoir maison n° 12

Exercice 1 — 1.a) Puisque I,] € M,(R), toute combinaison linéaire de ces deux matrices est dans M;(IR) donc f est bien
une application de M;(R) a valeurs dans M;(IR).

) /

a ) deux matrices de M, (IR) et soit A € R.

Montrons que f est linéaire. Soient M = (Z ;) et N = (b’ d’

Aa+a  Ac+c’
Ona/\M+N—(/\b+b, )ld_’_d,)etdonc
"+ Ad+d’ b+b' + A ¢ d._ b "+d’ b+
FOM Ny = 2O ATy 20D Ay (B ) T D < ap v+ FN),

Ainsi f est un endomorphisme de M;(IR).
b) On sait que Im f est engendrée par f(E; ), f(Ey,), f(Ep1), f(Epp). Aussi f(Ey;) = f(Eaa) =3I et f(Eyp) = f(Eyy) = 3]
Par conséquent Im f = Vect(f(ELl),f(ELz),f(Ez,l),f(Ez,z)) = Vect(%], %], %], %I) = Vect(%], %]) = Vect([,]).

La famille (I,]) est donc une famille génératrice de Im f. De plus cette famille est libre car constituée de deux matrices
non colinéaires. Ainsi (I,]) est une base de Im f.

/ . . _|a ¢ _ . _a+d becy _ 1
¢) Déterminons les matrices M = (b d) telles que f(M) = 0,. Puisque f(M) = 51+ 5] = ( bic a+d

a+d b+c)

5 5 ,ona:
d=0

f(M):02<:>(a+d b+c):02(:>{a+ (:){

b+c a+d b+c=0

AinsiKerf:{(_Cd _dc),(c,d)ell?z}:{c(? _01)+d(_g (1)),(c,d)ele}:Vect(P,Q)oﬁP:Ez'l—ELz:((1) _01)

et Q=Eyp,—Ej; = _g (1)) La famille (P, Q) engendre donc Ker f et est libre car formée de deux matrices non

colinéaires donc c’est une base de Ker f.
d) Par définition de I'image, pour tout M € M;(R), on sait que f(M) eImf. Ainsi si M = f(M) alors M € Im(f).
Réciproquement, si M € Vect(I,]) =Im f alors, M s’écrit M = al + ] = (Cf; f() pour a, 3 € R.

Onaalorsf(M):¥I+#Izal+ﬂ]:M.

2.a) Montrons que (A,B,I,]) est une famille libre. Soient a,8,y,0 € R vérifiant «A + B+ yI + 6] = 0. Montrons que,
nécessairement, a = =y =0.

OnaaA+ﬁB+y1+51=(‘g 0)+(0 /3)+(V O)+(O (’):(‘“V ﬁ+b).0nadonc:

—a - 0 0 y o 0 —p+0 —a+y
a+y=0 2y =0 y=0
) —a+y=0 a=y a=0
aA+BB+yl+06] =0, ) — : )
B+0=0LiLi+L, | 26=0 0=0
- L3<—[_3+L4 -

Ceci prouve donc la liberté de la famille (4, B,1,]).
b) Puisque g et f sont des applications linéaires définies sur M;(IR), on sait qu’elles sont égales si elles coincident sur une
base de M;(IR). Montrons ainsi que g et f coincident sur la base (A, B,1,]).
* Notons d’abord que A et B sont dans Ker f. En effet A=—-P et B=-Q ((P, Q) est la base de Ker f définie en 1.c)).
Par conséquent f(A) =0, et g(A) = f(f(A)) = g(0;) = 0,. De méme g(B) = f(B) = 0,.
* Concernant I et ], notons que ces deux matrices sont dans Vect(I,]) de sorte que, d’apres 1d), on a f(I) =1 et
f() =] Ainsi g(I) = f(F(I)) = (I) = I et, de méme, g(J) = /.
En conclusion, puisque f(A)=g(A), f(B)=g(B), f(I)=g(I)et f(J) = g(J) et puisque (A, B,1,]) est une base de M;(IR),
les applications linéaires f et g sont égales.

Exercice 2 — 1.a) Etant donné i € [1,n]], I'événement [X; = 1] signifie que I'urne i contient toujours ses n boules apres les

no__
n tirages, donc qu’elle n’a jamais été choisie. On a ainsi [X; =1]= () Uj.
k=1
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b) On a X;(Q)={0,1} donc X; suit la loi de Bernoulli de parameétre P(X; =1)=(1 - %)” Ainsi E(X;)=P(X; =1)=(1-1)".

! n’. A
=1 i=1
1

Or on sait que In(1 - %) ~ —% donc nln(1 - ) ~—1 ce que I'on peut encore écrire nln(1 - %) — —1.

n—-+oo

n n n
2. En utilisant la formule admise, ona E(Y,)= Y E(X;)= )Y (1 - %)” =(1-4y Yy 1=n(1- %)” =nexp(nln(l - %))
i=1

Par conséquent exp(nIn(1 - %)) =7 exp(-1)= % c’est a dire exp(nIn(1 — %)) ~ % et donc E(Y,) ~ 5.
n—+oo

3.a) N; est la variable aléatoire qui compte le nombre de fois ou I'urne i a été choisie au cours de n épreuves indépendantes,
la probabilité de choisir 'urne 7 étant de % Par conséquent N; suit la loi binomiale 5(n, %) et E(N;) =nx % =1.
b) On sait que X; vaut 0 sil'urne i a été choisie au moins une fois au cours des n épreuves. Aussi, si l'urne i na été choisie
aucune fois, alors N; vaut 0. Par conséquent on a, de facon certaine, N;X; = 0.

Exercice 3 — 1. ¢ (u,),enN est croissante : Pour n €N, on a
. . _J—l 1 1 _Jl(l_'_tn)_(l_i_tnﬂ)dt_—[l 1 pntl dt—J\l l‘n(l—l‘) &
LTI T L Ty (Lt (L) Jy L) (L) g (L)1 )
(1 —t)

Aussi, lorsque 0 <t<1,ona > 0 dong, par positivité de l'intégrale, on en déduit que u, 1 —u, > 0.

(1 +tm1)(1 +t7)

<1

* (Up)new est majorée par 1 : Pour tout t € [0,1],ona l+¢">1>0 donc Tom <

DS . o R !
L'inégalité précédente valant pour tout t € [0,1] on a, par croissance de l'intégrale, u, = T dt< | 1dt=1.
0 0

On en déduit que (u,),en converge vers une limite / < 1.

1 (I 1 1 L n
2.a) SoitnelN.Onal—u,,:j ldt—f dt:jl— dt:f dr.
0 o 1+1t7 0 1+tn o L+1t"

" . o . ! Lo
Or, pour tout t €[0,1],0< < t". Par croissance de 'intégrale, il vient 0 <1 —u,, < t"dt = [—t””] = .
1+1t7 0 n+1 o n+1
1 1
b) Onsaitque:¥nelN,0<1-u,<—— Or — 0.
N n+1 n+1 no+eo .
Le théoreme d’encadrement permet donc d’affirmer que 1 —u,, — 0. Autrement dit u, — 1.
n—-+oo n—+oo
Logn 1 (Y ! (1) nit () =1In(1 +t")
. . =—, =In
3. SoitneIN*.Onal-u, = J- dt = —J X dt. On choisit de poser, pour t € [0, 1], . e
o 1+1t" njy 1+t" (t) =t V() =1

Les fonction u et v ainsi définies sont de classe C! sur [0, 1] et on a, par intégration par parties :

1

1—u, = %(Llu’(t)v(t)dt) - %([u(t)v(t)];—J:u(t)v’(t)dt) - %([tln(l + t)](l)—Jol In(1 + t”)dt) _ %(mz —L In(1+ ") dt

4. Deux méthodes (au moins) sont possibles :
* 1 méthode. On se donne un réel x > 0. On considére alors la fonction f définie sur I'intervalle [0, x] par f(¢) = In(1+¢).
1
La fonction f est dérivable et, pour t €[0,x], f'(t) = o7 OnadoncVte[0,x], 0< f/(t)< 1.

L'inégalité des accroissements finis donne alors (x —0)x0 < f(x)— f(0) < (x—0)x 1 7e 0 <In(l +x)<x.
* 2¢méthode. Pour la premiere inégalité, on remarque que, par croissance de In, Vx € R,, In(1+x) >In1 =0.
Pour l'autre, on pose, pour x € R,, ¢(x) = x —In(1 + x) et on montre que ¢ > 0 en étudiant les variations de ¢.

_ In2 1! ; 1 (! ; 1
5. Onsait que u, =1—-—+— | In(1+t")dt. Montrons que — | In(l+t¢ )dt:o(—).
nonjp nJo n
D’apres la question précédente ona: vVt €[0,1], 0 <In(1+1t") <t". (I'encadrement est évident pour t = 0).
1 1
1
Par croissance de l'intégrale on en déduit que 0 < j In(1+t")dt < J. t"dt = 1
0 0 n
Par encadrement, on en déduit que Jol In(1+t")dt — 0 ce que l'on peut écrire fol In(1 +t")dt =o(1) d’ott 'on déduit
n—+oo

que %jol In(1 +¢t")dt = 0(%). Ainsi u, =1 —1n72+0(l)

6. On effectue le changement de variable x = nt (qui est licite car t > nt est de classe C'). En posant x = nt et donc dx = ndt,

"o | n (b1 1 1 .
onav,= dx = ———ndt = — ndt = TUn~ T x 1 (cecicaru, — 1 donc u, ~ 1).
g nt+x" g n'+(nt)" nt Jo 1+1t" n"- nn- n—+00
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