ECS3 2013-2014 Corrigé du petit devoir maison n° 11

Exercice 1 — 1. Lapplication f est bien a valeurs dans M;(RR).
De plus f est linéaire : soient M, N € M,(R) et soit A € R, on a
FAM+N)=(AM+N)A-A(AM +N) = AMA+NA-AAM - AN = \(MA—-AM)+NA-AN = Af(M)+ f(N)

2.a) PourM:(z Z)EMZ(IR),ona
a b\(l 2 1 2\fa b -2c 2a+2b-2d —c a+b-d
f(M):(c d)(O 3)_(0 3)(c d):(—2c 2¢ ):2(—c c )

b) Déterminons les matrices M = (? Z) € M,(R) telles que f(M) = 2(: at IZ - d) = (O O).

On a successivement :

—c —
— a+b-d 0 0 a+b —-d=0 c=0
f(M)_02<:)(_C c )_(O 0)4:) . _ (:){a C bed
C =

En conséquence Ker f = {(_b+d b) , (b,d) EIRZ} = {b(_l 1)+d(1 0) , (b,d) EIRQ} = Vect(/,I) ou

0 d 0 0 0 1
l'on a posé ] = (—01 é) etl= ((1) (1))

La famille (J,I) engendre donc Ker f. En outre cette famille est libre car formée de deux matrices non
colinéaires de sorte que (J,I) est une base de Ker f.
c) Ker f nest pas réduit a la matrice nulle d’aprés la question précédente (par exemple I € Ker f) donc f
n'est pas injective.
. 0 2 -2 =2
3.a) Tous calculs faits, on trouve f(E; 1) = f(E1 ) =—f(E;p) = (O O) et f(Esq) ( s 0 )

b) Le cours nous enseigne que Im f est engendrée par les matrices f(E1 1), f(E1,2), f(E21) et f(E22). Ainsi

Im f = Vect(f (E1,1), f(E1,2), f (E21), f(E22))
-eel(o oMo S S 3
el 32
olf B

Cette derniére famille étant constituée de deux matrices non colinéaires, elle est également libre ce qui
prouve qu’il s’agit d'une base de Im f.
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Exercice2 —1.a) Si P=a+bX +cX?+dX> € R3[X], alors :

f(P)=P"+X?P'=3X(P-P(0))

(2c+6dX)+ X (b+2cX +3dX?) = 3X (a+bX +cX* +dX’ - a)
20+ 64X —2bX? —cX3.

b) Au vu du calcul précédent, commencons par noter que , pour tout P € R3[X], on a bien f(P) € R3[X]. De
plus pour tout P,Q € R3[X] et tout A€ Rona:

f(AP+Q)

(AP+Q)” + X2 (AP + Q) = 3X (AP + Q) — (AP + Q) (0))
AP+ Q"+ X*(AP'+ Q') =3X (AP +Q—AP(0)—Q(0))
A(P”+X?P'=3X(P=P(0))+ Q"+ X*Q = 3X(Q-Q(0)=Af (P)+ f (Q).

Ainsi f est bien un endomorphisme de R3 [X].

2. a) En utilisant le calcul fait plus haut, pour tout P =a+ bX + cX?+dX3eR; [X], ona

2c¢=0
PeKerf o f(P)=0& 2c+6dX —2bX? - cX’ =0 & _62‘1}):_00 ob=c=d=0oP=a
—-c=0

Le noyau de f est donc 'ensemble des polyndmes constants : Ker f = Ry [X] = Vect(1). Une base en est (1)
(par exemple).
b) La famille (1, X, X?, X?) étant une base de R3[X], on sait que Im f est engendré par la famille (f (1), f(X), f(X?), f(X?3)).
En utilisant la formule trouvée pour f(P) en 1a) (ou bien en calculant via la définition initiale de f), on
obtient :
fy=0,  fX)=-2X>,  f(X)=2-X°,  f(X’)=6X.

Par conséquent Im f = Vect(0,-2X?,2 - X3,6X) = Vect(-2X?,2 - X3,6X) = Vect(X?,2 - X3, X).

La famille (X2,2 - X3, X) est donc une famille génératrice de Im f. Montrons que cette famille est libre ce
qui assurera qu’il s’agit d’une base de Im f. Pour ce faire, résolvons I’équation aX? + (2 - X3)+yX =0
d’inconnue (a, 3, ) et montrons qu’elle a pour unique solution (a, ,7)=(0,0,0). On a:

26=0 =0
aX?+p2-X3)+yX =0 &= 2+yX+aX’-pX’ =0 = Zzg = y=0
—p=0 a=0

Ceci assure donc la liberté de la famille (X?,2 — X3, X) et prouve donc bien qu’il s’agit d’une base de Im f.
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