1. a. Pour n € N*, prouvons par récurrence la proposition
(P,)  Jr=3"1J
La propriété P; est vraie car J! = 3171.J = J. Supposons P,, pour un entier
n > 1.
Il résulte alors de P, et de la relation J? = 3.J que
JHl = Jx Jv=Jx 3 lj=3n"172 =31 x 37 =3"J.

A fortiori, P41 est vraie. En conclusion, la proposition P, est vraie pour
n>=1.

b. Soit n > 0. Comme I3 x A = A = A x I3, la matrice I3 commute avec la
matrice A de sorte que nous pouvons appliquer le binéme de Newton (deux
fois) et utiliser le résultat de la question 1 pour obtenir que

(Is + )" = g 3o ()7 170 = 4 ()70 + 227y (1) T")
(Is+ 205y ()3 1T) = 4w (I3 + 5 (Zh=y (1)3%) )
(I3 + 3 (= (5) + Xizo (1)3) -7)
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En particulier, nous obtenons que

1 A — 1
A”:4—n(13+ . J) (n > 0)

2. a. En appliquant la formule des probabilités totales a I’événement R, 41 et au
systéme complet {R,,Cy,Sy}, nous obtenons que

Tyl = P(Rpy1) = P(Rpp1 N Ry) + P(Ryy1 N Cy) + P(Rpy1 N Sy)

Il résulte alors de la formule des probabilités composées (et des données de
I’énoncé) que

Tnt1 = P(Rp) X PR, (Rpy1) + P(Cn) X Po, (Rat1) + P(Sp) X Ps, (Rpy1)

1 1 1
=3Tn + 1n + 15n

De méme, nous pouvons établir que

1 1 1
Cn+1 = %rn + ?Cn + %Sn
Sn+1 = gTn + 1tn + 58n

b. Il résulte du résultat de la question précédente que nous avons

Par ailleurs, les données initiales de I’énoncées induisent que ¢y = Py(Cp) = 1
0
de sorte que Uy = | 1 | et, par suite,
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C.

Il résulte alors des résultats des questions 1.2 et I1.2 que

4n 3

Sn
Par passage a la limite, nous obtenons alors que

lim r, 1
lime, :limUn:§J>< Uy =
lim s,

Tn n
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