1 Intégration sur un segment (version 5)

1.1 Définition

1. Primitive. F est une primitive sur l'intervalle I d’une application f définie sur I si, et seulement
si, F' est dérivable sur I et vérifie Vo € I, F/(x) = f(x)
F/=f
Si F' est une primitive de f sur un intervalle I, alors

2. Caractérisation des primitives.

G : I — K est une primitive de f sur I <= Jc € K:Vz € I,G(z) = F(z) +¢

3. Primitives des fonctions continues. Toute fonction continue f sur un intervalle I admet une
primitive sur I.

4. Intégrale des fonctions continues.
nombre

Si f est continue sur [a,b], intégrale de f de a & b est le

b
[ r@)de = (F@); = F®) - Fa),

a
ol F' désigne n’importe quelle primitive F' de f sur [a,b].
5. Théoréme fondamental de ’analyse. Si f est continue sur un intervalle I contenant a, alors
I'unique primitive de f s’annulant en a est I'application F' définie par

F:I —-R
z o [Ff(H)de

Par ailleurs, F' est dérivable, de dérivée continue sur I (de classe C1)

6. Subdivision. Une subdivision de [a,b] est une famille (zo,...zn) de nombres réels vérifiant a =
o <zT1 <...<Tp =0

7. Intégrale des fonctions continues par morceaux (P.M.). Sia=2¢p <z1 <...<axp =0>b
est une subdivision adaptée a la fonction continue par morceaux f : [a,b] — R, alors I'intégrale de

f de a a b est le nombre
[rome-5 [
Tp_1

Pour k € [1,n], on rappelle que la restrlctlon de f a Yintervalle |xk_1,z[ est prolongeable par
continuité en une fonction continue fy : [zx—1,25] = K
8. Convention. On pose ﬁl f=0et EL fi=- j;’ f lorsque l'intégrale de droite est définie.

1.2 Propriétés
9. Relation de Chasles. Si f est continue (par morceaux) sur un segment S contenant a, b et ¢

alors [ f = Lb I+ [ f (les trois intégrales sont définies)
10. Linéarité. Si f et g sont continues (p. m.) sur [a,b] et si A\,u € R, alors ﬂ’(kf—f—ug) = )\j;) f—&—uﬁ’ g

11. Positivité. Si f est continue (par morceaux) sur [a,b], & valeurs positives ou nulles, alors _ﬁ’ f=0

12. Croissance. Si f et g sont continues (p. m.) sur [a,b] et si Vz € [a,b], f(z) < g(x), alors .ﬁ’ f< .ﬁ’ g

f<g
Si f est continue sur [a,b], &

13.Cas des fonctions continues, positives, d’intégrale nulle.
valeurs positives ou nulles, alors

b
/f(ac)dx:() = Vz€lab], f(x)=0

f=0
14. Valeur absolue. Si f : [a,b] — R est continue (par morceaux), alors |f\ I’est aussi et uf f' ﬁ’ |f]

1
15.Sommes de Riemann. Si f est continue sur [0,1] alors llm — Z f ( ) / flz

1.3 Outils fondamentaux

16.Intégration par partie. Si f et g deux fonctions dérivables, de dérivées continues (de classe C1)
sur [a,b], alors

[ 1@ @ar = @@’ - [ 1 @a@ae

17.changement de variable (non bijectif). Si f est continu sur un intervalle I et si
est dérivable, de dérivée continue (de classe C!), alors

p:lab =1

b (b)
[ rew)ewau= [ fa)de.
a ¢(a)

18. Changement de variable. Si f est continue (par morceaux) sur [a,b] et si
1. ¢:[c,d] = [a,b] est une bijection
2. ¢ est dérivable et de dérivée continue (de classe C1) sur [c,d]
3. ¢~ 1 est dérivable, de dérivée continue (de classe C1) sur [a,b]

alors
b o1 (b)
[ s@az=[7 " pet)e e
Ja Je=1(a)

1.4 Dérivées et primitives

19. Pour « dans un intervalle sur lequel les fonctions sont dérivables pour les dérivées (et continues
pour les primitives),
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2 Variables aléatoires réelles (discretes, sur un univers fini)

Dans tout ce chapitre, (2,P(2), P) désigne un espace probabilisé fini (2 = {w1,.
Lorsque p € [0,1], on pose ¢ =1 —p.

CLWn ).

2.1 Variable aléatoire réelle

VAR. Une variable aléatoire réelle est une application X : 2 — R.

VAR certaine. X est une VAR certaine ssi il existe ¢ € R tel que Yw € Q,X (w) = c.

VAR quasi-certaine. X est une VAR quasi-certaine ssi il existe ¢ € R tel que P(X =c¢) = 1.

Univers image. L’univers image d’'une VAR X est X(Q) = {X (w) : w € Q}.

Systéme complet. Le systéme complet associé & une VAR X est {(X = z)},ex(0)-

loi d’une VAR. La loi d’'une VAR X est la probabilité Px définie sur X (Q) par
Px(A)=P(X €A (A événement de X (Q))

Remarque : elle est complétement déterminée par la donnée de P(X = ) pour x € X(Q)

7. fonction de répartition d’une VAR. La fonction de répartition d’'une VAR X est I’application

Fx : R — [0,1] définie par

I

Fx(z)=P(X <2) (x €R)
8. Propriétés de F'x. La fonction de répartition Fx d’une var X est croissante sur R, continue &
droite et vérifie
lim Fx(z)=0 et lim Fx(z)=1
Tr—r — 00 Tr—r0o0

Pour une VAR discréte sur un ensemble fini, elle est aussi en escalier (constante par morceaux)

2.2 Espérance

9. Espérance. L’espérance d’'une VAR discrete finie X est le nombre réel
E(X)= Y zP(X=ux)

zeX ()
10. VAR centrée. Une VAR X est centrée ssi son espérance est nulle
11. Théoréme de transfert. Pour une VAR X et pour g: X(2) = R, on a

E(g(X))= ) g@)P(X =x)

zeX ()

12. Transformation affine. Pour une VAR X, on a
E(aX +b)=aE(X)+b (a,b €R)
13. Positivité. Si X est une VAR vérifiant Vw € Q, X (w) > 0 (p.s.), alors E(X) > 0.
—,—/
X>0

14. Croissance. Si X et Y vérifient Vw € Q, X(w) < Y(w) (p-s.), alors E(X) < E(Y).

X<Y
15.Cas des VAR positives, d’espérance nulle. Si X vérifie Vw € Q, X (w) > 0 (p.s.), alors

\—,—/

X>0

E(X)=0 < PX=0=1 <= X=0ps.

2.3 Variance et écart type

16. Variance. La variance d’'une VAR X est le nombre réel positif ou nul
V(X) = E((X - E(X))2)
17.Formule de Koenig-Huygens. Pour une VAR X, on a V(X) = E(X?) — E(X)?
18. Variance nulle. Pour une VAR X, on a
V(X)=0<= X =E(X) ps.
19. Transformation affine. Pour une VAR X, on a
V(aX +b) = a?V(X) (a,b € R)
20.Ecart type. L’ecart type d’'une VAR X est le nombre réel positif ou nul o(X) = \/V(X)
21. VAR centrée réduite. Une VAR X est centrée et réduite ssi son espérance est nulle et sa
variance vaut 1 (son écart type vaut 1)

2.4 Lois usuelles

22.1oi certaine. X suit la loi certaine ssi X = ¢ p.s. Dans ce cas, on a E(X) =cet V(X) =0.
23.1oi de Bernouilli de parameétre p € [0,1].
X —<B(p) <= PX=1)=pet P(X=0)=gqg
Dans ce cas, on a E(X) =p et V(X) = pq.
24.loi binomiale de paramétre n € N* et p € [0,1].
X < B(np) < P(X=k) = (Z)pkq”_k

Dans ce cas, on a E(X) =np et V(X) = npgq.
25.1oi uniforme. X suit la loi uniforme sur [1,n] ssi X — U([1,n]) ssi

P(X =k)= 1<k<n)

O<k<n)

Dans ce cas, on a E(X) = "TH et V(X)=1 —1



3 POlynémeS 5. érations.

(multiplication par un scalaire) deg(AP) = deg(P) pour A € K*.

(produit) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) pour P et Q polyndmes non nuls.
(somme) deg(PQ) < max(deg(P),deg(Q)) avec égalité si deg(P) # deg(Q).
(

dérivée) deg(P') = {deg(P )—1 sideg(P)>1

Op
1.
2.
3.
3.1 Forme additive A

—00 sinon

1. Polynéme. Un polynoéme a coefficients dans K est une expression symbolique du type

P=>Y"apX* (n>0et (ap, - an) € K"t 3.2 Forme multiplicative
k=0

6. Division euclidienne. Pour P € K[X] et D € K[X]*, il existe un unique (Q,R) € K[X] tel que
L’ensemble de tous les polyndmes & coefficients dans K est noté K[X].

2. Opérations algébriques. Lasomme, les multiples (plus généralement les combinaisons linéaires), P=QD+ R et deg(R) < deg(D)

les produits, les dérivées, les primitives et les composées (obtenus par substitution) de polynémes
a coefficients dans K sont des polynomes a coefficients dans K. 7. Diviseur et multiple. Soient P et @ dans K[X].
Pourn >0, P= Zgionaka et Q=37 b Xk, on a
D est un diviseur de P
1. (somme) P+ Q = Z(ak + b)) X*

P est un multiple de D} <= D|P < 3Q € K[X] tel que P = QD

k=0
n
2. (multiplication par un scalaire) AP = Z AaX* pour A € K 8. Racine. a € K est une racine de P € K[X] <= P(a) =0 <= (X — a)|P
on k=0 9. Multiplicité. Soit a € K et P € K[K].
3. (produit) P x Q = Z e X avec ¢, = Zaibk—i (0< k< 2n)
k=0 i=0 P(a)=0
n n—1
. . — N _ m
4. (dérivation) P’ = Z kap X+t = Z (k+Dag41X* a est racine de P de multiplicité m <= : — { (X 2,2_‘_1'13
k=1 k=0 P(m=1(q) =0 (X —a) 1P
5. (primitives) Les primitives de P sont les polynomes P(m)(a) £0
n n+1
¢+ Z L S N Z k=1 ok (c €K) 10. Théoréme de D’Alembert-Gauss. Tout polynoéme non constant P € C[X]| admet une ra-
=kl =k cine dans C.
11. Décomposition sur C. Pour chaque polyndéme non constant P € C[X], il existe une constante
n a € C* et des nombres complexes (z1,- -+, 2n) uniques & permutation prés tels que
6. (substitution) le polynome P(Q) = Z a, Q¥ est obtenu en substituant Q & l'indeterminée X.
k=0 deg(P)
En particulier P = P(X). P=a H (X = 2)
3. degré. Le degré d’un polynéme non nul P =37 aX* est le nombre entier naturel k=1
deg(P) = max{k > 0 : aj, # 0}. 12. Décomposition sur C avec multiplicité. Pour chaque polyndéme non constant P € C[X], il
existe un entier K > 1, une constante o € C* et des nombres complexes (z1, - -, 2k ) associés a des

Par convention deg(0) = —oo multiplicités (n1,---,nk) uniques & permutation pres tels que

4. L’ensemble de tous les polynémes a coefficients dans K, de degré au plus n, est noté K,[X].

K
P=q H(szk)”k
Kn[X] ={P € K[X] : deg(P) < n} k=1



De plus, on a deg(P) =n1 + -+ ng

13. Décomposition sur R avec multiplicité. Pour chaque polyndéme non constant P € R[X], il
existe deux entiers K > 0 et L > 0, une constante a € C*, des nombres réels (r1, -+, 7x) et des
trindmes du second degré sans racines réelles (Q1, -+, Qr) (de discriminant strictement négatif)
associés & des multiplicités (ni,---,ng) et (m1,- -, mr) uniques & permutation prés tels que

K L
P=a H(X—rk)"k‘ H Qy*
k=1 =1
De plus, on a deg(P) =n1+---+ng +2m1 +---+2mp,




4 FEspaces vectoriels

1. Espace vectoriel.

+ loi interne, associative, commutative,
admettant un élément neutre 0 € E,
tous les « € E sont inversibles pour +

- loi externe, associative, distributive sur +
Ve El-x=x

(E,+,-) K- espace vectoriel <=

2. Combinaisons linéaires. Soit E un espace vectoriel sur K

x combi. linéaire de x1,---,xn €

n
pour les coeffs A1,--+, Ay € RS Z kT

k=1
3. Produit nul. Dans un K-espace vectoriel (E,+,-), on a
Az=0<=A=0o0uz=0

4. sous-espace vectoriel. F' est un K-sous-espace vectoriel de F si, et seulement si,
1. F est un ensemble non vide (en général, on montre que Og € F).
2. F est inclus dans E, qui est un K-espace vectoriel.
3. F est stable par combinaison linéaire, c’est-a-dire
V(A”LL) € KQ? V(I,’y) € F27 Az +'u'y € F7
5. intersection. Une intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E
6. Espace vectoriel engendré. L’espace vectoriel engendré par une partie A d’un espace vectoriel E
est le plus petit sous-espace vectoriel de E (pour l'inclusion) contenant A.

Vect(A) = n F
ACF sevde E

7. caractérisation. L’espace vectoriel engendré par une partie A d’un espace vectoriel E est ’en-
semble des combinaisons linéaires qu’il est possible de former avec les éléments de A

Vect(A) = {Z Aexpin 21, (x1, - xn) € A", (A1, An) € K"}.
k=1

Lorsque A = {zl,---,xzn}, on a plus simplement

Vect(A) = {Z Akxk : ()\1, . 7>\n) S K"} .
k=1

8. Famille génératrice. Soit F = (e1,- -, en) une famille finie de vecteurs de E. alors

Fengendre E <= E = Vect(F) <= Ve € E,3(Al,---,A\n) € K" : x = Aje1 + -+ + Apen.

9. Famille libre. Soit 7= (e, -, en) une famille finie de vecteurs de E. alors
n
F est libre si, et seulement si, Z AT =0<= X1 =---=Xp =0
k=1

Une famille est libre ssi il existe une seule combinaison linéaire nulle de ses vecteurs (celle dont
tous les coefficients sont nuls).
10. Famille liée. Une famille finie 7 = (e1,- -, en) est liée si, et seulement si, elle n’est pas libre

n
F est liée si, et seulement si, I(A1, -+, An) # (0,---,0) : Z Az =0
k=1

Une telle relation est appelée une relation de dépendance linéaire.

11.Base. Une base d’un espace vectoriel E est une famille finie de vecteurs de E qui est libre et
génératrice.

12. Coordonnées. Si B = (e, -, en) est une base d’un K-espace vectoriel E, alors chaque vecteur
z de E se décompose de maniére unique sur B

n
(e1, -, en) base de E <= Vz € E,3(z1, -, xzn) EK" : 2 = kaek
k=1

Les nombres (z1,- -+, ) sont appelés coordonnées (ou composantes) du vecteur x dans la base
(e1,--+,en). La matrice des coordonnées de = dans la base B est la matrice colonne
z1
Matp(z) =
Tn
13. Espaces vectoriels de référence.

1. K™ est un espace vectoriel, de base canonique <(0, --+0,1,0,- -, 0))
k 1<k<n

2. K,[X] est un K espace vectoriel, de base canonique (Xk)
3. {0}, My »(K), K¥, F(K,K) sont des K-espaces vectoriels
4. C est un R-espace vectoriel de base canonique (1,7)

0<kLn



