Eléments de correction du DS 5

Questions
1. Cf feuille 22 exercice 20
a b c a+2d b+2d c+2f
2. Soit B=|d e f| e M3R). Alors AB=[2a+d 2b+e 2c+f] douAB=0& .. <a=b=c=d=
g h i d e f
e = f =0 et finalement, F = Vect(E3;, F32, E33). En particulier E est un sous-espace vectoriel de M3(R).
De plus la famille (E3;, Es2, F33), génératrice de F, est libre, car sous-famille de la base canonique qui est une famille
libre. Donc c’est une base de E et dim(E) = 3.
3. (a) Soit P € R3[X]. Alors deg(P) < 3 donc deg(XP') = deg(X) + deg(P') < 1+ 2 = 3 et deg((1 + X?)P") =

deg(1 + X?) + deg(P") <2+ 1= 3. D’ol par somme, deg(f(P)) <3 et f(P) € R3[X].
Donc f est ainsi bien définie de R3[X] dans Rg[X].
Linéarité : soit P,Q € R3[X] et A € R. Alors f(AP +Q)(X) = (1 + X?)(AP + Q)"(X) —2X(\P + Q) (X)
= A1+ X?)P"(X) + (1 + X*)Q"(X) — X2X P'(X) — XQ'(X) = Af(P)(X) + f(Q)(X).
(b) f(1)(X) =0, f(X)(X) = —2X, f(X2)(X) = —2X2 + 2 et f(X3)(X) = 6X, d'oit
Im(f) = Vect(—2X,—2X?+2) = Vect(X, —X?+1). De plus, la famille (X, —X?+1) est libre (degrés différents),
donc c’est une base de I'image et rg(f) = 2.
(¢) D’apres le théoreme du rang, comme dim(R3[X]) = 4), on trouve dim(Kerf) = 2.
Soit réaliser que 1 € Kerf et que f(X3) = =3f(X) = f(X?+3X) =0 = X3+ 3X € Kerf. Montrer alors
que la famille de Kerf (1, X2 + 3X) est libre, et de bon cardinal pour conclure que c’est une base.
Soit déterminer le noyau en posant P(X) = aX3 4+ bX? + c¢X +d : alors f(P)(X) = —bX? + (6a — 2¢) X + 3b,
et f(P)=0<« b _ ga .Dott Kerf = {P(X) = aX?+ 3aX +d, (a,d) € R?} = Vect(X3 + X, 1) famille
génératrice de Kerf de bon cardinal donc base de Kerf.

Exercice 1:

A.

- W

©w

Vz € [0,1[, fo(z) = (1 —2)~2; fo dérivable sur [0,1[, et Vz € [0,1[, fi(z) = (1 —z)73/2 > 0.

fo C?sur [0,1] et f/(z) = 3/4(1 —x)~%/2 > 0 donc fy convexe sur [0, 1[.

Asymptote verticale d’équation = = 1; convexité; tangente en 0 de pente f3(0) = 1/2.

D’apres 1. (bien vérifier que vous avez justifié fj > 0 et non f} > 0), fo est strictement croissante et continue sur
[0, 1] donc réalise une bijection de [0, 1] sur [1, +oo].

Soit y € [1,+ool et z € [0, 1], alors f(z) =y < = = y? (équivalence car tout est positif) < 1—z =
d'on Yy € [1, +o0], f3 ' (y) =1— 3712

Soit n € N*. f, dérivable sur [0,1[ et f}(z) = nz""1(1 —z)"1/2 + La"(1 — 2)=%/2 > 0 pour z €]0, 1] (attention en
0, la dérivée s’annule dés que n > 2, mais ce n’est qu’en un point donc n’empéche pas la stricte monotonie). Donc
fn continue et strictement croissante sur [0,1] réalise une bijection de [0, 1] sur [0, +oo].
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a) x > \/7 est continue sur [0, 1[ et on en connait une primitive. Soit X €]0, 1[. Alors fo ﬁdx =—[2y/1—z]
=2-2y1- X—>1 2 € R. Donc l'intégrale I converge, et Iy = 2 (remarquer que pour la convergence, il suffisait
—

de justifier que c’était une intégrale de Riemann généralisée en 1 qui converge car a = 1/2 < 1.)

b) Soit n € N*. Vz € [0, [0<\/7§\/11—7

. 7’ LAl ey LY 7 .
lintégrale I,, converge. Ou vérifier que \/ﬁ ~ ﬁ et utiliser le critere par équivalence.
= . =

et l'intégrale I converge, donc d’apres le critére par comparaison

Par linéarité (toutes les intégrales convergent), Iny1 — I, = [, \/(z—l)dﬂv et Vo € [0,1[, * (f__l) < 0 d’ou par

positivité de l'intégrale, I,,.1 — I, < 0 et la suite (I,,) est décroissante.

8

Comme elle est de plus minorée par 0 (car Vn € N, I,, = fol \/'%dx > 0), elle converge.
a IPP : posons X €]0,1], et soit u = x"“, W =(n+1Da" v = =, v=—-2/1—2x, u,v C* sur [0,1[. Alors
Vi-zx
n“d 22" M1 — 2] +2(n+1 2"/1 —zdr = -2X""/1-X +2(n+1 Xx”\/l—xdx

0 iz 0 0

= 0+2(n+ 1), — Iny1) car Iy, — I,y1 = fo " (1 2) dr = fo (v1—xz)dx.
- . X ot

Dot I, 41 = hm fo =dr = 2(n+ 1)(I, — In+1)

(b) On en déduit In+1 =2(n+ l)In —2(n+4+ 1)I+1 cad (2n 4+ 3)1,41 = (2n + 2)I,, d’ou le résultat.
Puisenn =0, I, = 710

(¢) Par récurrence : n =0 : 212 1!}2 =2=1I.

9 [2"n! 20427 — 92(n+1) 2n42 [2"nl)?

Supposons que pour un certain n, I,, =

]), alors I, 41 = (méme astuce que

(2 +1 2n+3 2n+3 2n+2 (2n+1)!
n 2 n+1
dans le DM intégrales de Wallis) = 2 (223-(:;3?2172]4-5)(2”;] 7 =2 2 (2751;)1 . Conclure.



1
(d) Par récurrence : pour n =1 : _kz—:1 In(1+ 5z) + In2 = —1In(3/2) + In2 = In(4/3) = In(1y).

Supposons que pour un certain n, In(Z,) = — Y In(1 4 =) 4+ In2. Alors In(/,,41) = ln(2n+3) + In(7,,)
k=1

n n+1
—In(32E) +In(l,) = —In(1+5t5) (L) = — (14 550gy) = 3 (14 g55) +n2 = — 37 In(1+5;) +1n2.
k=1 k=1
Conclure

() Ona 0 <In(l+ 5) ~ =7 etla série harmonique diverge, donc d’aprés le critére par équivalence la série

n
de terme général In(1 + 57) diverge, et comme elle est & termes positifs, Y In(1+ 37) = +00.
k=1 n——+0o0o

On en déduit que lim In(I,) = —oo d’ott lim I, =0.
n—+00 n—-+o00

Exercice 2:

1.

ECRN
Soit v la suite nulle : Vn € N, v, = 0. Donc Vn € N, v,,4.3 =0 et %vm_g — %Un+1 + %vn =0-04+0=0doncv e FE
et £ # .
Soit u,v € E et A € R. Montrons que Au +v € E. Or Vn € N|
)\un+3 + Un+3 = )\( Un+2 — iiunJrl + %un) + (%Un+2 - %'UnJrl + %'Un>
3 (Apga + vn+2) — 3(Min41 + Vng1) + 5(Aun +v,). Dot Au+v € E.
Pour tout n € N, %an+2 - Qan_ﬂ tian =3 —3xn + i =3(m) — 3(zm) + 5o = 2n1+3 Qi3
De méme, %anrg bn+1 + 1b =3 ";';22 — %2"7{‘;11 + %2% =3(n+ 2)(2n+3) —3(n+1)(5 L
= s [3(n+2) — 3(n +1) + n] = 5ors (N +3) = bpig....
Linéarité : soit u,v € E et A € R. Alors
o(Au +v) = (Aug + vo, Aug + v1, Aug + v2) = A(ug, u, uz) + (vo, v1,v2) = Ap(u) + @(v).
Bijectivité : question tres délicate !
Injectivité : on sait que la suite nulle est dans le noyau de ¢, montrons que c’est la seule. Soit u € Kery. Alors
u € E et p(u) =0 cad ug = 0 = u; = uz. Il reste & montrer par récurrence (triple) que pour tout n € N, u,, = 0.
Initialisation : ug = 0 = u; = us.
Hérédité : supposons que pour un certain n, u, = 0 = t,4+1 = Up42 et montrons que u,4+3 = 0.
Or u € F, donc up43 = %un+2 — %Un-u + %un =0—-0+4+0=0 (par H.R.). Conclure.
ug = a,u; = b,us = ¢
Vn € Nyupy3 = %un+2 - %un_H + %un
est bien définie pour tout n € N (récurrence triple a faire). C’est alors un antécédent de (a, b, ¢) par .

) 2n+3

Surjectivité : soit (a,b,c) € R3. Il faut montrer que la suite définie par

4. Comme ¢ est un isomorphisme, dim(E) = dim(R3) = 3.

Comme la famille proposée est dans E et de bon cardinal, il suffit de montrer qu’elle est libre : soit A1, Ao, A3 € R
tels que pour tout n € N, Aja, + A2b, + Azc, = 0. Alors en particulier, pour n = 0,1,2, on obtient le systeme
A1 =0
ME+ At +A33 =0 & . oM =X=X=0

>\11 + >\2§ + )\3 =0
VneN, a, = (2) et \2\ < 1, donc la série géométrique de raison 1/2 converge.
vn € N, b, = 3[n(3)"71], donc par linéarité la série de terme général b, converge, car la série géométrique dérivée

de raison 1/2 converge.

vn €N, ¢, = (3)?[n(n — 1)(3)" 2] + b, donc la série de terme général c,, converge, comme combinaison linéaire de
séries convergentes.

De plus par 5., pour tout u € F, il existe un unique triplet (A1, A2, A3), tel que ¥n € N, u, = Aja, + Aaby + Azcy.
Donc la série de terme général u,, converge, comme CL de séries convergentes.

+oo +oo

a)s(a)= 3 (3" = =2 5(0) = 5 2 n(3)" ! = Jmlge = 2 et
nj_O n=0
5(0) = (123 nln = 1)(3)2 + s(b) = (3)* (=rgys +2 = 6.

( n=0
b) la linéarité de s vient directement de la linéarité pour les séries convergentes.
c) Im(s) = Vect(s(a),s(b),s(c)) = Vect(2) donc rg(s) = 1. (ou réaliser que I'm(s) C R, et dim(R) = 1, d’ou
rg(s) <1 et comme s est non nulle rg(s) > 1 d’ou rg(s) = 1.).
D’apres le théoreme du rang, on obtient que dim(Ker(s)) = dim(E) — rg(s) = 2.

Exercice 3:
Partie I

1.

a) L1(Q) =[1,4o0f et Vn > 1, (L1 =n)=[PAN..NP,NEy1]U[FLN...N E, N P,qq] réunion de 2 événements
incompatibles, et lancers mutuellement indépendants, d’ott P(Ly =n) = .... = p"q + ¢"p.
Vérification : par linéarité (toutes les séries convergent, car |p| < 1 et |g| < 1),



“+o0o —+o0 —+o00
et Y P(Li=n)=qXp"+p>q" =qi% +tpil, =pt+tg=lcarl—p=gqget 1 —g=p.
n=1 n=1 n=1
b) L; admet une espérance si la série de terme général nP(L; = n) converge absolument, ce qui revient a la

convergence puisque tous les termes sont positifs. Or Vn € [1,+oo[, nP(L; = n) = pg[np" ] + pq[ng"~*], donc la
série converge, comme CL de séries de référence convergente. Donc L; admet une espérance et

“+oo +oo
B(Ly) = pg X np" ™ +pg Y. ng" ™! = parrZpe +paar = § F 5

c) Vn > 1, n(n — 1)P(L; = n) = p*q[n(n — 1)p" 2] + ¢*p[n(n — 1)¢" 2], donc pour les mémes raison que ci-dessus,
L1(L; — 1) admet une espérance et E(Ly(L; — 1)) = pzq(l_zp)3 + q2p(1_2q)3 = 2[%2 + Z—z].
Donc par linéarité, L; admet un moment d’ordre 2 et E(L?) = E(Ly(Ly — 1)) + E(Ly).
D’olt L; admet une variance, et V(L1) = E(L?) — (E(L1))? = Zé + gé +2+1-2
2. a)V(n,k) e N2 (L1 =n)N(La=k)=[PAN..0OP,NE1N...NFpNPyigi1] UFLN..NE, NPy NN
Py N Fyypy1], réunion de 2 événements incompatibles et lancers indépendants d’out
P((Ly = n) N (Ly = k) = p"¢"p + ¢"p*q = p" 1" + ¢"1p".
b) D’apres la formule des probabilités totales appliquée au s.c.e. de probabilités non nulles {(L; = n),n € N*},
+oo +oo +o00
P(Ly=k)= X P((Li=n)N (L2 =k)) = ¢"p X p" +p"¢ 3 q" = " pi%; + pFarts ="' + ¢!

n=1 n=1 n=1

Partie II

1. Nj est la variable certaine égale a 1 : N1(2) =1 et E(N;) = 1.
NQ(Q) = {1,2}, (NQ = 1) = (PlﬁPQ)U(FlﬂFQ) et (N2 = 2) = (PlﬁFQ)U(FlﬂPQ); P(NQ = 1) = % = P(NQ = 2)
et E(NQ) = %
N3(Q) = {1,2,3}, (Ng = 1) = (P1 NP, N Pg) U (Fl N Fy, N Fg) et (N3 = 3) = (P1 NFy, N Pg) U (Fl NP N F3)
P(N3=1) =1 =P(N; =3) dott P(N3 =2) =1 et E(N;) =2

2. N, (€) = [1,n] (une grosse phrase!) et (N, =1) = (PyN...NP,) U (F1N...NF,) dou P(N, =1) =2(3)"
(N,, = n) est réalisé ssi il y a alternance entre les P et les F : Pécriture est un peu plus complexe car selon la parité
de m, ce n’est pas le méme c6té qui finit. (mais cela ne change rien au niveau des probabilités puisque la piece est
équilibrée) Sin pair : (N, =n)=(PLNEFN..NF)U(F1NPN...NE,) et si nimpair :
(Np=n)=(PLNFN..NP,)U(FiNP,N..NFE,). Dans tous les cas, P(N, =n) = 2(3)".

3. 2*rand() renvoie un réel au hasard dans [0,2[ donc floor(2+rand()) renvoie un entier au hasard entre 0 et 1.
Autrement dit, cette syntaxe permet de simuler un lancer de piece équilibrée.
Pour compléter le programme, il faut réaliser que le nombre de séries augmente de 1 des que deux lancers consécutifs
sont différents, et reste le méme sinon (*).
x(1)=floor(2*xrand()); N(1)=1
for i=2:n
x(i)=floor(2*rand())
if x(i)<>x(i-1) then, N(i)=N(i-1)+1, else N(i)= N(i-1) ,end
end

4 (a) Gu(1) = kzijlp(Nn — k) = 1 puisque N (92) = [1, n]. )

(b) G, est une fonction polynémiale donc dérivable sur [0, 1] et G/ (s) = > P(N,, = k)ks**
k=1

d’ott G! (1) = Y. kP(N, = k) = E(N,,) (remarquer que l'espérance existe car N,, est une variable finie)
k=1

(¢) (Pn—1,Fn—1) est un s.c.e, donc d’apres la formule des probabilités totales P((N, = k)N P,) = P((N, =
EYNP,NPy_1)+P(Np=k)NP,NF_1)=P(Np-1 =k)NPy1NP)+P(Npyor =k —1)NF,_1 NP,
(c’est (*) qui permet d’écrire cette égalité, vraie sur les événements!) et comme le n® lancer est indépendant
des n — 1 lancers précédents, on obtient
=P((Np—1 =k)NP,_1)P(P,)+ P((Npo1 =k —1)NF,_1)P(P,)
=1P(Npo1 = k)N Poo1) + 3P(Npo1 =k — 1) N F,y).

(d) (Pn,Fy,) est un sce d'ou P(N,, = k) = P((N,, = k)N P,) + P((N, = k) N F,,) = $[P((Np—1 = k) N Po_y) +
]13((Nn_1 =k)NFy1)] + 2[P(Npe1 = k= 1) N Pyq) + P(Nye1 = k— 1) N Pyq)] = 2[P(Npoq = k)] +

5[P(Nn—1 = k — 1)] (formule des probabilités totales ”dans I'autre sens”, appliquée a (Pn_1, Fr—1)).

(e) Gn(s)= X [AP(Nyo1=k)+ iP(Nyoy =k —1)]sF =1 f) P(N,—1 =k)s" + 1s fj P(N,_1 =k —1)sk!
k=1 k=1

n—1 )
=0+ % P(Np—1 = k)s’c + %s > P(Np—1=17)s? = %Gn,l(s) +0+ %an,l(s) = 1'§SGH,1(S)
=0

P(Ny = k)s = s et comme pour s € [0,1] fixé, la suite (G, (s))nen~ est géométrique de raison

(f) Gi(s) =
k=1
par e), on obtient Vn € N*, G,,(s) = (L2)"71G4(s) = s(HE2)" L.

(g) Ilreste a dériver Pexpression obtenue : G, (s) = (3£2)" 1452 (E)n=2 Q'ou E(N,,) = G}, (1) = 14251 = 2.
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