Mathématique ECS 1
06 Sept. 2014

Devoir surveillé 1.
(Programme de Terminale)

Veillez a bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points. Malus de 2 points pour les copies mal rédigées. La durée de I'épreuve est de 4 heures. Aucune
sortie avant la fin de I’épreuve. Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte cing exercices indépendants.

Exercice 1. On considére la fonction f définie sur |0, +oo[ par

Sy = TR

(1) Etudier les variations de f

La fonction f est dérivable sur ]0, +00[ comme somme et quotient défini de fontions dérivables. Sa dérivée est donnée

Inz
par f'(z) = T
Comme 2?2 > 0, le signe de f’ est celui de —Inz donc f/(z) > 0 si et seulement si x €0, 1].
La fonction f est donc strictement croissante sur |0, 1] et strictement décroissante sur [1, +-o0[. Comme lin%) l+lnz = —oc0

T—
1 Inz
et lim — = +o00, on a lim f(x) = —oo. La limite lim —— = 0 découle du théoréme des croissances comparées et
x—0 x x—0 r——+oo I

1
donne, avec lim — =0, la limite lim f(x)=0.
r—+00 I r—+00

Le tableau suivant résume tout cela :

T 0 1 +o9
() + 0 -
1
—00 0

(2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, i, ;)

(a) Déterminer x; abscisse du point d’intersection de C avec I’axe (O, 1)

L’abscisse 21 du point d’intersection de C avec 'axe (O, 7) est solution de I'équation f(z) = 0. Or f(x) = 0 si et

seulement si Inz = —1 donc 1’équation f(z) = 0 a pour unique solution x; = e~ 1.

(b) Déterminer x5 abscisse du point en lequel la tangente a C passe par origine.
La tangente a la courbe C au point de coordonnées (a, f(a)) a pour équation y = f'(a)(x — a) + f(a).

Cette tangente passe par l'origine si et seulement si f(a) — af’(a) = 0.
Or

f(a) —af'(a) =0 si et seulement si : 1 +1Ina=—Ina
1

si et seulement si :lna = —=

2

N

si et seulement si :a =-e

L’abscisse zo du point en lequel la tangente a C passe par 'origine est donc zo = et
(c) Déterminer z3 abscisse du point en lequel la tangente a C est paralléle a 1'axe (O, ;)
La tangente a la courbe C au point de coordonnées (a, f(a)) est parallélle a I'axe (O, 1) si et seulement si f/(a) = 0.

Or f/(a) = 0 si et seulement Ina = 0 donc L’abscisse z3 du point en lequel la tangente a C est parallele a axe
(0,1) est z3 = 1.



(d) Déterminer x4 tel que f”(z4) = 0.

La fonction f’ est dérivable sur ]0, +oo[ comme quotient dfini de fonctions dérivables et la dérivée de f’ a pour
2lnx —1
3
Ainsi, f”(z) = 0 si et seulement si # = e2. On a donc z4 = e

expression f”(x) =

w\»—A

(3) Vérifier que 1, z2, 23, x4 sont en progression géométrique.

1 1 1 . 2 2 .
On constate que x4 = e2x3, T3 = e2xy, Ty = e2xy. Donc x1, T, T3, T4 sont en progression géométrique.

Exercice 2. Encadrement de In 3.

(1) (a) Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour tout x # 1, = # —1,

1 a n b
1—-22 1—-2z 142z

Pour tout réel z £ 1, x # —1,

1 1 (1- , 3 z
7:7><( x)+(1+£): 2, 3
1—22 2 1 — 22 l—2 14z
) 1 1
Les réels attendus sont donc a = 5 et b= 3
Une autre méthode consiste a mettre au méme dénominateur les termes du membre de droite puis d’identifier les
numeérateurs.
1
3
(b) Montrer que /; .2 dz =1n3.

1 1 1+
Une primitive de z — 12 sur ] —1,1[ est donnée par  — 3 In[1+xz|— 1 In|l—=z|, c’est & dire z +— =1 i ‘

—x 2 . 1—2x
On obtient donc :

1
RS | 1 1-1 1 1+3 3
/ ——dr= 71 ’ n|—2|=-m 71 2 =3 =m3
1l-z 1—7 2 1+ 3 2 1—7 1-3 3
(2) Soient n € Net x € R et on pose hy,(z) =1+ 2% + 2t + ... + 22"
1
(a) Calculer T2 hn(z) pour x # 1, x # —1.
—x
Pour tout réel =, h,(z) =1+ 22+ ()% + - + (22"
Lorsque ¢ # 1 et & # —1, on a 22 # 1 donc on peut appliquer la formule géométrique :
1— (xQ)n+1
hp(x) = ———5—
(z) .2
d’otlt on tire
1 h 2n+2
1— 22 n(w)_lfo'
11 1 4
b) Mont tout x € |—= ho(z) < 2?2
(b) Montrer que pour tout x [ 22} ST 2 ()_3
11 1 3 1 4
Lorsque x € {—2,2],0na0§x 1 donc Z <l—22<1ldoncl< 1.2 < 3
m2n+2 1
Comme 2n + 2 est pair, 22"*2 > 0 et puisque 1 — 22 > 0, on a 5 = 0 ce qui donne T2~ hn(z) > 0.
—x —x
4 2n+2
Comme 1 5 < 3 et 22"*2 >0, on a aussi il < 3127”2 ce qui donne 'autre partie de I’encadrement.
- — 2
Final t tout z € |-, & < h()42"+2
inalement, pour tout z -, = — hy, - .
P 2'2]7 T 1-g2 3

(3) On pose pour n € N, u, = hn(z)dz. A Paide de 'encadrement (2b), montrer que la suite (up)neny converge et
1
—3
déterminer sa limite.

L’encadrement précédent se réecrit :

11 1 4 1
v . 772n+2<hn <
ze[ 2’2}’ =z 30 Shl@ =15



11
Chaque expression de cet encadrement définit une fonction continue sur {—2, 2} donc par positivité de l'intégrale

1 1 1
R T4, 3 31
/_ mdx — /_ gx dz < b (z)dz < /_ .2 dz.

4 4 2n+3 3 4 1 1
Comme / —x? 2y = — {I } =-X2X n+3 5, on obtient
13 312n+3]_1 3 (2n + 3)22n+ 3(2n + 3)2%»
In3 ! <u, <In3
n3— —————5 <u, <In
3(2n + 3)22n —
1
Comme lim(2n + 3) = +oc et lim 22" = +o0, par produit et inverse de limites, on a lim ———————— = 0. Le théoréme
3(2n + 3)22»

de convergence par encadrement s’applique et donne la convergence de la suite (u,,) vers In 3.
(4) Calculer uz et donner un encadrement de In 3.
Calculons us :

1
3
:/ 14+ 22+ 2*de

P 1
+(L"3+1’5 2

T p— I
5

_1
2

1

L X2+1X2
N 8 5
1

3 32
1 . 263
12 80 240

263

263 1
id I d t suivant In3: — <In3< —
ce qui donne I'encadrement suivant pour In3 910 = n3 < 210 + 336

Exercice 3. On donne les nombres complexes suivants : a = v/2(1 +1) et b =

[N}
S
N

a
(1) Déterminer la forme exponentielle de a, b et —.

- _m .a 5im
a=2""1, b=1e7's puis — = 2e12

b

(2) Déterminer la forme algébrique de %.

V3

1
Le nombre b = - 52 est de module 1 donc (

| S

1 3 1
— 52)(% + 51) =1 et par conséquent :

g_\/?(l—l—i)_\/5(1+i>(\/§+12.)_\/5—\/§+\/6+\@i
b B 2 272 2
V3 1
2 2
P om . (o
(3) En déduire cos <12) et sin (12).
Sim — V2 6 2
L’égalité Qeﬁ:\[2\[+\[;\[i donne donc

cos (1) = Y02 g (77 = VE42

4 12 4

Exercice 4. On appelle f et g les deux fonctions définies sur l'intervalle [0 ; +oo[ par

fl)=In(l+2)—z et glz)=In(l+z)—z+ %



(1) Etudier les variations de f et de g sur [0 ; +o0].
Les fonctions f et g sont toutes deux dérivables sur [0, +o0o[ comme composée et somme de fonctions dérivables.

Pour tout réel x > 0,
1 —x 1 x?
! = — 1= t g S =
F@) =13 Trot @ =gt re= g
On a donc f'(x) <0 < ¢'(x) sur [0, +oo].
La fonction f est donc décroissante sur RT et la fonction g est croissante sur RT.
2
(2) En déduire que pour tout x >0, = — % <Iln(l1+z)<uz.

Par décroissance de f, pour tout réel z > 0, on a f(z) < f(0) = 0 donc In(1 + ) < z.
2

Par croissance de g, pour tout réel x > 0, on a g(x) > g(0) =0 donc In(1 +z) > = — %
L’encadrement demandé est donc acquis.

On se propose d’étudier la suite (u,) de nombres réels définie par :

3 1
u1:§ et Upy1 = up 1—|—2n+1 .

(3) Montrer par récurrence que u, > 0 pour tout entier naturel n > 1.

Pour tout entier n > 1, on note &, la propriété : « u,, > 0 ».
— Clairement u; > 0 donc #; est vrale.

1
— Soit n € N* tel que &7, est vraie. Il est clair que (1 + 2n+1> > 0 comme somme de réels strictement positifs. Par

hypothese de récurrence, u,, > 0 donc u,, (1 + s

) > (0 comme produit de réels strictement positifs.

On a donc u,41 > 0. Ainsi, la propriété &2, 11 est vraie dés que &, est vraie.
— La propriété &2 est vraie au rang 1 et héréditaire a partir de ce rang, elle est donc vraie pour tout entier n > 1,
d’aprés le principe de récurrence sur N.

(4) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n > 1 :

1 1 1
lnunzln(l+2)+1n<1+22)+--~+ln(1+2n>.

. . 1 1
Pour tout entier n > 1, on note 2,, la propriété : « Inu, = In 1—&-5 +In 1—|—2— +o+n (14— ).»

3 1
— Comme Inu; = In 5= In <1 + 2), la propriété 2, est vraie.

1
— Soit n € N* tel que 2,, est vraie. D’aprés la définition de la suite, on a Inu,+; = Inwu, +In {1+ 2"+1> et par

1 1 1
hypothése de récurrence, Inu,, = In <1 + 2) + In (1 + 22) +---+1In <1 + 2n) donc

1 1 1 1
lnun+1:1n<1+2)+1n<1—|—22)+--~+1n<1—|—2n>+ln(1+2n+1>.

Ainsi, la propriété 2,1 est vraie dés que 2, est vraie.

— La propriété 2 est vraie au rang 1 et héréditaire a partir de ce rang, elle est donc vraie pour tout entier n > 1,
d’aprés le principe de récurrence sur N.

1 1 1 11 1 1

A T'aide de la question (2), montrer que :

(5) On pose S,, = % +

1
S, — iTn <lhu, <58S,.
Soit k un entier supérieur ou égal a 1.

D’apres le résultat de la question (2), appliqué avec x = on a l’encadrement

27]67

1 (5)? 1 1
g~y Sl o) <o

En additionnant membre & membre ces encadrements pour k = 1,k = 2,... jusqu'a k = n, on obtient

1
Sn - §Tn S lnun S Sn~



(6) Calculer S, et T}, en fonction de n. En déduire lim S, et lim T,.
n—-+oo n—-+oo

Soit n € N*.

. . . 1 1 )
Les sommes S,, et T}, sont des sommes géométriques de raisons respectives 3 et 1 La formule géométrique donne :

X

Sy =

DN =

1-4 1 11— 1 1
L =1——etT, ==X T =-(1-—
1-1 2n 47 1-1 73 4n

1 1 1
Comme lim — =lim— =0,on alim§, =1et im7T,, = —.
n 4n 3

(7) Etude de la convergence de la suite (uy,).

(a) Montrer que la suite (u,,) est strictement croissante.

u
La suite (u,) est strictement positive d’aprés la question (3). De plus, pour tout entier n > 1, on a il

Unp,

1
1+ GUESY > 1 donc up41 > U

La suite (u,) est donc strictement croissante.

(b) En déduire que (u,) est convergente. Soit ¢ sa limite.
Le terme S, est une somme géométrique de termes strictement positifs donc la suite (.S,,) est strictement croissante.
Elle est par ailleurs convergente de limite 1.
Le théoréme de convergence des suites monotones assure alors que la suite (.5,,) est majorée par 1 donc pour tout
entier n > 1, Inu, < S, < 1. Cela entraine que pour tout entier n € N*, u, < e! et donc la suite (up) est
majorée.
Etant, de plus, strictement croissante, elle est convergente.

(c) On admet le résultat suivant : si deux suites (v,) et (wy,) sont convergentes et telles que v, < w, pour tout n

entier naturel, alors lim v, < lim w,.
n——+4oo n——+4oo

5
Montrer alors que G <Inf <1 et en déduire, un encadrement de £.

On a obtenu a la question (5), 'encadrement suivant
N 1
Vn € N*, S, — §Tn <lhu, <5,.

Comme la suite (u,) converge vers £ en étant strictement croissante, le nombre £ est strictement positif donc la
suite (Inw,) converge vers In ¢. Chacune des suites intervenant dans I'encadrement précédent est donc convergente
ce qui permet d’appliquer le résultat admis :

<limlnu, =In¢ <lim S, = 1.

lim(S,, — %Tn) =1-

=
| Ut

5
donc G <1Inf <1 et par conséquent es < ¢ < el.

Exercice 5. On dispose d’un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 & 6. On désigne par py la probabilité d’obtenir,
lors d’un lancer, la face numérotée k (k est un entier et 1 < k < 6).

Ce dé a été pipé de telle sorte que :

e les six faces ne sont pas équiprobables,

e les nombres py, po2, P3, P4, P5, Pg, dans cet ordre, sont six termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison r,

e les nombres pi1, p2, ps dans cet ordre, sont trois termes consécutifs d’une suite géométrique.

k
(1) Démontrer que : p; = 57 pour tout entier k tel que 1 < k < 6.

La probabilité que 'une des faces apparaisse est 1. Cette probabilité est aussi égale & p; + p2 + ps + p4 + p5 + pg donc
p1+p2+p3+pst+ps+ps=1
Les nombres p1, p2, p3, pa, Ps, Ps, étant six termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison r, on peut écrire
p2 =p1+71, p3 =p1+2r, ps =pl+3r, ps =p1 +4r, et pg = p1 + 5r.
Les nombres py, p2, ps étant, dans cet ordre, trois termes consécutifs d’une suite géométrique, on peut écrire

p2 P4 2 _
— = — 0u encore p5 = pP1p4.

b1 D2



Cette derniére donne I'équation (p; + r)? = pi(p1 + 3r) qui aprés développement se réduit a 2p;r + r2 = 3pir soit
r? = pir.

Or 72 = pyr équivaut a r =0 ou p; = r.

Le cas r = 0 conduit a p; = po = p3 = p3 = ps = ps = pe en contradiction avec la premiére condition de 1’énoncé : les
six faces ne sont pas équiprobables!

Le bon cas est donc p; = r et par conséquent ps = 2r, p3 = 3r,pg = 4r, p5s = br,pg = 6r et la condition p; + ps + p3 +

pa+ps+pe = 1 implique que (14+2+4+3+4+5+6)r =1 donc r = o1 et cela fournit les valeurs attendues par I’énoncé,

a savoir py = o1 pour tout entier k tel que 1 < k < 6.

(2) On lance ce dé une fois et on considére les événements suivants :
— A : «le nombre obtenu est pair »
— B : «le nombre obtenu est supérieur ou égal a 3 »
— C: «le nombre obtenu est 3 ou 4 ».

(a) Calculer la probabilité de chacun de ces événements.

24446 12 4 3+4+5+6

Tl est clair que P(A) = pa+pa+ps = —, de méme que P(B) = p3+ps+ps+ps =

18 6 3+4 721 1_5_7 21
57—l =ptp= =5 =3
(b) Calculer la probabilité que le nombre obtenu soit supérieur ou égal a 3, sachant qu’il est pair.
P(ANB)  pitps 10 5

La probabilité demandée est Pa(B) = PA) = i 16
P2 T P41 Pe

(c) Les événements A et B sont-ils indépendants ? Les événements A et C sont-ils indépendants ?

24 10
=5 #+ CTi P(ANB) donc A et B ne sont pas indépendants.

4 4
De méme, P(A)P(C) = 31 et P(ANC) =py = o1 donc les événements A et C' sont indépendants.

Les calculs précédents montrent que P(A)P(B)

(3) On utilise ce dé pour un jeu. On dispose :
e d’une urne U; contenant une boule blanche et trois boules noires,
e d’une urne U, contenant deux boules blanches et une boule noire.
Le joueur lance le dé :
e g’il obtient un nombre pair, il extrait au hasard une boule de I'urne Uy,
e g’il obtient un nombre impair, il extrait au hasard une boule de I'urne Us.
On suppose que les tirages sont équiprobables et le joueur est déclaré gagnant lorsqu’il tire une boule blanche, on note
G cet événement.

(a) Déterminer la probabilité de I’événement G N A, puis la probabilité de I’événement G.

La formule des probabilités conditionnelles donne P(G'N A) = P4(G)P(A). Calculons P4(G), probabilité de tirer
une boule blanche sachant que le dé montre une face paire, c¢’est a dire encore la probabilté de tirer une boule
blanche salchant que l'on choisit 'urne Uli 1l i a ulne boule blanche parmi les quatre boules de 'urne U; donc
P4(G) = 7 Par conséquent, P(GN A) = 1X7=7

Le tirage d'une boule blanche peut étre réalisé soit dans 'urne Uy, soit dans I'urne Uy done G = (GNA)U(GNA)
et puisque A et A sont incompatibles, P(G) = P(GN A) + P(GN A).

Calculons P(G N A) comme on a fait pour P(G N A). La probabilité de tirer une boule blanche sachant que le dé
montre une face impaire est la probabilté de tirer une boule blanche sachant que ’on choisit I'urne Us. Il y a une

2 4 3
boule blanche parmi les trois boules de 'urne Uy donc Px(G) = 3 Comme P(A)=1—P(A)=1—-=—,0n

T T
— 2 3 2
ient a P A)=-x-=—.
parvient & P(G N A) 3 Xz ==
. 1 2 3
La conclusion est donc P(G) = z + ==

(b) Le joueur est gagnant. Déterminer la probabilité qu’il ait obtenu un nombre pair lors du lancer du dé.
On sait que le joueur est gagnant donc on sait que la boule tirée est blanche.

On cherche donc la probabilité d’avoir obtenu une face paire sachant que la boule tirée est blanche , c’est donc

P A 1
P (A). La formule des probabilités conditionnelles donne Pg(A) = (PG((F;)) =< =

3

~Jleo|~al—
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Devoir surveillé 2.

Veillez a bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points.

Soignez votre écriture et votre rédaction, faites des phrases complétes et | encadrez vos résultats.

Le malus de 2 points pour les copies mal rédigées sera appliqué.
La durée de I’épreuve est de 4 heures.

Aucune sortie avant la fin de I'épreuve.

Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte quatre exercices indépendants.

Exercice 1. Applications directes du cours.

(1) Résoudre dans C I’équation : 922 — 3(3 — i)z +4 — 3i = 0.
Le discriminant du trindme est A = (3(3 —4))?2 =4 x 9 x (4 —3i) =9 x 2 x (—4 + 3i).
1l suffit donc de rechercher les racines carrdes complexes de —4 + 3¢ pour obtenir celles de A. Déterminons les racines
carrées complexes de —4 + 3i sous la forme x 4 yi :

ZCQ _ y2 = 4
(x+yi)? = —4+3i = 2y = 3
?+y* = 5
@ = 4
= v o= 3
vy = 3
1 1
r = —= r = ——=
— 2 ou oy
y = 5 y = -5
Les racines carrées complexes de —4 + 3¢ sont donc
1434 1+ 3¢
et

vz V2

Pour déterminer, les solutions de 1’équation initiale, on peut donc prendre comme racine carrée complexe de A le

nombre 143
7
§=3x%xV2x =3(1+3i
=31+
On trouve alors les solutions
1—2¢ o 2414
3 3

(2) Soit n un entier supérieur a 2 et 6 un réel tel que # n’est pas multiple entier de 2.
Simplifier la somme cos(#) + cos(26) + cos(36) + - - - + cos(nd)
Voir le cours. On trouve, aprés passage aux exponentielles complexes et parties réelles,

1= ein9
Cn = He (elel_eie>




(3) Résoudre, par la méthode de Gauss, le systéme linéaire :

r -2y 4z +t = 1
(S$):¢ = +2y +z -t = -1
r —2y 4z 45t = 5
r =2y 4z +t = 1
(S) — 4y =2t = =2 Lo+— Ly—1,
4 = 4 Ly +— L3 — 1y
r =2y 4z 4+t = 1
— 2y -t = -1
t = 1
x +z = 0
= Y = 0
t =1

Le systéme (5) admet donc une infinité de solutions données par les quadruplets (z,0, —z,1) ot x parcourt R.

(4) Déterminer des réels a,b,d tels que pour tout réel x,
(sinz)* = a + bcos(2z) + d cos(4x).

Appliquons la méthode du cours en utilisant les formules d’Euler :

(sinz)* = ( >
L
6

( dix 46277" +6 46—2117 _|_e—4im)

—_

1
:1—6(6 8 cos 2x + 2 cos 4x)
On trouve donc 5 1 1
N
=2 2 cos(2z) + = cos(da).
(sinz) < 3 cos(2x) + SCOb( x)

Exercice 2. Pour tout n € N*, on pose

Si(n)=1+2+34+---+n
So(n) =12 +2> 43>+ +n’,
S3(n)=1>+2*+3% +... +n?,

et de fagon plus générale, si p est un entier naturel
Sp(n) =17+ 2P 4+ 3P + ... 4 nP.

(1) Rappeler, sans justifier, I’expression de S7(n) en fonction de n.
n
Si(n)=14243+--+n=——

n(n+1)(2n + 1).

(2) Montrer que pour tout n € N* Sy(n) =

6
1)(2 1
Pour tout n € N*, notons &, la propriété : « Sy(n) = nin + )6( nt ) »
1x2x3
— Pourn=1,0na S(1)=12=1et — = 1 donc #; est vraie.

— Soit n € N* tel que &, est vraie. Montrons que &, ;1 est vraie.



Sa(n+1) = Sa(n) + (n+ 1)*
_n(n+ H(2n+1)

6
:n—le (2n* +n+6(n+1))

n—+1

= 5 (2n +7n+6)

+ (n + 1)2d’aprés 'hypothése de récurrence

Le trinome 2X2 + 7X + 6 admet —2 comme racine évidente (2 x 4 — 14 4+ 6 = 0) donc, puisque le produit des racines
3
est 3, l'autre racine est —3 Par suite, ce trinome se factorise en 2X2 +7X +6 = 2(X +2)(X + 2) = (X +2)(2X +3).

(n+1)(n+2)(2n + 3)
6

Ainsi, So(n+1) = et #,11 est donc vraie dés que &, est vraie.

nn+1)(2n+1)
G :

— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*, Sy(n) =
(3) Montrer que pour tout n € N*, S3(n) = (S1(n))?.

Pour tout n € N*, notons &2, la propriété : « Sz(n) = (S1(n))2. »

— Pour n =1, 0n a S3(1) =13 =1 et (S1(1))? = 1 donc £ est vraie.

— Soit n € N* tel que &, est vraie. Montrons que &, ;1 est vraie.

S3(n+1) = S3(n) + (n+1)>

= (S1(n))? + (n + 1), d’aprés ’hypothése de récurrence
= (S1(n))2+ (n+1)>*n+1)
=(S1(n)2+nn+1)%+(n+1)?2

nn+1)
2

(S1(

(S1(

(S1(

=(Si(n))*+2x (n+1) x + (n+1)?
= (51(n))? +2 x (n+1) x S1(n) + (n+ 1)?
= (S1(n) +n+1)32

= (S1(n +1))?

Ainsi, &, est vraie dés que &, est vraie.
nn+1)(2n+1)

— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*, Sy(n) =

6
(4) Soit n € N*. Montrer I'égalité 851 (n)3(n + 1) + 1251 (n)%(n + 1)2 + 851 (n)(n + 1)% = (n + 1)*(n3 + 3n? + 4n).
1
Posons A = 851(n)?(n + 1) + 1251(n)*(n + 1)* 4+ 851(n)(n + 1)*. Comme Si(n) = @7 on a
3 1)3 2 1)2 1
A=8(n+1) [”(”2:)} +12(n +1)? [”(”;)} 84 1) {n(n;)]

=n*(n+1)*+3n*(n+ 1)* +4n(n + 1)
= (n®+3n? +4n)(n+1)*

(5) Montrer que pour tout n € N*, S5(n) + Sz(n) = 2(S1(n))*.
Pour tout n € N*, notons &2, la propriété : « S5(n) + Sz(n) = 2(S1(n))*. »
— Pour n =1, 0n a Ss5(1) + S7(1) = 1° + 17" = 2 et 2(51(1))* =2 x 1* = 2 donc P, est vraie.
— Soit n € N* tel que &, est vraie. Montrons que &, ;1 est vraie.



Ss(n+1) + S7(n+1) = Ss(n) + (n +1)° + Sz(n) + (n + 1)7

)
=2(S1(n))* + (n+1)° + (n +1)" d’aprés 'hypothése de récurrence
=2(S1(n)* + (n+D*n+14+ (n+1)%)
=2(S1(n)* + (n 4+ D)2 + 4n + 3n* + n?)
=2(S1(n)* + (n+ 1)*(n® + 3n® +4n) +2(n + 1)*
=2(S1(n)* +851(n)3(n + 1) + 1251 (n)%(n + 1)* + 851 (n)(n + 1)> + 1)4
=2((S1(n)* +451(n)*(n + 1) + 651(n)*(n + 1)* + 451 (n)(n + 1)* + 1(n + 1))
=2(Si(n) + (n+1))*
=2(S1(n+1))*

Ainsi, &, 11 est vraie dés que &, est vraie.
— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*, S5(n) 4+ Sz(n) = 2(S1(n))*.

Exercice 3. Bob, John et Samuel sont auditionnés par la police a la suite d’un crime commis par I’'un d’entre eux. Tous les
trois font chacun deux affirmations. Les voici :

Bob dit : « — Je suis innocent. John est aussi innocent. »

John dit :« — Bob est innocent. C’est Samuel, le coupable. »

Samuel dit : « — Je suis innocent. C’est Bob, le coupable. »

Par la suite, les enquéteurs établissent avec certitude que 'un d’entre eux a fait deux affirmations vraies, un autre a fait
deux affirmations fausses et le troisiéme a fait une affirmation vraie et 'autre fausse. Qui est coupable ?

On procéde par élimination des cas.

— Supposons que les deux affirmations de Bob soient vraies, ce sera notre premier cas. Dans ce cas, le coupable serait
Samuel. Mais alors, les deux affirmations de John seraient vraies aussi et cela serait en contradiction avec ce que les enquéteurs
savent : un seul des trois a fait deux affirmations vraies. Notre premier cas n’est donc pas le bon.

— Supposons maintenant que les deux affirmations de John soient vraies, ce sera notre second cas. Samuel serait encore
le coupable. La encore, les deux affirmations de Bob seraient vraies aussi et cela serait en contradiction avec ce que les
enquéteurs savent : un seul des trois a fait deux affirmations vraies. Notre premier cas n’est donc pas le bon.

— Par conséquent, celui dont les deux affirmations sont vraies est Samuel. Donc Bob est le coupable.

Exercice 4. Soit n € N un entier naturel fixé et w = cos(2311) + isin(QfL:1 ). On pose z = 3 +w + w? + w® + -+ + w".

(1) Simplifier la somme 1+ w +w? + w® + -+ + w?".

Comme w # 1

1— w2n+1

l+w+w’ 4 +w=———=0
1-w

puisque w21 = (eznF1)2n L = 1,

1 /fw"—1
2) Mont =—(—).
(2) Montrer que z 5 (w”—i—l)

n

1 , (
@'+ Dz = s +wtw?+ul o bl R LW

1 n
:—5+1+w+w2+w3+~~~+w”+%+w"+1+w”+2+w”+3+m+w2n

w" —1 ,
=5 tltwtw o

w—1
=3 puisque 1+ w 4+ w? + -+ +w?" = 0.

1 /W —1
d’ou légalité 2 = — .
ou l'égalité z 2<w”+1)

(3) En déduire que, pour tout entier k € N, z2* est réel et z

_ 1 /w" =1 1 /w"—1
z = —_— —_ -
2 \w"+1 2\w"+1

2k+1 et imaginaire pur.

Veérifions que z = —z.



1
Comme |w| =1, on a@w = — donc
w

et par conséquent, pour tout entier k € N,

ZW _ 22k _ (72)2]6 _ ZQIc

donc 2% € R, et de méme,

W _ 52k+1 _ (_Z)2k+1 _ _Z2k
donc 2%+t est imaginaire pur.
2 + 1 2n+1
4) Mont =—1.
(4) Montrer que (22 — 1)
D’apres la question (2),
-1 2w™ -1 —2
22+1:w =Y et2r-1=2 —1=
w41 w41 w41 w41
donc
2z+1
22 -1
et par conséquent
2n+1
2 1
(22 i_ 1) _ (_wn)2n+1 _ _(w2n+1)n - 1" = _1.
1

Exercice 5. Soient f la fonction numérique définie sur R par f (z) = t (up,) la suite de nombres réels déterminée

———e
) ) V1422
par u0:/ f (z)dz et pour tout n € N*, un:/ 2" f (x) da.

0 0

On rappelle le théoréme d’intégration par parties : si u et v sont des fonctions de classe € sur [a, b] alors

b b b
/ u’(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]af/ u(t)v' (t)dt

ol [u(t)v(t)]z = u(b)v(b) — u(a)v(a).
On considére la fonction numérique F' de la variable réelle x définie par :

F(x):ln<x+ x2+1>

Pour tout réel A strictement positif, on note A () I’aire (exprimée en unité d’aire) du domaine constitué par I’ensemble des
points M (z,y) tels que :

A<z <2\ et 0<y<f(x)
(1) Exprimer A (\) sous forme d’une intégrale.

AN = —dt
» A VI+t?

(2) Déterminer I'ensemble de définition de F' et montrer que F est une primitive de f sur R puis exprimer 4 (A) en fonction
de A

Par stricte croissance de la fonction t — /%, pour tout = € R,

V1+a2>va?=|z| > -z

donc V1 + 22 +z > 0. La fonction F est donc définie sur R. Elle est dérivable comme somme, produit et composée de
fonctions dérivables et sa dérivée est donnée par

z+1+a?

TSN ST

_@rvite?y 1t A _
T+ V1+ a2 r+V1i+22 x+VI+22 V1422

Fl'(z) =




donc F' est bien une primitive de f.
Soit A € R.

AN =F(2)) — F()\)
—1In (2)\ /A2 1) —In </\ Vv 1)
o [V AL
B A+ VA2 F1

(3) Calculer ug et u.

1 1 1 1
uO:/ f(x)dz = F(1) — F(0) = In(1 + V2) puis u1:/ xf(x)dx:/ (V1+22)dz = [\/1—1—:52] =Vv2-1
0 0 0 0

(4) A l’aide d’une intégration par parties, calculer us.
3

x s T
=2z

V1+a2? \/1—1-352)

Posons u(z) = 1+ 22 et v(z) = 22 : les fonctions u et v sont définies et de classe €' sur [0,1]. Le théoréme

d’intégration par parties donne alors

(On pourra remarquer que

L

= ——d

us3 /Ox i
1

z/ o' (x)v(z)dx

0
= [u(z)v(z)]y — /0 1 w(z)v' (x)dz
1
Vo / 22y/1+ 22dz
2\/5—/01 E(l—&—ﬁ)ﬂldx
—Va- B(Haﬂ)%y
—VEi-SVi+:

_2-\2
3

0

(5) Déterminer le sens de variation de la suite (u,), montrer que la suite (u,) est convergente. (On ne cherchera pas sa
limite dans cette question)

Pour tout n € N* et tout = € [0,1], 0 < 2" < 2™ donc 0 < 2! f(x) < 2" f(x) puisque f(x) > 0. Par positivité de
Iintégrale, on peut donc affirmer

1 1
0< / " f(x)de < / 2" f(x)da
0 0

c’est a dire 0 < uy41 < u,. La suite (u,) est donc décroissante et positive. Décroissante et minorée par 0, la suite est
convergente d’aprés le théoréme de convergence monotone.

1
(6) Montrer que, pour tout n € N*, 0 < wu,, < ——. (On pourra commencer par établir I'encadrement 0 < z" f(z) < 2"

n+1
pour tout z € [0, 1].)

La premiére partie de ’encadrement est déja obtenu : la suite (u,,) est positive. Pour I'autre partie, il suffit de remarquer
que f(z) <1 pour tout = € [0,1]. Par conséquent, pour tout n € N* et tout « € [0,1], 2" f(z) < 2™ donc par positivité

de l'intégrale
1 1]t 1
Up < z"dx = =
0 n + 1 0 n —|— 1

(7) Déterminer alors la limite de la suite (u,,).

1
Comme 0 = lim L on peut affirmer que la suite (u,) converge vers 0 d’aprés le théoréme de convergence par
n

encadrement.



1
(8) Pour tout n € N tel que n > 3, on pose I, = / 2" 2V/1 + 22dz.
0

(a) Etablir, pour n > 3, 'égalité u, + uy—o = I,.
Soit n € N tel que n > 3.

1
Up + Up—o = / (" + 2" 2) f(x)dz
0

[ ()
= €T d{E
0 1+ 22
1
= / 2" 3/1 4+ 22de =1,
0

(b) A P'aide d’une intégration par parties, établir, pour n > 3, I'égalité nu, + (n — 1)u,_» = /2.
Cette question sera hors-baréme : il y avait une erreur d’énoncé puisque la bonne égalité o obtenir est nu, + (n —
Dn_2 = /2. Les étudiants qui auront utilisées 1’égalité de I’énoncé par la suite ne seront pas pénalisés.
Soit n € N tel que n > 3.

1
nu, = nx"
0

1
—dx
V14 22
1 ) "
= ne" | —— | dzx
/0 <\/1+x2>

donc nu, +n(n — 1)u, = nv2 —n(n —1)u,_» c’est a dire n?

n#0:

Up = nv2—n(n—1)u,_s et aprés simplification par

nu, = V2 — (n—1Dup—o
qui est ’égalité & obtenir.
(c) En déduire, pour n > 3, 'inégalité (2n — 1)u, < /2.
La positivité et décroissance de la suite (u,,) permet d’ffirmer que pour tout n € Ntel quen > 3,0 < u,, < up,_1 <
Upy—o donc
(2n — Duy = nup + (0 — Duy <nuy + (n— 1uy—o = V2

(d) Conclure quant a la limite de la suite (nuy,).
L’inégalité précédente se réecrit

2 1 1 1
nun<£—|—7un=—+7un

=2 "2 V2 2

Il nous reste a minorer judicieusement nu,, : pour tout = € [0, 1], v/1 + 22 < /2 donc f(z) > uis 2" f (z) >

Sl

1
ﬁ p
et par positivité de I'intégrale, on peut écrire
Uy > /1 ﬁda: = B
“Jo V2 (n+1)Vv2

donc
n

(n—l—l)\@'

nun Z

On parvient donc a ’encadrement

n 1 1
————F—= < nuy < —= + SUp.
(n+1)Vv2 V2 2
Comme limwu,, =0 et lim —— = 1, on a
n+1
. n .1 1 1
lim —— =lim— + —u, =

(n+1)Vv2 V2 2 ﬁ

donc limnu,, = ‘aprés le théoréme de convergence par encadrement.

1
—d
V2



Mathématique ECS 1
22 nov. 2014

Correction du devoir surveillé 3.

Veillez a bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points.

Soignez votre écriture et votre rédaction, faites des phrases complétes et ’ encadrez vos résultats. ‘

Le malus de 2 points pour les copies non soignées ou mal rédigées sera appliqué.
La durée de I’épreuve est de 4 heures.

Aucune sortie avant la fin de I’épreuve.

Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte cinq exercices indépendants.
Laissez une demi-page de garde pour les observations.

Exercice 1. Applications directes du cours.

(1) Soit n € N. Montrer les égalités suivantes :
2n 2n 1 2n ot 1 2n\  (2n+1 9 2n
n n—1) n+1\n n+l\n/) \n+1 n+1
Pour la premiére égalité
2n\ [ 2n ) _ (2n)! (2n)!
n n—1)  nalnl  (n—1!n+1)!
(2n)! n
= 1 —
nln! n+1
1 2n
T n+1\n

(QSJ 11) a 2(712: 1) B ((jj—i)l!;!! " (n —21()2!?er+ 1)!

_ (2n)! (2n+1 ) )

et pour l'autre

nln! \n+1 n+1

1 2n

Cn41\n

. . . . . 2 zlnz .
2) A l'aide d’une intégration par parties, calculer 'intégrale dz. On pourra étre amené a déterminer des réels
(1+ 22)2
1 X
a, b, c tels que pour tout réel z non nul
1 a bxr+c

—— =t ——
x(14+22) = 1422
Commengons par trouver les réels a, b, ¢ suggérés par I'indication : pour tout réel x non nul

1 71+.’L‘27:L‘2 1 T

c(1+22) z(l4+22) = 142

0 it zlnz —2z " (—=Inx)
n remarque ensuite que =
a TOaren " @ra2 ™ 2
-1 1
On pose u(z) = (=Inz) et v(z) = T2 les fonctions u et v sont de classe €1 sur [1,2]. Le théoréeme d’intégration
x

par partie donne



[ G = [ o @e = el - [ s
- 2(<11+n§2)>] ‘/12de

- %ﬁi%]+ézwi_lfﬁ)m

[ (~Inz) Inz 1 9 2
- BT w1
0+er T2 T2 X))
(=In2) 2 1 In2
- - s+
10 * 2 4
_ 13In2-5In5
B 20

n n
(3) Soit n € N*. Simplifier les sommes Z <Z> et Z(—l)k (Z)
k=0 k=0
Voir cours.

(4) Simplifier la somme double Z Z (?) (Z>

=0 i=j J
La somme double se réecrit avec le systéme d’indice 0 < j <4 < n donc

SE00- 2 00-5500-2[050] 50

]:O =3 i= ] (3

(5) On entre, dans une console Scilab, les instructions suivantes :

-->> a= [4:5’1:_3,4:173’2]; b= [2:1,7:271:1,1;2]; c= [8:570:_3’4:1,6’2];
-->> d=(c.*b)./a; e=d(8:-1:1)

Quel est le résultat affiché lorsqu’on valide la deuxiéme ligne ?
Normalement, on obtient le vecteur 2. 2. 1. 1. 2. 0. 1. 4.

im
7

Exercice 2. Soit § =e

(1) Calculer la somme : 1 — 3+ 8% — 33 4+ g* — 35 + 36.
C’est une somme géométrique de raison —f et il est clair que g # —1 donc

1+ 7

=0.
1+p

L= B+p% =g+ 8 =5+ =
1
R

La relation précédente donne I'égalité 32 — 2 + 3 = 1+ 4 — 35+ 5 = 1+ 83(8% — B2 + B) qui donne encore
(B3 = B2+ B)—B3(B> - B2+ B) = (1 —3%) (B> — B2+ B) = 1 pour en tirer

(2) En déduire que : 3 — 32 + 8 =

1
3 2 _
g =48 =
(3) Déterminer alors la valeur de cos T — cos 2F + cos 2Z.

Il est clair que cos % — cos % 7 T 1 cos 3T = Re(B® — 5% + B).

1
Evaluons donc Re (1—53) :

1 o 1 o 1 o 1 « —e ;e_fiﬂ _ 1 " e“ff

1-— 63 1— e%ﬂ e S X 21 X S]n( ?{Z) 2 Sin(—%) 2 Sin(:il)



donc

Re 1 1 " cos(4%) 1 " cos(Z — 37) 1 y sin(37) 1
1-p3 2 sin(3) 2 sin(37) 2 sin(3%) 2
ce qui permet de conclure
T 27 n 3m 1
COS — — COS — +Cos — = —
7 7 T2
Exercice 3. Soient n € N* et x1, 29, ..., z, des réels strictement positifs. L’objectif de I’exercice est de démontrer [’inégalité
arithmético-géométrique :
< —
(M=) <13
k=1 k=1
(1) Montrer que pour tout réel x > 0, Inx < x — 1.
Doit vous paraitre classique : étudier les variations de z +— Inx — x + 1
1 n n T
2 = . k1) =o.
(2) On pose m - Zxk Montrer que Z (m 1) 0
k=1 k=1
n T 1 n n 1
k
7_1>:7 e — l=—xnm—-n=0
()=S0 s
k=1 k=1 k=1
- x
(3) En déduire que Z In (—k> < 0 et conclure.
k=1 m
D’apres la question (1),
Tk x
Vk € [1,n], In (—k) <=k
m m

donc en sommant ces inégalités membre & membre, on obtient

n

Sn(2) <3 (% 1) <o

Pour conclure, on applique la fonction exponentielle, croissante sur R, & chaque membre pour obtenir

n
k=1

(f) - (%)

et la fonction racine n®™® étant croissante sur R, on obtient

n % 1 n
(H xk> < - Z T
k=1 k=1

x
<el=1

33

ce qui donne encore

1 1
Exercice 4. Pour tout entier k& € N et tout entier n € N, on pose J(k,n) = / 2*(1 — z)"dz et J(k,0) = / a*dz.
0 0
(1) (a) Calculer, pour tout entier k € N, J(k,0) et J(k,1).

1
k,0) = ——
J(k,0) kE+1
et
1 1

T 1) = Tk, 0) = J(k+1,0) = =9 — 405 = G DG 1 9)




(b) Montrer que quelque soient les entiers k € N et n € N,

k41
J(k +1.n) = ni J(k,n+1).

xk-‘rl
kE+1

On procéde par intégration par parties avec les fonctions polynémiales z +— et v —(1—x)"t!:

E+1 k+1

ahtt +1 ' Lok +1
= |- (1—2a)" } —|—/ (1 — )" da
et

=0+ J(k,n+1).

1 1 k+1
nt J(k+1,n):/ T+ 1)(1 —2)"dx
0

(2) Etablir, quelque soient les entiers k € N et n € N, I’égalité

n!
(k+1)(k+2)...(k+n+1)

J(k,n) =

n!
ErUk+2).. htntl)

Pour tout n € N, on note &, la propriété « Vk € N, J(k,n) =

— les propriétés &, et &, ont été vérifiées a la question (la).
— Soit n € N tel que &, est vraie : on suppose donc

n!

vkEN, Jn) = Ry GnT D)

D’aprés la question (1b) :
n+1

J(k,n+1)= P

J(k:+1 n)

et par hypothése de récurrence
n!

k+2)(k+3).. (ktn+2)

J(k+1,n)=
donc
ntl n! B (n+1)!
k+1 (k+2)(/€+3)...(kz+n+2) S (k+1)(k+2).. . (E+n+2)

donc &, 41 est vraie dés que &, est vraie.
— Le principe de récurrence permet de conclure que la formule proposée est vraie pour tout couple d’entiers naturels

J(k,n+1) =

(k,n).
n
(3) Le but de cette question est de simplifier la somme S,, = Z(—l)k <Z> T utilisant le résultat précédent.
k=0
1 1
(a) Calculer / t?*dt et en déduire que S, = / (1 —t*)"dt.
0 0 1
Un calcul de primitive élémentaire donne / t?kdt = . On a donc
o 2% + 1
n o\ [ 1/ n n 1
= Z(l)k< ) / 2k dt = / Z(l)k< >t2k dt = / (1— ) dt
k=0 K/ Jo 0 \k=0 k 0

puisque Z ( > Y=k = (1 — 2",

(b) En remarquant que (1 —t%)" = (1 — ¢)"(1 + ¢)", montrer que S,, = Z (n) J(k,n)

S, = /01(1 — )" (1 4+ t)"dt = /01(1 - t)”i ( )tkdt Z (Z) / —tnikdr = zn: (Z) J(k,n)

k=0



(c) En utilisant le résultat de la question (2), établir 1’égalité

Sw%%(sz;) 2n+1 'Zn:<2n+1>

=0

n

Sn=5i<z)ﬂhn):§:<:>@+1xk+2;{(k+n+n

k=0

! n!
:I;Jk!(n_k)! x (k+1)(k+2)...(k+n+1)

(nh? & (2n +1)!

(]

T @) & (ke n+ Dl —k)
o (n)? " 2n+1
B (2n+1)!kz_0<n—k>

puisque (2n+ 1t = (%:’jkl)

(k+n+D(n—Fk)
Le changement d’indice j = n — k donne alors

2 2n—|—1 2n +1
Sn = 2n+1'z< ) 2n+1'z< )

la deuxieme égalité s’expliquant par le fait que I'indice de sommation est muet.

(d) Montrer 'égalité : Z ( n]:— ) = Z (n J:L1++ k:)

k=0 k=0

2 1 2 1 2 1
Pour tout k € [0, n], la formule de symétrie donne (:jk) = <(2n . 1T>L ir (n— k:)> = (n :;:_ 1) donc

E”: 2n+1 _2”: 2n+1\ ~~( 2n+1
ko) n—k) —\n+k+1

k=0 k=0
o 92n
(e) En déduire que S, = W
On sait, d'une part, que i <2n2_ 1) = 22"+ ot d’autre part
k=0

2n+1 9 +1 n 2 +1 2n—+1 9 +1
> ()2 () 2 ()

k=0 k=0 k=n+1

ou la deuxiéme somme du membre de droite peut étre réexprimée grace a un changement d’indice j = k—(n+1) :

2§1 (271—1—1) _z”:( 2n + 1 )
k=n+1 k j=0 ntlt)

de sorte qu’avec le résultat établi en (d), on parvient a

. /on+1
22l =9 :
S (7

Par conséquent,
g _ (n!)? 92 _ 22n " n!xn! 22n
" (2n+1)! C2n4+10 (2n)! 0 @2+ 1))




Exercice 5 (d’aprés Bac C, 1983). Soit g la fonction définie sur R par

o1

(1) Expliquez pourquoi g est dérivable sur R et donnez ’expression de ¢'(z).

1
La fonction g est dérivable sur R comme primitive de la fonction continue ¢ — 5 Par conséquent,
Vr eR, ¢'(z) = !
’ 1+ 22

(2) Soit h la fonction définie sur R par h(z) = g(z) + g(—=x).
(a) Expliquez pourquoi h est dérivable sur R et donnez l'expression de h'(x).

La fonction h est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables sur R :

Ve e R, W(x) =g (x)— ¢ (—z)=0

(b) En déduire que h est une fonction constante que l'on précisera. Qu’en déduisez vous sur la fonction g ?
Comme h' est nulle sur R, la fonction h est constante sur R donc

Vz € R, h(x) = h(0) = 2¢(0) =0
et par conséquent
vz € R, g(—x) = —g(z)
ce qui montre que la fonction g est impaire.
(3) Soit maintenant la fonction f définie sur | — 7, 5[ par f(x) = g(tanz).
(a) Expliquez pourquoi la fonction f est dérivable et donnez l'expression de f’(z). En remarquant que f(0)
déterminez alors une expression simple pour f(x).

La fonction f est dérivable sur | — 7, [ comme composée de fonctions dérivables et

:O’

1
Ve €] = 3,00 £@) = (14 tan? 2)g (tan) = (14 tan? ) x 1 =1

/f )+/0w1dt:w.

1
(b) On pose I = / mdt. A Taide de la question précédente, déterminez la valeur de I.
0

On en déduit que, pour tout réel z €] — 7, 7,

On remarque que I = g(1) et d’aprés ce qui précede g(1) = f(tan §) = 7 donc [ = 7.
(4) Pour tout entier naturel n, on considére les intégrales suivantes :

1
I, = / (1 —t3H"dt et J, :/ t2(1 — t*)"dt.
0 0

(a) Exprimer I,,11 en fonction de I,, et J,.

1 1 1
Inia :/ (1—t2)"“dt:/ (1—t2)”(1—t2)dt:/ (1—t2)”dt—/ 21 —dt = I, — J,
0 0 0 0

(b) A P'aide d’une intégration par parties, établir, pour tout entier naturel n, la relation

In+1 = 2(n + 1)Jn
(on pourra remarquer que t>(1 —t2)" =t x t(1 — t2)").

1— t2 n+1
On pose u(t) = tetv(t) = _(Q(Jr)l) : les fonctions u et v sont de classe € sur [0, 1]. Le théoréme d’intégration
n

par parties donne :

n = /01 (1 — ) dt = /01 u(t)v' (t)dt

1
fulto(e)]} — / o (£)o(t)dt

- 1 (1 _t2)n+l
_/O 2(n+1) dt

d’ot on tire I,,41 = 2(n + 1)J,.



(c) Etablir alors une relation de récurrence entre I,, 1 et I,,.
Des relations obtenues en (a) et (b), on obtient, pour tout entier n,
1 2(n+1)
1, =1,———I it 1, = —727]
n+1 n 2(7’L+ 1) n+1 SO1 n+1 2n+3 n

(d) Montrer alors que, pour tout entier naturel n,
n!

I, =2"
><1><3><5><-~~><(2n+1)

n!

Pour tout n € N, notons &2, la propriété « I,, = 2™ X »
n 1 Prop " 1x3x5x-x(2n+1)

— Puisque Iy = 1, la formule proposée est vraie pour n = 0.
— Soit n € N tel que &, est vraie. D’aprés la relation de récurrence
2 1 2 1 !
(n+1), _2ntD) . n

In - n —
T o3 2n+ 3 Ix3x5x--x(2n+1)

donc ( "
+1)!

Ly = 2" u .

+ “TX3x5x- - x2nt1)(2n+3)

Ainsi, &,,41 est vraie dés que &, est vraie.
— D’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N,
n!
I, =2"x
" Ix3x5x--+x(2n+1)

(5) On définit une suite (u,) par up =1, u3 =1+ T%3 et pour tout entier naturel n > 2, on pose

1 2! n!
=1
U T T a3 x5 T Ix3xhx - x(@nt D)

(a) En utilisant le résultat de la question (4d), montrer que

1
Up = 2/ hy (t)dt.
0

1 (1_t2)n+1
2
i h,, est la fonction défini ] par hy(t) = ——~ 22
ol hy, est la fonction définie sur [0,1] par h,(t) e

D’aprés le résultat précédent, et par linéarité de 'intégrale

L s [N (L— ) Ll 71— 2\"
w=Y g =3 [ O e [ ()
k=0 k=070 0 k=0

11—t 1
Pour tout ¢ € J0,1], 0 < < 3 < 1 donc
1q_ (1—t’-’)n+1 1y _ (1—t2)n+1 1
un:/ %dt:Q/ 722&:2/ By (t)dt.
o 1-15 Jo L+t 0

(b) Etablir, pour tout ¢t € [0, 1], 'encadrement

1—¢2 n+1
o5

= 1+t2 = et

1—t2
= Somr 0SS

Pour tout réel ¢ € [0,1], 0 < 25
de ces encadrements sont positifs, on obtient en multipliant membre & membre,

1_¢2 n+1
0<( 2 ) < !
TR T

n+1 1 1
(i) < 1. Comme tous les membres



(¢) On pose v, = 2I — u,, ot I désigne l'intégrale de la question (3b). Aprés avoir exprimé v,, = 21 — u,, sous forme
intégrale, déduire de (b) un encadrement pour la suite (v,).
La définition de (v,,) donne

1 1 1—t2 \n+1 1 (1=t \n+1
1 1— (=~ ==
Up = 2/ th—/ (Q)dt:/ %dt
o 1+t o 141¢2 o 1412

et la positivité de l'intégrale et 'encadrement obtenu en (b) entrainent

(d) Déterminer alors la limite de la suite (vy,), puis celle de la suite (uy,).

1
Puisque lim ot = 0, le théoréme de convergence par encadrement s’applique a la suite (vy,) et on a limv,, = 0,
™

ce qui entraine limu,, = 21 = —.

2
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Concours blanc 1. Corrigé de I’épreuve a.

Veillez a bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points. Malus de 2 points pour les copies mal rédigées. La durée de I'épreuve est de 4 heures. Aucune
sortie avant la fin de I’épreuve. Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I'épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte quatre exercices indépendants.

Exercice 1. Applications du cours.
Up + 3

(1) Soit (un)nen la suite arithmético-géométrique définie par ug = —1 et la relation de récurrence wu, 1 = 1

. Exprimer

u, en fonction de n.
Up + 3

L’équation wuy41 = a pour solution z = 1.

4
On pose donc v, = u, — 1, de sorte que pour tout n € N
Up + 3 Uy — 1 1
Upngl = Upy1 — 1 = 4 -1= 4 = Zvn-
: . P . 1 Vo . 2
La suite (vn) est donc géométrique de raison 1 : pour tout n € Ny v,, = I ce qui donne u,, = v, +1=1-— Yo

(2) Enoncer l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

2n\ (k
implifier 1 1 —1) .
(3) Simplifier la somme double Z (-1) ( p ) ( )

0<j<k<2n J
On rappelle la formule : (1 +2)? — Z: <7;) "
2, ()6) - B (2)()
2n n k

-2 (1))
= :_no<—1)’“ (25) (1+ D
S ()
-5 ()
=(1-2*=1

(4) Etudier 'inversibilité et, le cas échéant, calculer I'inverse, de la matrice

1 2 -1

M=|2 4 -1

-2 -5 3
1 2 -1 1 00
2 4 -1 0 1 0
-2 -5 3 0 0 1



1 2 -1 1 0 0
0o 0 1 Ly ¢— Ly — 2L, -2 1 0
0 -1 1 Ls +— Ls+ 2L, 2 01
1 2 -1 1 0 0
0 -1 1 Lo +— L3 2 0 1
0 0 1 -2 1 0
1 2 0 -1 1 0
0 -1 0 Ly <— Ly — L3 4 -1 1
0O 0 1 Li+— L+ Ls -2 1 0
1 0 O 7T -1 2
0 -1 0 4 -1 1
0 0 1 Ly L +2L, 2 1 0
1 0 O 7T -1 2
01 0 —4 1 -1
00 1 Ly =Ly 2 1 0

1
Exercice 2. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 1 + x — 2%, L’objectif de cet exercice est d’é¢tudier la nature de la

suite définie par la donnée de ug = y € R et pour tout n € N, w1 = f(un).

1
(1) (a) Montrer que pour tout réel z, f(z) < >

En écrivant la forme canonique du trinéme, on obtient, pour tout réel z,

f<x>:;—(x—§)2

ce qui entraine f(x) < %
(On pouvait aussi étudier la fonction f...)
(b) En déduire que pour tout entier n > 1, u, < %
Pour tout entier n > 1, u, = f(tp—1) < % d’apres (a).
(2) On suppose, dans cette question seulement, que y = 0.
Montrer que la suite (u,) est croissante, puis en déduire que la suite (u,) converge vers une limite ¢ & déterminer.

1 1
e La fonction f est définie par un trindome du second degré qui admet un maximum égal a —, atteint en z = 5 Elle

1 1
est donc croissante sur ] —00, 2] et décroissante sur [2, +00 [

e Montrons par récurrence que pour tout entier n, 0 < u, < upp1 <

N[ =

1
Pour tout n € N*, notons &, la propriété : « 0 < uy, < tupqq < 3 »

1
— Pour n = 0, puisque ug =0, on a u; = 1 donc 2, est vraie.
— Soit n € N* tel que &, est vraie. Montrons que &, ;1 est vraie.

1
Puisque la fonction f est croissante sur [0, £], I'hypothése 0 < u,, < upqq < 5 implique f(0) < f(un) < f(uny1) <

59 = =~
1 -
f 3 ) c’est a dire

Ce 1
qui implique encore 0 < up41 < Upto < 7

DN | =

S Un+1 S Un+2 S

= =

Ainsi, la propriété &, 11 est vraie dés que &, est vraie.

— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*, 0 < up, < upyq < 3

1
e La suite (u,) est donc croissante et majorée par 5 D’aprés le théoréme de la limite monotone, elle est convergente

vers une limite ¢. D’aprés le théoréme de prolongement des inégalités aux limites, cette limite ¢ est comprise entre 0 et
1

5"



1 1
La continuité de f et la relation de récurrence impliquent ¢ = f(¢) dont les solutions sont ¢ = 5 ou = —5

La limite ¢ est donc ¢ = %

. 1
(3) On suppose, dans cette question seulement, que ug =y < —3

1
(a) Montrer que pour tout réel xz < —3 flz) <z

1 1 1
Pour tout réel x < —5 ona 2 > 1 donc f(z) —x = i~ z? < 0.
(b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

e Montrons par récurrence que pour tout entier n, u,11 < u, < 3
. 1
Pour tout n € N*| notons &2, la propriété : « tu,11 < Uy, < —3 »

1 1
— Pour n = 0, puisque ug =y < —g onau = fly) <y=wup< —3 d’aprés (3a) donc H est vraie.
— Soit n € N* tel que &7, est vraie. Montrons que 4,11 est vraie.

1
Puisque la fonction f est croissante sur | — oo, —%], Ihypothése w, 11 < u, < 5 implique f(upt1) < flu,) <
1
f (2), c’est & dire

Ainsi, la propriété &, 1 est vraie dés que &2, est vraie.

1
Un+-2 < Un+1 < _5-

o 1
— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*| u, 11 < u, < —5

(c) Etablir que la suite (u,,) diverge vers —co.
La suite (u,) est décroissante donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, elle est soit convergente soit
divergente vers —oo.

En cas de convergence, la continuité de f et la relation de récurrence impliquent que les seules limites possibles

sont€:§0u€:—§.

1 - 1 .
Or pour tout n € N, u,, <upg =y < —3 donc, en cas de convergence, on aurait limu, <y < —3 ce qui est

1
impossible, puisqu’il n’y a pas de limite possible strictement inférieure a —5 !

La suite (u,) diverge donc vers —oo.

(4) On suppose, dans cette question seulement, que ug =y > —.

2
3 1
(a) Montrer que pour tout réel z > 3 f(z) < —3
. 1 . L . , 3 3 1
Sur l'intervalle 2 400 |, la fonction f décroit strictement donc pour tout réel z > 2 flx) < f 5)=35- 1=

—5
(b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

3 1
Puisque ug =y > 2 la question (4a) implique u; < —5
On peut donc appliquer le résultat démontré a la question (3) et affirmer que la suite (u,,) est décroissante a partir

du rang 1. La décroissance de la suite (u,,) résulte alors de U'inégalité uy < —3 < 3 < up.
(c) Etablir que la suite (u,) diverge vers —oo.

1
Pour tout entier n > 1, u, < u; < —5 Comme en (3c), la convergence de la suite (uy,) est impossible. La suite

(up) étant décroissante, le théoréme de la limite monotone implique qu’elle diverge vers —oo.

. 1
(5) On suppose, dans cette question seulement, que ~3 <y< 7

1 3
(a) Montrer que pour tout n € N, —3 < Uy < 7

1
L’inégalité établie en (1a) donne u,, < 3 pour tout entier n > 1.

1 1
e Montrons par récurrence, ’encadrement —3 < Uy < 3 pour tout n € N*.



1 1
Pour tout n € N* notons &2, la propriété : « —3 < up < 3 »

13
2’2

1 1 1 1
[, —— < f(z) < z ona I’encadrement —5 < fup) < 3 donc &

— Pour n =1 : puisque pour tout = € } — 5

est vraie.

— Soit n € N* tel que &, est vraie. Montrons que &, ;1 est vraie.

1 1
Puisque la fonction f est strictement croissante sur | — 1, 1], 'hypothése —5 <un < 5 implique f(—1) < f(u,) <
1
f (2>, c’est a dire
1 - - 1
——<u —.
2 n+l > 2

Ainsi, la propriété &, est vraie dés que &, est vraie.
1 1
— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*| —5 < Up < ok
1 1
e [’encadrement établie ci-dessus et le fait que —3 < g < 3 permettent donc d’affirmer pour tout n € N, 3 <

Un < 3

13 13
OrlorsquexE]Q,Q{, on a x2’ < 1 donc pour tout réelxe}z,Q{,
2
1 1 1
—Zl=lz—-=] <l|lz--=|.
s 1 " . .

c) En déduire que pour tout n , |un — =] < |y—=| et conclure quant a la convergence de la suite (uy).
(c) En deéd tout n € N* 2< 2t 1 tal del te (uy)

L’encadrement établie en (5a) permet d’appliquer l'inégalité précédente avec w,, pour tout n € N :

1 1 1
vn €N, Un—HQ"f(Un)Z‘ﬁ UnQ‘.
On en déduit facilement par récurrence :
1 1" 1"
VHEN*7 ’U,HQ‘S U/O*i ‘ 75

n

Puisque = 0 et d’apreés le théoréme de convergence par encadrement lim |u,, —

L < 1,1 !
- = im|y — =
¥=3 ’ ¥=35

. . . 1
ce qui se réecrit encore limu,, = -
2

1 1
Exercice 3. Pour tout entier £ € N et tout entier n € N, on pose J(k,n) = / 281 — z)"dz et J(k,0) = / zkdz.
0 0

(1) (a) Calculer, pour tout entier k € N, J(k,0) et J(k,1).
(b) Montrer que quelque soient les entiers k € N et n € N,

1

J(k+1,n) = —

(2) Etablir, quelque soient les entiers k € N et n € N, ’égalité

n!
k+1)(k+2)...(k+n+1)

J(k,n) =

n
(3) Le but de cette question est de simplifier la somme S,, = Z(fl)]c <n> en utilisant le résultat précédent.

= k)2k+1

1
(a) Etablir I'égalité S,, = / (1 —t?)"dt.
0



(b) En déduire Iégalité S, = > (Z) J(k,n)
k=0

(c) En utilisant le résultat de la question (2), établir les égalités
g (n!)? i 2n+1\  (n!)?
" (2n+1)! n—k/) (2n+1)!

" /on 41 "/ 41
d) Montrer ’égalité : =
(d) Montrer P'égalité Z( k ) z:;)(n+1+k)

k=0

NE

=

ES
Il
=3

22n

e) En déduire que S,, = ————.
©) ! @n+ 1))

100 11 1
Exercice 4. On considére les matrices Is= (0 1 O0]etJ=1[1 1 1
0 0 1 1 1 1
2/3 1/6 1/6
Soit de plus la matrice M = [ 1/6 2/3 1/6
1/6 1/6 2/3

(1) Exprimer J? en fonction de J. En déduire, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, J" en fonction de .J.

On trouve J? = 3.J et par récurrence (raisonnement & rédiger), on montre que pour tout entier n > 2, J» = 3"~ 1]J.
Cette formule est vraie aussi pour n = 1.

(2) Exprimer M sous la forme als + bJ ou a et b sont & déterminer. En déduire que, pour tout entier naturel n :

1 1 1
M'=—I3+-(1—= ).
2n3+3< 2")‘]

1 1 1 1
Il est clair que M = 6‘] + 513‘ Puisque I3 et J commutent, les matrices EJ et 513 commutent aussi.

Par application de la formule du bindéme avec n > 2, on a donc

w3 ()6 )

n n 1 i
Z (k) 2n7k6k: J

k=0

3k—1

1 " /n
=gt (k) gnrgh”

k=1

1 " /n 1
= gnlst (Zl <k;> 2k—12n—k6> /

k=

1 1 " (n
:—I _—
o0 T g (kz <k)>J

=1
1 on _1
- i+
gn i3 T g an 1

, =~ (n " 2"—1 _22"-1) 1 1
pulsque’;<k>—2 —1. Enﬁn76x2"—1_ 6 an —3(1—2n> donc

1,1 1
M= I+~ (1—-=—)J
sty (1-50) 7

Cette formule reste valable lorsque n = 0 ou 1.

On pouvait aussi traiter cette question par récurrence.
(3) On étudie ici I'inversibilité de M. On pose A = 6 M.

(a) Calculer (A — 31I3)? puis (A — 613)(A — 313)>.



donc A — 313 = J puis (A — 313)? = J? = 3.J. Par conséquent

N

I
— =
o =
=~ = =

-2 1 1 1 11 0 0 0
(A—6I3)(A-3)*=31 -2 1 11 1)l=(0 0 0]=0
1 1 -2/ \1 11 0 0 0

(b) En déduire que A est inversible et donner I'inverse de A.
En développant le produit (A — 613)(A — 313)?, on obtient

(A —6I3)(A—3I3)% = (A —613)(A? — 6A + 9I3) = A% — 12A% + 45A — 543 = 0

1
de sorte que A (54(/12 — 124 + 4513)> = I5. La matrice A est inversible et son inverse est

A7l = 5i4(A2 —12A + 4513)

On trouve

L[5 -1 -1
Alt=—-1 5 -1

Bl -1 5
(c) Conclure a l'inversibilité de M et donner la matrice inverse de M.
1
Puisque M = BA’ la matrice A est aussi inversible et son inverse est 6471 :
5 -1 -1

1
M*lzg -1 5 -1
-1 -1 5

(4) On pose, pour n € N*, M~" = (M~1)". Vérifier que la formule obtenue en (2) reste vraie pour tout n € Z.
On remarque que la formule obtenue en (2) donne bien M ~! lorsqu’on applique avec n = —1.
Soit n € N tel que n > 2. La matrice M ~" = (M ~1)" est la matrice inverse de M™ : il suffit donc de vérifier que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
M —TIs+ = (1-— =(=L+-(1-= — L+ (1-— =1
(e 5 (1= 50) 1) = (et 5 (1) 1) (e 5 (1 55 1) = 5

Le développement du membre de gauche donne

n _ __9n __9n\(on _
M”<1[3+1<1—1>J>:13+2 Ly, 0= =) g

2-n %" 3 2-n 3 3 x 2n 9 x 2n
B (2n —1)2"  1-27  (1-27)(2" 1)
_13+< 3x2n | 3x2n 3% 2" 7
L LINES I LN, L L
13+< ha ha + )J
3 x 2"
=I3+0J = Is.

Ainsi,

1 1 1 12"
M= (MY = st 3 (1 - 2_n> J=2"I3 + 5
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Concours blanc 1. Epreuve b.

Veillez & bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points. Malus de 2 points pour les copies mal rédigées. La durée de I'épreuve est de 4 heures. Aucune
sortie avant la fin de I’épreuve. Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte quatre exercices indépendants.

Exercice 1. Dans cet exercice, on admettra le résultat suivant :

Proposition. Soit (u,),en une suite de nombres réels.
Si les suites (uan)nen €t (Uznt1)nen convergent vers une méme limite £
alors la suite (u,)nen converge vers £.

1 P
T
On considére pour tout p € N, les intégrales I, = / dz.

0 1+£C2

(1) Cette question a pour objet le calcul de Iy. Soit g la fonction définie sur R par

o1

(a) Justifier la dérivabilité de g sur R et donnez I'expression de ¢'(x).
(b) Soit h la fonction définie sur R par h(z) = g(z) + g(—=x).
Montrer que h est une fonction constante que ’on précisera. Qu’en déduisez vous sur la fonction g ?

c) Soit maintenant la fonction f définie sur | — %, 2| par f(z) = g(tanz). Justifier la dérivabilité de f et montrer que
Soit maint t la foncti défini 515 t Justifier la dérivabilité d t t
f' est une fonction constante a préciser. En déduire une expression simple pour f(x).

(d) Déterminer la valeur de Ij.

0
On trouve Iy = 1 Revoir la correction du devoir précédent pour les détails.

(2) Relation de récurrence.
(a) Calculer I.

Loy 1 N
I = s—dz=|;In(1+2%)| =_-In2
0 xXr +1 2 0 2

b) Calculer I, + 1,45 en fonction de p.
p P+

Soit p € N.
L p p+2 1
P + 1
L,+1,.5= dz = Py = ———
ptipt2 /0 11 22 x /Ox x b1
(¢) En déduire I, et I.
On a donc I Ih=1-Zetl L A T
nadonclp=———-[H=1——¢ =—— - ==-—-In2
To+1 Y 47T 151 T T2 2
n (_1)k+1
(3) Pour tout entier n > 1, on considére la suite (uy)nen définie par u,, = .
k=1
On pose pour n € N* s, = ugy, et t, = ugpr1.
(a) Calculer 81,82753,t1,t2,t3.
1 1 1 1+l 1 7 7+1 1 37
S1 = Uo = _——_ = - So = Ug = — _—— = — Sa = Uy = — —_ —_= —
TRy oMoy 12 P T 12 6 60
; n 5 . n 47 ; +1 6047 x 37
= S —:—7 = S 7:77 2 = 8§ 7:7’
e 6 ° *Ts5 60 TP 7 7 x 60



(b) Calculer s, 1 — s, et t,11 — t,, en fonction de n, et montrer que les suites (s, )nen- €t (£, )nen sont adjacentes.

Pour tout n € N*|
1 1

T 241 242

1 1
2n+3 2n+2
donc la suite (s,,) est croissante et la suite (¢,,) est décroissante.

Sn41 — Sp = U2p42 — U2n >0et

lnt1 — by = U2nt3 — U2pt1 = <0

donc lim(¢,, — s,) = 0.

1
De plus, pour tout n € N*, ¢, — s, = ugpy1 — U2y = ——
2n+1

Les suites ($p)nen+ €t (tn)nen sont donc adjacentes.
(¢) En déduire que la suite (uy)nen+ converge.
Puisque les suites (s,)nens = (Uon)nen+ €t (tn)nen = (U2n+1)nen- sont adjacentes, elles convergent vers une méme
limite. D’aprés le résultat admis, la suite (u,) est convergente.
n (_1)k+1
n utilisant le résultat admis en début d’énoncé, montrer que la suite définie par v,, = —_—
4) En utilisant le résultat admi début d’é é t 1 ite défini -
k=1

pour tout n € N*,

est convergente.
Etudions les suites (vap,)nens €t (Van+1)nen-

Pour tout n € N*,
1 1

- 0
I+l dnt3

Von+2 — V2n

et
1 1

————<
n+5 4dn+3
donc la suite (va, )nen+ est croissante et la suite (vay,+1)nen est décroissante.

V2p43 — U2pg1 = 0

De plus, pour tout n € N* v9,, 11 — vay, donc lim(vey 41 — v2,) = 0.

- in+1
Les suites (U2n>neN* et (von+1)nen sont donc adjacentes, et par conséquent convergent vers une méme limite. La suite
(vn)nen est donc convergente d’apreés le résultat admis.

(5) Etablir, pour tout entier ¢ > 1, les égalités suivantes :
(a) Uq + 2(—1)q12q+1 =1In2
On va raisonner par récurrence en utilisant la relation de récurrence établie en (2b).
Pour tout ¢ € N*, notons &, la propriété « ug + 2(—1)%Isq11 =1n2. »

1 1
— Pourqg=1:13= 3~ §ln2 donc 1 — 213 =In2. Or u; = 1 donc uy + 2(—1)'I3 =In2 et Z; est donc vraie.

— Soit g € N* tel que &, est vraie. Donc
In2 = Ug + 2(—1)q.[2q+1
1
= uq + 2(_1)(] (2(14»2 — 12q+3)
(=1

= 4 2(=1)7H ]
“q+q+1+( ) 2¢+3

= ugi1 +2(=1) " g3

donc P41 est vraie dés que &, est vraie.

— D’aprés le principe de récurrence, pour tout entier ¢ € N*, u, + 2(—1)%I441 = In2.

(b) vy + (1)l = 7

0
Pour tout ¢ € N*, notons &, la propriété « v, + (—1)%z, = 1 »

—Pourg=1:1,=1-— % donc % =1—1I. Or vy = 1 donc vy + (—1)1 15 = % et 1 est donc vraie.
— Soit g € N* tel que &, est vraie. Donc

7 =g+ (=1)z

=vg+ (—1)4 <2q1+ T 12q+2>
(=17

= v+ 57+ (D g
(it
2(¢g+1)—1

= Vg41 + (_1)q+1f2(q+1)

= ’Uq + + (—1)Q+112(q+1)



donc P41 est vraie dés que &, est vraie.
— D’aprés le principe de récurrence, pour tout entier ¢ € N*, v, + (—1)%y; = %
(6) Déterminer les limites des suites (I)pen, (Un)nen €t (Un)nen.

Pour tout = € [0, 1],

0< P
< <z
1422~
donc, par positivité de 'intégrale,
1
0<, < ——.
p+1
Puisque lim —— =0, le théoréme de convergence par encadrement implique lim I, = 0.
p—+oo P + 1 p——+00
. _ _ . g .
Donc qlgzloo Iog QEIJPOO Ir4+1 = 0 et puisque la suite (—1)7 est bornée,

lim (—1)qIQq = lim (_1)q12q+1 =0

q—+0o0 q—+o00

(produit d’une suite bornée par une suite tendant vers 0).
Il en résulte que

limu, =In2 et limv, = %

(7) A l'aide d’une intégration par partieS, déterminer li1+n plL,.
p——o00

Pour tout entier p € N*|

On pose u(z) = et v(z) =
Les fonctions u et v sont de classe ¢! sur [0, 1], donc d’aprés le théoréme d’intégration par partieS

Il
|~
|
o\
o
8
=
7 N
—_| =
+ |1
818
NN
N——
(oW
S

Pour tout réel = € [0, 1]

1— 22
0< <1-—2?
— 1422
donc
0 xpl_x < P+l _ pt2
- 1422

donc par positivité de Uintégrale,

! 1— 22 1 1 1
0< zP dz < — =
0 1422 p+2 p+3 (p+2)(p+3)

1
et puisque lim ————— =0, le théoréme de convergence par encadrement donne
P S b+ e
1 2
11—
lim zP x dz =0
p—+oo [ 1+ 22
donc
li I !
im = —.
pHJroop 2



Exercice 2. Soit n € N*. Le but de cet exercice est la simplification de la somme
- 1 1 1 n
S = B T e T T
;;)( ) <1<:+1+/g+2+ +k+n) (k:)

n n
1
qui se réécrit encore S = Z Z(—l)km (Z)

k=0 j=1

n 1
(1) Soit j € [1,n]. Montrer que : kZ_()(l)’“}{jij(Z) :/0 711 — t)"dt.

Pour tout & € [0,n] et tout j € [1,n],

donc

(2) Montrer que pour tout réel t € [0,1], (1 —¢)" th_l =1 -t —tm).
j=1

Sit =1, Iégalité est claire.
Sit#£1,
n =t

(1t)”itj1(1t) : tf(lft)”’l(lft”)

1 1
(3) En déduire que S = — — / (1 — )" ldt
n 0

1 1
(4) Soit m € N tel que m > 2. En intégrant par parties, établir une relation entre / t"™(1—t)™ " dt et / tm (1 —)™ 24t
0 0

1
et en déduire l'expression de / t™(1 — t)™ 1dt en fonction de m (on mettra en évidence un coefficient binémial).
0

Conclure.



Soit m € N tel que m > 2. Par intégration par parties, on obtient

1 1 tm+1 /
/ t"™(1— )" tdt = / ( > (1—t)m™at
0 0 m + 1

|: tm+1 1 1 tm+1

1_tm—1
m+].><( ) ):|0+ 0m+1

x (m—1)(1 —t)™?dz

—1 /1
= L/ ML — ™2t
m+1 /g

(les fonctions mises en jeu étant polynomiales, 'intégration par parties est valide).
Par récurrence, il vient

(m—-1)(m—-2)x---x1 L om1
(m+Dm+ﬂx~»dm+m—DAt dt
(m—1)(m—-2)x---x1 1
T i Dmi2) X x(mim—1)  2m
(m —1)!m!
(2m)!

1

m

1
/ t"(1—t)"tdt =
0

1
En conclusion S = — —
n

—an

Exercice 3. Soit (a,)nen la suite définie par ag = 1 et pour tout n € N, ap11 = a, +e
x

On introduit la fonction f définie sur RT par f(z) = 2 + e %.

(1) Nature de la suite (ay,).
(a) Montrer que la suite (a,)nen est strictement croissante.
Pour tout n € N, a,41 — a, = e~ > 0 donc la suite (a,) est croissante strictement.
(b) Etudier les variations de la fonctions f.
La fonction f est dérivable sur RT comme somme de fontions dérivables et sa dérivée sur RT est donnée par

fx)y=1—e"".

D’apreés la croissance stricte de la fonction exponentielle sur R, pur tout réel z > 0, e=* < 1 donc f/'(z) > 0 et f
est par conséquent strictement croissante sur R .

(¢) Montrer, pour tout n € N*, I'inégalité a,, > In(n + 1) et en déduire la limite de la suite (u,) lorsque n tend vers
I’infini.
Supposons d’abord 'inégalité acquise. Puisque limIn(n 4+ 1) = +o00, par comparaison, la suite (a,) diverge aussi
vers +00.
Montrons, maintenant, 1’inégalité par récurrence.
Pour tout n € N*, notons &, la propriété : « a, > In(n + 1) »
—Pourn=1,a;=1+e ! >1=1Ine>In2=1In(1+1) daprés la stricte positivité de la fonction exponentielle
et la stricte croissance de la fonction logarithme. Donc & est vraie.
— Soit n € N* tel que &, est vraie. Montrons que £, ;1 est vraie.
On suppose donc a,, > In(n + 1). Puisque la fonction f est croissante, on a f(a,) > f(In(n + 1)) donc any; >

1
In(n+1) +e 20+ = In(n 4+ 2) + In(n+ 1) — In(n + 2) + g

1
11 suffit donc de montrer que In(n + 1) — In(n + 2) + ] > 0.

In(n +1) - In(n +2) + — /Hua+1
n — In — —
" " n+1 " n




1 2 1
3 est positif sur U'intervalle [n+1, n+2], la positivité de l'intégrale donne / < 1 t) dt >
n

Puisque
n n+1

+1
1
0 donc In(n+1) —In(n +2) + nrl >0 donc apy1 > In(n +2).
n
Ainsi, la propriété &2, 11 est donc vraie dés que &2, est vraie.
— D’aprés le principe de récurrence sur N, pour tout n € N*
(2) On pose, pour tout n € N*| b, = a,, — In(n).

(a) Etablir, pour tout n € N*, I'inégalité b,, > 0.
Puisque a, > In(n + 1) et In(n + 1) > Inn (croissance stricte de la fonction In), on a a,, > Inn donc b,, > 0.

1 1
7 Sln(n+1)flnn§ﬁ.

(b) Etablir, pour tout n € N*, 'encadrement n
n

On procéde comme dans le raisonnement par récurrence en (1c).
Soit n € N*.
1 1 1
Pour tout réel ¢t € [n,n + 1], on a ’encadrement 1 < n < — puis par positivité de I'intégrale,
n n

n+1 n+1 n+1
1 1 1
/ dt < / —dt < / —dt
" n+1 n t n n
n+1

donc, puisque / Edt =In(n+1) —lnn,

n

s |-

1
— <ln(n+1)—Inn <

(c) Montrer que la suite (b,,) est décroissante, puis qu’elle est convergente.
Soit n € N* :

bp+1 —bp = apy1 —In(n+1) — a,, + In(n)
=e % +1In(n) —In(n+1)
<e D L in(n) —In(n+1) (car ap, >In(n+1))

1
< m + ln(n) — ln(n + 1)

. 1
et d’aprés encadrement précdent, p—— +1In(n) —In(n+1) <O0.
n

Par conséquent, la suite (b,,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente.

Exercice 4 (D’aprés ESCP 1994). Pour tout réel ¢, on pose

et on appelle M l’ensemble des matrices de cette forme.
Par exemple, les matrices

0 -1 0 /2 —-1/2 0
P=|-1 0 0]eQ=/[-1/2 1/2 o0
-1 1 -1 —-1/2 1/2 0

sont des matrices appartenant a I’ensemble M puisque P = A(1) et Q = A( %)

(1) Soient s et t deux réels. Calculer le produit matriciel A(s)A(t) et vérifier que A(s)A(¢) est encore une matrice de M en
précisant le réel u tel que A(s)A(t) = A(u).
Le produit A(s)A(t) donne

1-s —s 0 1—-t —t 0 (1—t)(1—s)+st —t(1—s)—s(1—1) 0
-s 1-s3 0 -t 1-t 0 = —s(1—1t)—t(l—ys) st+(1—=t)(1—s) 0
—s s 1-—2s —t t 1-2t —s(1—t)—ts—t(1 —2s) st+s(l—t)+t(1—2s)
En posant u = s + t — 2st, on obtient
1—-5 —s 0 1—-t —t 0 l—u —u 0
-s 1-s 0 -t 1-t 0 = —u  l—-u 0
—s S 1—-2s —t t 1-2¢ —U U 1—2u

donc A(s)A(t) = A(s +t — 2st) ce qui montre que A(s)A(t) est encore une matrice de M.

(1—26)(1 - 2s)



(2) On s’intéresse ici aux matrices inversibles de M.
(a) La matrice @ = A(3) est-elle inversible ?

0
En considérant le vecteur | 0 |, on a
1
1 0 172 —-1/2 0 0 0
A(i) 0ol=1-1/2 1/2 0 0=10
1 -1/2 1/2 0o/ \1 0

ce qui donne une solution non nulle a 'équation A($)X = 0. La matrice A(3) est donc non inversible.

(b) Montrer que si ¢ # 1, la matrice A(t) est inversible et donner son inverse. On vérifiera que A(t)~! est encore une

matrice de M.

1
Soit ¢ un réel tel que t # 3 On remarque que A(0) = I3. On étudie donc I'équation d’inconnue s : s+t — 2st = 0.

—t
T ona donc A(s)A(t) = A(s+t—2st) =

A(0) = I3 donc A(t) est une matrice inversible et son inverse est donnée par

Celle-ci a pour solution s = 1o bien définie pour ¢ # % Pour s =

(3) Déterminer les matrices S de M solutions de I'équation S? = A(—3).

3
On cherche S sous la forme S = A(t) : cette fois, on résoud donc 2t — 2t? = -5 qui équivaut a 4t%2 — 4t — 3 = 0. Cette
équation a pour discriminant A = 4% — 4 x 4 x (—3) = 16 + 48 = 64 = 82 donc I’équation a deux solutions
4-38 1 ; 4+8 3
—_— = —— 0 — = —.
8 2 8 2

L’équation S? = A(—%) a donc pour solutions les deux matrices suivantes :

3/2 1/2 0 ~1/2 —-3/2 0
12 3/2 0 et [-3/2 -1/2 0
1/2 -1/2 2 -3/2 3/2 -2

(4) On note J la matrice A(—1) et on cherche & expliciter J" pour tout n € N. On rappelle que J° = I3 par convention, ol
I3 est la matrice identité.

(a) Montrer qu’il existe une suite (¢,) telle que
YneN, A(t,) = J".
L’ensemble M est stable pour le produit matriciel et puisque J = A(—1) est une matrice de M,
Vn e N*, J" e M

donc pour tout entier n € N*, il existe un réel ¢, tel que J" = A(¢,,).

(b) Soit n € N. Déterminer une relation de récurrence entre ¢, et t,.
Pour tout n € N, J" ™ = J" x J donc A(tn41) = A(tn)A(—1) = A(t, — 1 + 21, ce qui donne

tpe1 =3, — 1

(c) Déterminer alors la matrice J™, pour tout n € N en la représentant avec ses coefficients.
La suite (#,) est une suite arithmético-géométrique de premier terme to = 0 puisque J° = I3.

L’équation z = 3x—1 a pour solution z = % En posant s,, = t,, — %, on trouve s, 4+1 = 3t, — 175 =3(t,— %) = 3s,
donc la suite (s,) est géométrique de raison 3 de premier terme sy = ¢y — % = —%. Elle admet pour expression
Sp = f% donc

13"

ln 5

Par conséquent,
1+3" 3"—-1 0
J'=At,)==-[3"-1 1+3" 0
3m—1 1-3" 2x3"



Mathématique ECS 1
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Correction du devoir surveillé 6.

Veillez a bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points.

Soignez votre écriture et votre rédaction, faites des phrases complétes et ’ encadrez vos résultats. ‘

Le malus de 2 pOiIltS pour les copies NOI soignées ou mal rédigées sera appliqué.
La durée de I’épreuve est de 4 heures.

Aucune sortie avant la fin de 'épreuve.

Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte quatre exercices indépendants.
Laissez une demi-page de garde pour les observations.

1

Exercice 1. Soit f la fonction définie sur [0, 7] par f(z) =

On admet que la fonction f est indéfiniment dérivable sur [0, 7].
On note (9 = f et pour tout n € N*, (") est la dérivée n® de la fonction f.
Ainsi, fD) = f/, f@ = 7 ete.

(1) Calculer, pour = € [0, 7], les dérivées f'(x) et f”(x) et montrer qu’elles s’écrivent sous la forme

Py (sinz) Py(sinz)
"2) = ——L et f(z) = 2
@) cos?(x) (@) cos?3(x)
ot P; et P, sont deux polyndémes & déterminer.
Pour tout z € [0, §],
, __—sinx: sinx
=)= cos2r  cos?zx’
() = cosz cos? x — (sinf)(—2 sin x cos x)
costx
B cos? & + 2sin’
B cos® x
_ sinx + 1
~ cos3z

Les formules demandées sont donc vraies avec

Pr=Xet Py=1+X2
(2) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe un polynéme P, tel que pour tout z € [0, §],
P, (sinx)
cos"t1(x)

f" () =

et
P.=(1-X*P, ,+nXP, 4

Raisonnons par récurrence sur n.

Pour tout n € N*, notons H,, la propriété : « pour tout entier k € [1,n], il existe un polynéme Pj tel que pour tout
e

ze[0, 5], fP(2) = R et Po=(1— X*)P{_ + kX Py 1 »

La propriété est vraie pour n =1 et n = 2 avec P; et P, trouvés en (1).
Soit n € N* tel que .77, est vraie.



Comme f est indéfiniment dérivable, la fonction f() est dérivable et pour tout = € [0, zl

FO @) = £ (70 @)

cos 2P/ (sinz) cos" ™ & — P, (sinz)(—(n + 1) sinz cos™ z)

cos? 2 g
_ cos®xP)(sinz) + (n+ 1)sinz P, (sin x)
B cos™t2 g
(1 —sin’z)P.(sinz) + (n+ 1) sinz P, (sinz)
B cos"t2 g

Posons alors
Poi1=(1—-X*P,+(n+1)XP,.

Comme une somme et produit de polynémes donnent un polynéme, P, 1 est un polynome et

P, y1(sinx)
(n+1) (o _ Lnt1
! (z) cos"t2 g

La propriété est donc vraie au rang n + 1.
Le principe de récurrence sur N assure alors que pour tout n € N*, la propriété H,, est vraie.
(3) Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, le degré et le coefficient dominant du polynéme P,.
Calculons P3 : P3(X) = (1 — X?)2X +3X(1+ X?) =5X + X3.
Pour tout n € N*, appelons a,, le coefficient dominant de P,,. Les premiéres valeurs n = 1,2 et 3 donnent

deg Py =1, deg P, =2, deg P3 =3

et
ap =az =ag = 1.
Montrons par récurrence la propriété &, : « deg P, =n et a, = 1. »
C’est vrai pour n =1,n =2 et n = 3.
Soit n € N* tel que &, est vraie.
On a donc deg(1 — X2?)P, <2+ (n—1)=n+1et deg(nXP,) =1+ n donc deg P, 11 <n+ 1.
D’apreés la formule de récurrence, le coefficient d’indice n + 1 de P, 41 est

—na, + (n+ 1)a,, = a, = 1 par hypothése de récurrence,

donc le polynéme P, ;1 est de degré n + 1 et son coefficient dominant est a, 1 = 1.
La propriété est donc vraie au rang n + 1.
D’aprés le principe de récurrence sur N, la propriété est vraie pour tout n € N*.

Exercice 2. On note F 'ensemble des suites réelles (uy,)n,en qui vérifient la relation de récurrence
Vn e N* upp1 = (dn+ 2)u, + up—1

(1) On considére les deux suites (ay,)nen €t (Bn)nen appartenant & E et définies par ag = 81 = 1 et a; = fp = 0.

(a) Etudier la monotonie des suites (ay)nen et (Bn)nen-
Onaao = ]., (65) :0, (65) :6a1+a0 = ].70[3 = 100[2+0[1 =10et ﬂ() :O,ﬂl = 1,52 :6,53 = 61.

Montrons que la suite (v, )pen est croissante a partir du rang 1, et la suite (8,,) croissante deés le rang 0.
Pour tout n € N*, posons &7, la propriété « 0 < a,, < appqq. »
e Pour n =1 et n = 2, la propriété est vérifice : oy =0 < ag =1 < a3 = 10.
e Soit n € N* tel que &2, et &, 1 sont vraies.
On a
Opt3 — Opyo = (AN + 2) + 2)ap12 + apt1 — apro = (An+ 9o + Qg
et par hypotheése de récurrence o, 2, 41 sont positifs donc a3 — g2 >0 done 0 < apio < apgs.
Ainsi, la propriété &, o est vraie dés que &, et &, 41 sont vraies.
e D’aprés le principe de récurrence sur N, la propriété &2, est vraie pour tout n € N*.

Un raisonnement analogue montre que la suite (3,,) est croissante dés le rang 0.



(b) Montrer que les suites (ap)nen et (Bn)nen tendent vers Uinfini.

Ces deux suites sont croissantes & partir du rang 1 : d’aprés le théoréme de la limite monotone, elles sont soit
convergentes soit divergentes vers +oo.

Supposons par Pabsurde, que la suite (a;,) converge et appelons £ sa limite. Puisque ay = 1, on a ¢ > 1 et la
relation de récurrence réecrite :

Qpt1 — Qp_1 = (dn+ 2)a,

impliquerait que le membre de droite tende vers +oo alors que le membre de gauche tend lui vers 0.
La suite (a,) est donc divergente vers +oc.
Le méme raisonnement s’applique a la suite (5,,).

(c) Soit n € N. Montrer que oy, 16, — Cnfnr1 = (—1)"HL.
Pour tout n € N*

Apt1 = (4n + 2)0[n + Qp—1
/Bn—i-l = (477/ + 2)671 + Bn—l

donc

an+1ﬂn, = (4n + 2)anﬂn + O‘n—lﬂn
671-&-10471 - (477/ + Z)Bnan + Bn—lan

et aprés soustraction :
anJrlﬁn - aanJrl = anflﬁn - anﬁnfl

En posant wy 41 = @nt18n — @nBr+1, on a donc la relation de récurrence
Wn41 = —Wp
qui définit donc une suite géométrique de raison (—1). Les formules géométriques donnent alors
g1 Bn — n Byt = wni1 = (=1)"wy = (=1)" (1 B0 — awfr) = (—1)"

Qon+1

(d) Montrer que les deux suites (a

ﬁ) . et ( sont adjacentes. On notera /¢ leur limite commune.
BQn neN

62n+1 ) neN*

Pour tout n € N*

X2n42  Q2n Q2n4202n — @20 B2n42

Bonsa  Pan B2nBan+2
B [(4(271 + 1) + 2)0&2n+1 + 04211] Bon — qvan [(4(2n + 1) + 2)ﬂ2n+1 + BQ”]
- BanBan+2
_ (8n+6)(a2ny1P82n — @2nfony1)
B BanBan+2
~ —(8n+6)
 Banfante

donc la suite ( est décroissante.

a2n)
ﬂQn neN

Qop41

Un calcul analogue montre que la suite ( est croissante.

Bant1 )"EN*

Enfin, pour tout n € N*|

Q2n  Q2n41 a2nB2n+1 — Q2041020

Bon  Bant1 BonBon+1
1

B BQnﬁQn-&-l

et lim 3,, = 400 implique alors lim 39, 82,,+1 = +00 qui implique lim % _ Qantt

=0.
2n ﬂ2n+1

a o
Les deux suites (3?2:)”61\]* et <52:j: )nEN* sont, donc adjacentes.
dire de la suite (2%) 7
(e) Que peut-on dire de la suite (E)"GN* 7

On rappelle le résultat suivant (hors-programme mais bon a savoir) :



Proposition. Soit (u,)nen une suite de nombres réels.

alors la suite (up)nen converge vers /.

Si les suites (uan)nen €t (U2n41)nen convergent vers une méme limite ¢

Qop41

Puisque les suites ( 3
2n+1

convergent vers la méme limite ¢, la suite (

%)
ﬂT:)neN* € ( )nEN*

vers £.

(2) Comparaison asymptotique des suites.

«Q 1
(a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, | =" — /¢ ’ < ——.
/Bn Bnﬁn—i—l
D’aprés le théoréeme des suites adjacentes, pour tout n € N*
Q241 S g S Qop
52n+1 BZn
donc
|a2n —é’ < Qlop _ Q2p41 _ 1
Ban ~ Bon Bont1 BanBontr
et de méme
Q201 gl o b
Ban+1 = Bonfont1
Que n soit pair ou impair, 'inégalité
1% gl < b
ﬂn ﬁnﬁn—‘rl
est donc vraie.
(b) Déterminer lim (o, —£3,).
n—+o0o
Clairement, pour tout n € N*,
1
‘a’ﬂ - eﬂﬂ‘ S ﬂ2n+1

et puisque lim §8,, = +o00, on a lim (a, — £8,) = 0.
n——4o0o

(c) Soit p € R. Déterminer hIE (an, — uBr) en fonction de la position de p par rapport a /.
n—-+oo

Qn

ﬁ’fb

)nEN*

est convergente

Pour tout n € N, «a,, — pufy, = oy, — €6, + (€ — )3y, donce si p < £ alors hr—{l (a, — pBn) = +o0 et si u > ¢ alors
n——+0oo

lim (o, — pBy) = —occ.

n——+00

(3) Dans cette question, (u,)nen désigne une suite de E.

(a) Montrer qu’il existe deux réels A et X tels que :

Uug = /\Oéo - )\/60 et up = )\Oél — )\/61.

Le systéme d’équations se réecrit matriciellement :

(o =) ()= ()

et la matrice 2 X 2 est inversible puisque ag(—pF1) — (—8o)a1 = @189 — foa; = —1 donc

()= (o =) ()

ce qui montre que X et )\ existent.

(b) Montrer que pour tout n € N, u,, = Ao, — N .

Pour tout n € N, posons &2, la propriété « u, = Aay,, — N 3,. »
e Pour n = 0 et n = 1, la propriété vraie vu le choix de X et \.
e Soit n € N* tel que &, et &, _1 sont vraies.

On a donc uy,—1 = A1 — N Bn—1 et u, = A, — N B,

Par suite,

Upt1 = (4n + 2)u, + Up—1
= (4n+2)Aay, — NBn) + A1 — NBn_1
=A(4n +2)a, + an_1) = N((4n+2)Bn + Bn_1)
= A1 — N Bt

Ainsi, la propriété &, 1 est vraie dés que &2, et &, _1 sont vraies.
e D’aprés le principe de récurrence sur N, la propriété &2, est vraie pour tout n € N.



(c) Montrer que si lirf u, = 0, alors A = AL.
n—-—+0o0
Pour tout n € N
Up, = Ay — N By = May, — £8,) + (M — N3,
donc
M = X)Bn = un — Man — £82).
Si limu,, = 0 alors le membre de droite tend vers 0 d’aprés (2b) donc le membre de gauche doit aussi tendre vers
0. Mais puisque lim /3,, = +00, cela n’est possible que si A’ = \/.

1
Exercice 3. Pour tout n € N, on pose : I,, = / (1 —2)"e~ 2% dz.
0

(1) Calculer Iy et I;. Etudier la monotonie de la suite (1,,),>0-

1 —2z71 -2

e —e .

On trouve Iy = / e 2dy = [ 5 ] = 3 et par intégration par parties,
0 —< 1o

1 —z7! 1 -2z -2 -2
e e 1 1—e 1+e
! A( z)edw { ( x)2}0 1; 2 T3 4 4

Pour tout x € [0, 1] et tout entier n € N, (1—2)"" < (1—2)" puisque 1 —x € [0,1] donc (1 —z)"le™2% < (1 —x)"e™2*
et par positivité de Uintégrale I,,11 < I,, donc la suite (I,,) est décroissante.

(2) Montrer que la suite (I,,),>0 converge et déterminer sa limite.
Pour tout # € [0,1], 0 < e 2* <1 donc 0 < (1 — )" 2* < (1 — )" donc par positivité de I'intégrale

1 , 1

1— )"t 1
OgIng/(l—x)"dx:[—( z) } =

0 n+1 g n+l1

1
Puisque lim o 0, le théoréme de convergence par encadrement assure la convergence de la suite (I,,) vers 0.
n

(3) Trouver une relation entre I,,+1 et I,,. En déduire la limite de nl,, quand n tend vers +oc.
Soit n € N.
—2x

Les fonctions u : @ — (1 — )"t et v: 2 — sont de classe ¢! sur [0, 1], donc par intégration par parties,

1
InH:/O u(x)v (z)dx

1 n41 [t Cow
— - _ 1 n Ld
5 5 /0( )"e x
1
_lont1,
2 2

ce qui se réecrit aussi (n+ 1)I,, =1 — 21,41 ou encore
nl,=1—1,—2I,.1.

Puisque lim I,, = lim I,,;; = 0, ’égalité précédente implique clairement limn/l, = 1.

Exercice 4. Soit p un entier de N*. On confond fonction polynomiale et polynéme associé.

(1) Soit f la fonction polynomiale définie par f(z) = x?PT! + 22P — 2p.
Etudier les variations de f et justifier que f(z) = 0 a une unique solution dans R. On la note \.
La fonction f est dérivable sur R car polynoémiale, de dérivée donnée par

() = (2p+ 1)z* + 2px*~1 = 22771 (2p + (2p + 1))

L’étude du signe de f'(z) est aisée :

-2 -2
[(x) >0 (x>0etm> 2p+p1) ou (x<Oetx< 2p+p1>



T o0 - 2;_?1 0 409
f%x) + 0 - 0 +
_ 2 —+00
F(=5220)
f . ///////* ‘\\\\\\\\\\* o ////////////»

Etudions le signe f(—

2p+1) :

f 2p - 2p 2P+1+ 2p 2p 5
wr1) U2pt1 2 + 1 P
2p 2p+1 2p 2p
— )
<2p+1> +(21)—&-1) P
2 \* 2
-(551) (-5%)-»
2p+1 2p+1
1 2 \*
2p+1 \2p+1
2p
Puisque 5 (2;;) <1,onaf(

p1 \ 2p+1 2p+1) <1-2p<0
Les variations de f montrent que f est strictement négative sur | — oo, 0[ : Péquation f(z) = 0 n’a donc aucune solution
dans ] — 00, 0].
Sur [0, +o0], la fonction f est continue et strictement croissante. De plus, f(0) = —2p < 0 et lim, 1 f(x) = +00,
donc d’apreés le théoréme de la bijection, ’équation f(z) = 0 admet une unique solution dans [0, +oo.
L ’équation f(x) =0 a une unique solution dans R : on la note A. On sait méme que A > 0.

(2) Soit a € C et n un entier tel que n > 2. Soit P(X) un polynéme & coefficients complexes de degré n s’écrivant sous la
n

forme P(X) = Z a,X*. On note P’ le polynome dérivé de P.
k=0
(a) Donner lexpression de P'(X).

= zn: ko X*1
k=1

n k—1
(b) On pose Q(X Zak Zak —XY)
Etabhr que P(X ) (a) (X — a)Q(X). En déduire que (X — a)? divise (P(X) — P(a)) si et seulement si

g kaga1 =
k=1

P(X) = P(a) =) ap(X* —a)
k=0

= Zak(Xk )
k=1

k—1

Or X¥—aF = (X —a)(X*F 1 +aXF24+a2XF 3+ 4aF2X +aF~ 1) = (X —a) Z a'X"717% et un changement
i=0
d’indice donne X* —a¥ = (X —a Zak 17X, Par suite,
=0
n k—1
P(X)=P(a) =) ap(X —a)) o' 'X’
k=1 i=0
n k—1
=(X —a) Z oy <Z ak_l_le>
k=1 i=0
= (X = a)Q(X)



On en déduit que (X — a)? divise P(X) — P(a) si et seulement si Q(a) = 0, c’est & dire si et seulement si
n k-1 o n k—1 n
3 ay (Z ak—l—zaz> =S oy (Z ak—l) =S kara* 1 =0
k=1 =0 k=1 i=0 k=1

(¢) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur P(a) et P’'(a) pour que a soit racine au moins double de
P.

n
On remarque que P'(a) = Z kaga®t.
k=1

Le nombre a est racine au moins double de P si et seulement si P(a) = P’'(a) = 0.
(3) Retour a I'étude des racines du polynome X 2P + X2 — 2p.

(a) Montrer que le polynéme X2P+! + X2P — 2p admet (2p+ 1) racines simples dans C, toutes non nulles. On les notera
21,22, ", Zop41 AVEC Zapt1 = A
D’aprés le théoréme de D’Alembert-Gauss, le polynome X 2P+ 4+ X2P —2p admet (2p+1) racines dans C lorsqu’elles
sont comptées avec leurs multiplicités.
Montrons que toutes les racines sont simples.
Supposons que 3 soit une racine au moins double de X2P+! 4+ X2P — 2p. On aurait alors :

BT 4 5% —2p =0 et (2p+1)8% +2pB* 1 =0
Le polynéme X?P*! 4+ X2 — 2p n’admet pas 0 pour racine donc 3 # 0 et la deuxiéme équation donne alors

2p

2 1 29 = 0 soit B = —
(2p+1)B+2p soit f3 o+ 1

Or la premiére question a permis d’établir que f (f 25_1;1) <1-2p<0.

Le polynéme X2P+! + X2 — 9p n’admet donc aucune racine double et admet donc 2p + 1 racines simples dans C.

(b) Montrer que pour tout k de [1,2p + 1], |zx| > A. (On pourra considérer f(|zx|)). Montrer que 1’égalité a lieu si et
seulement si k = 2p + 1.

Soit k € [1,2p+1] :
FQzrl) = [anlP 4 | —2p > |27 + 2 —2p=2p—2p =0

L’étude des variations de f a montré que f reste strictement négative sur | — oo, A[ donc |zx| > A.
Pour I’équivalence, la condition suffisante est claire. Pour la condition nécessaire, si |zx| = A alors

0=f(lz]) = |2+ + |2 —2p > |22 4 2| —2p=2p —2p =0

donc
2p+1

2
|26 PPF + |2 P = 127 + 27
donc, aprés simplification par |z;|?? # 0, il vient
‘1 +Zk| =1+ |Zk|
et aprés élévation au carrée, et réduction, cela donne

Re(zk) = |z

donc zj, est réel et par conséquent z = A donc k = 2p + 1.

1 00 11 1
Exercice 5. On considére les matrices Is = [0 1 O]JetJ=|1 1 1
0 0 1 1 1 1
2/3 1/6 1/6
Soit de plus la matrice M = [ 1/6 2/3 1/6
1/6 1/6 2/3

(1) Exprimer J? en fonction de J. En déduire, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, J" en fonction de J.

(2) En déduire, en utilisant la formule du binéme, que, pour tout entier naturel n :

1 1 1
anil - 1—7 J.
i3 T3 ( 2n)



(3) Determination d’un polynéme annulateur de M. On pose A = 6M.
(a) Calculer le produit (A — 613)(A — 313)%.
(b) En déduire que A est inversible et exprimer I'inverse de A en fonction de A2, A et I3.
1
On a A% — 1242 + 454 — 5413 = 0 de sorte que A (54(/12 —12A+ 4513)> = I3. La matrice A est inversible et
son inverse est 1
A7l = — (A% — 124 +4513)
54

(c) A laide de (3a), montrer que 4M?3 — 8M? +5M — I3 = 0.

En substituant 6 a A dans légalité A% — 12A2 + 45A — 5413 = 0, on trouve

AM?® — 8M? +5M — I3 = 0.

(4) Calcul de M™ par un polynéme annotateur. On introduit le polynome B(X) = 4X3 —8X2 +5X — 1.
(a) Factoriser le polynome B dans R[X] sachant qu’il posséde une racine évidente.
Le polynéme B admet 1 pour racine évidente donc il se factorise par (X —1). Une division euclidienne élémentaire
donne B(X) = (X —1)(4X? —4X + 1) puis on constate que 4X? —4X + 1 = (2X — 1)? donc

B(X)=4(X - 1)(X - %)2

(b) Déterminer le reste dans la division euclidienne du polynéme X™ par le polynéme B(X).
Notons R ce reste et ) le quotient : on a donc X" = B(X)Q(X) + R(X) et deg R < deg B. Le reste est donc de
degré au plus 2 : notons le sous la forme R(X) = a + bX + cX?.
La racine 1 donne
1"=1=0+R(1)=a+b+c

puis la racine % donne

Avec trois inconnues, il manque une équation! On constate que % est racine double de B donc % est encore racine
de B'(X), on obtient donc avec nX" "1 = B'(X)Q(X) + B(X)Q'(X) + R'(X) I'équation

n
gn=1 = b+c.
On obtient donc déja
a=1-— n .
on—1

Ensuite b+§:2(% — 1+ 5i) = QQZJI} —2puis §=(b+c)—(b+5) = gt — %Zfll + 2 ce qui donne
1
C:2<2_n+>.
2n—1

b:3n+2
2n—1

Enfin b = 57 — ¢ donc
— 4.

En conclusion, le reste cherché est

n 3n + 2 n+1 9
R(X):1—2n1+(2n1—4>X+2(2— 2n1>X

(c) En déduire le calcul de M™ et retrouver le résultat de la question (2).
En substituant M a lindéterminée X dans l'égalité X" = B(X)Q(X) + R(X), on obtient

M”:R(M):(l ”)13+<3"+24)M+2<2”H)M2

472n—1 on—1 gn—1

Puisque M = %.[3 + %J et J2=3J,ona M? = i[g + %J—I— 3%‘] = iIS + iJ et par conséquent
n 3n+2 1 1 n+1 1 1

M”:(l— )I DTE ) (=hrad) 2 220 (S v og

o) o (5 =) (3 37) +2 (- 5 ) (30 )

soit aprés simplifications
1 1 1
M" = —1I3+ = <1 ) J

on 3\ on



Mathématique ECS 1
11 mars. 2015

Devoir surveillé 7.

Veillez & bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points.

Soignez votre écriture et votre rédaction, faites des phrases complétes et ’ encadrez vos résultats.

Le malus de 2 points pour les copies non soignées ou mal rédigées sera appliqué.
La durée de I’épreuve est de 4 heures.

Aucune sortie avant la fin de I'épreuve.

Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte quatre exercices indépendants.
Laissez une demi-page de garde pour les observations.

1
Exercice 1. Soit f la fonction définie sur [0, §] par f(z) = —.

On admet que la fonction f est indéfiniment dérivable sur [0, §].
On note f(©) = f et pour tout n € N*, f(" est la dérivée n® de la fonction f.
Ainsi, fO) = /. @) = 7 etc.

(1) Calculer, pour x € [0, 7], les dérivées f'(x) et f”(x) et montrer qu’elles s’écrivent sous la forme

_ Py(sinx)

_ Pi(sinx) ot f"(z) =

f'z) =

cos?(x) cos3(x)

ou P, et P, sont deux polynémes & déterminer.

(2) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe un polynéme P, tel que pour tout z € [0, §],

P, (sinx
F (@) = COS,(M(;) et P,=(1—X?)P._, +nXP,

(3) Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, le degré et le coefficient dominant du polynéme P,.

Exercice déja vu!

Exercice 2. On considére I'application f de R dans R et l’application g de R™ dans R définies par :

=e “In(l +¢€%) et = —In(1
f() = e In(1 +¢%) et g(a) = T — (1 +2)
(1) (a) Etudier le signe de g(x), selon les valeurs de x.
La fonction g est dérivable sur RT de dérivée donnée par
1 1 —T

g/(x):(l—&—x)?_l-i-x 1+ )%

La dérivée g’ est négative sur RT et ne s’annule qu’en 0 donc la fonction g est strictement décroissante sur R+.
De plus, g(0) = 0 donc g est négative ou nulle sur RT.
(b) Etudier les variations de la fonction f.
La fonction f est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables.
|
1+er 14e
nentielle étant strictement positive et la fonction g négative ou nulle, la dérivée f’ est négative ou nulle. On peut
méme préciser que [’ est strictement négative puisque g ne peut s’annuler qu’'en 0 qui est une valeur impossible
pour I'exponentielle.

Sa dérivée est donnée par f'(z) = —e “In(l +e*) +e % x —e ®In(l+4e%) = e ?g(e”). L’expo-



La fonction f est donc strictement décroissante. Etudions ses limites en +00 et —oco : d’une part,

lim f(z)= lim In(1+e”) _ lim In(1+1¢)

T—>—00 xr——00 e’ t—0 t

=1

et d’autre part, par croissance de la fonction logarithme, pour tout réel z, In(1 + e*) = In(e*(1 + e~ %)) =
In(e*)+In(14+e™*) = z+In(1+e~*) donc f(x) = ﬁ—ke‘””ln(l + e~ %) a pour limite 0 en +00 puisque 11141_1 )
et r—+oo et

m e “In(l+4e™*) =0 par produit de limites nulles.

d’aprés le théoréme des croissances comparées et 1i
T—r+00

(c) Déterminer les fonctions ¢ définies et dérivables sur R qui vérifient la relation :

vV GR,(pl(m)+§0(1’) = 1+ex’

(On pourra commencer par multiplier chaque membre de I’équation par e*)
xT

La fonction ¢ vérifie la relation précédente si et seulement si : Vo € R, ¢ (x)e® + p(z)e* = o
e

Le premier membre est exactement la dérivée de e“p(x) et le second membre est la dérivée de In(1 + e*) donc la
fonction ¢ vérifie la relation précédente si et seulement si : Vo € R, (¢(x)e”) = (In(1 4 e%))’.

Or deux fonctions possédent la méme dérivée si et seulement si leur différence est constante donc les fonctions ¢
admissibles sont les fonctions définies par

Ve e R, p(z)e” —In(l+€*) =k

soit encore .
Ve e R, o(x) =e¢ “In(l+€") + o

ol k est un paramétre réel quelconque.
(2) On considére la suite (uy)nen définie par : ug = a € RT et la relation : Vn > 0,up11 = f(un).

(a) Montrer qu’il existe un unique réel « tel que f(a) = «, et vérifier que « appartient a I'intervalle ]0, 1].
Les fonctions 2 — f(x) et x — —x sont continues et strictement décroissantes sur R donc la fonction x — f(z) —x
est continue et strictement décroissante sur R.
D’aprés les propriétés opératoires sur les limites, on a mgmoo f(z) — 2 =400 et limy o0 f() — 2 = —00.
Le théoréme de la bijection assure alors que la fonction x +— f(x) — 2 réalise une bijection de R sur R : le réel 0
admet donc un unique antécédent par cette fonction, qui est la seule solution de I'équation f(z) = x.
Appelons « cette solution : f(0) —0 = f(0) =In2 > 0 et f(1) — 1 < 0 puisque f est strictement décroissante et
admet 1 pour limite en —oco. La solution « vérifie donc « €]0, 1] d’apreés la propriété des valeurs intermédiaires.

(b) Montrer que pour tout z > 0, on a: —Iln2 < f'(x) <O0.
D’une part, f’ est négative donc pour tout >0, f/'(z) <0.

D’autre part, pour tout x > 0, f'(z) = —f(x)+ T > — f(x) et puisque f décroit, on a pour tout = > 0, f(z) <
e.’E
In2 donc —f(z) > —In2 donc pour tout > 0,ona: —In2 < f/(x).
(c) En déduire, quelque soient les réels positifs « et y, |f(z) — f(y)| < |[In2| X |z — y|.

D’aprés la formule fondamentale du calcul intégral,

f@) - 1w = [ " e

et d’apres I'inégalité triangulaire intégrale,

max(z,y)

|f(z) = f(y)l < / [/ (#)]dt < [In2[| max(z,y) — min(z,y)| < [In2]jz - y|

min(z,y)

(d) Montrer que la suite (uy)nen converge vers a.
Puisque f est positive sur R, il est clair (par récurrence) que la suite (u,,) ainsi définie est positive.
En appliquant, I'inégalité précédente avec x = u,, > 0 et y = o > 0, on obtient

VneN, |f(un)— f(a)] <|In2| x |u, —
c’est a dire
VneN, |upt1 —al <|In2] X |u, — al.
Une récurrence facile (a mettre en oeuvre!) permet d’établir
VneN, |up, —al <|[In2|"ug — «f
et il ne reste plus qu’a observer que 1 < 2 < e pour affirmer que |In2| < 1 et par conséquent ngrfoo [In2|" =0,

entrainant a son tour (via le théoréme de convergence par encadrement) lim |u, —al =0.
n—-+oo



Exercice 3. Etant donnée une fonction f : R — R on note, pour tout entier n > 1, f, la fonction obtenue en composant
n fois f avec elle-méme donc :

fan=fofo...of
n fois

Ainsi f1=f, fo=fof,fs=fofolf,etc..

Dans cet exercice, on admettra le résultat suivant :

Proposition. Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.
Si f est continue sur [ et injective alors f est strictement monotone sur I.

On s’intéresse dans cet exercice au probléme suivant : existe-t-il des fonctions f continues sur R vérifiant :

Ve eR, f(f(x))—-2f(x)+x=07 (1)

Dans toute la suite, la lettre f désigne une fonction continue solution du probléme (1).
(1) (a) Soit g la fonction définie sur R par g(y) = f(y) — 2y. Exprimer g o f en fonction de Ig et en déduire que f est
injective.
Pour tout réel z,
go f(x) = f(f(x)) = 2f(x) = —x
d’aprés I'équation vérifiée par f.
Donc go f = —I.
Comme —I est injective, g o f est injective donc f est injective.
(b) Montrer que f est strictement monotone.
La fonction f est continue et injective sur R, elle est donc strictement monotone, d’aprés la propriété admise.
(2) Soit h la fonction définie sur R par h(y) = f(y) — y. Exprimer h o f en fonction de h.
Pour tout réel z,
ho f(x) = f(f(x)) — f(z) = f(x) — 2z = h(z)
donc ho f =h.

(3) Dans cette question, on veut montrer que f n’est pas strictement décroissante. On suppose, par ’absurde, qu’elle l’est.

(a) Expliquer pourquoi on peut affirmer qu’il existe un réel a tel que f(a) # a.

S’il n’existe pas de réel a tel que f(a) # a, c’est que f(a) = a pour tout réel a et f serait alors l'identité Ig de R.
La fonction f serait donc strictement croissante, ce qui contredit ’hypotheése.

(b) A Taide de la fonction h, montrer que les cas f(a) < a et f(a) > a sont impossibles.

Commengons par supposer que f(a) < a. Comme [ est strictement décroissante, la fonction h 'est aussi comme
somme de deux fonctions strictement décroissantes.

Donc h(f(a)) > h(a) et ceci est impossible d’aprés la question (2).
Le cas f(a) > a est impossible pour des raisons analogues.
(c) Conclure quant & la monotonie de f.
L’hypothése f strictement décroissante conduit a une impossibilité mathématique d’aprés ce qui précede.
Comme f est strictement monotone, elle est strictement croissante.

(4) Soit x € R. D’apres la propriété vérifiée par f, on a fo(x) = 2f(x) — .
(a) Exprimer f3(x) en fonction de f(x) et de x.
On a

f3(x) = fofof(z)
= f2(f(2))
=2fo f(z) — f(z)
=2fa2(z) — f(z)
=22f(z) —x) — f(z)
=3f(z) — 2z



(b) Montrer que pour tout entier n > 2, f,(z) =nf(z) — (n—1)x.
Pour tout n € N, appelons &, la propriété « f,(z) =nf(x) — (n —1)z. »
— D’aprés ce qui précéde, les propriétés P et HP3 sont vraies.
— Supposons la propriété vraie jusqu’a un certain rang n > 3. Montrons que &, 11 est vraie.
On a

for1(x) = fofofo(z)
= f2(fn-1(x))
=2f0 fn-1(z) = fu-1(2)
=2fn(z) = fu-1(z)
=2(nf(z) = (n—1z) = ((n = 1) f(z) — (n - 2)z)
=(n+1)f(x) —nz.

Donc &, est vraie.
— D’aprés le principe de récurrence sur N, la propriété est vraie pour tout entier n > 2.

(5) On veut montrer dans cette question que f est une bijection de R sur R.
Soient a et b deux réels tels que a > b.

(a) Justifier que pour tout entier n > 2, f,(a) > f,.(b).
Soit n une entier tel que n > 2.
La fonction f,, est strictement croissante comme composée de n fonctions strictement croissantes.
Comme a > b, on a f,(a) > f,(b).
(b) A l'aide de la question (4), montrer que f(a) — f(b) > a —b.
D’aprés ce qui précéde, pour tout entier n > 2, on a f,,(a) > f,(b) et donc d’aprés (4) :
nf(a) — (n—1)a > nf(b) — (n—1)b.
ou encore
n(f(a) —a)+a>n(f(b) —b)+0b
qui donne aprés division par n > 2 :
a b
— —>f(b)—b+ —.
fla)—a+ L > @) bt

Cette inégalité étant vraie pour tout entier n > 2, on peut « passer aux limites », en appliquant le théoréme de
prolongement des inégalités aux limites, pour avoir

fla)—a = f(b) b
ce qui s’écrit aussi f(a) — f(b) > a—b.
(c) En déduire les limites gcll)r_n(><> f(z) et a:ll)r-‘,r—loo f(z).

D’apres (b), quelque soient les réels a et b tels que a > b, on a f(b) < b+ f(a) — a.
En maintenant « fixe et en faisant tendre b vers —oo, on a , lim b+ f(a) — a = —o0 donc , lim f(b) = —o0.
——o0 ——o0

Pour la limite en +o0, on écrit cette fois, f(a) > a + f(b) — b et un « passage a la limite »sur a en maintenant b
fixe, permet d’avoir lirﬁr_l f(a) = +o0.
a—r+00

(d) Conclure.

La fonction f est continue sur R, strictement croissante et est telle que

‘L'll)I—IlOC f(x) = —ooet JEI—&I-loof(w) = oo

D’aprés le théoréme de la bijection, la fonction f réalise une bijection de R sur R.
(6) Comme f est une bijection de R vers R, elle admet une bijection réciproque notée f~1.

(a) Montrer que f~! est aussi une solution du probléme initial, c’est a dire qu’elle vérifie :
vyeR, [N (y) -2 (y) +y=0.

D’abord, la fonction f~! est continue sur R comme réciproque d’une fonction continue.
Soit y € R.
Comme f est une solution du probléme, on a

Ve eR, f(f(x))—2f(z)+x=0.



En écrivant I'égalité pour x = f~1(f~1(y)), on obtient

0=FUFFHU W) —2f (P ) + ()
=fofoftof Ny =2foflof Ny + (M Y)
=fo(fof Nof ) —2(fof Nof T+ )
=folgo f  (y)—2Ixo f (y)+ f(f(v)
=fof ) =2+ (W)
=y=2f"'y)+ (W)

Donc f~! est aussi une solution du probléme.

(b) En utilisant les résultats de la question (5), montrer que pour tous réels a et b,
fla) = f(b) =a—b.

Soient a et b deux réels.
— Si a = b, I'égalité est claire.
— Si a # b, on peut supposer (quitte & échanger a et b) que a > b.
D’aprés la question (5b), on a f(a) — f(b) > a — b. Il ne reste plus qu’a établir que a — b > f(a) — f(b) pour
conclure a 'égalité.
Comme f est strictement croissante, on a f(a) > f(b). Posons o’ = f(a) et ¥’ = f(b). On a donc a’ > ¥'.
Comme f~! est une solution du probléme, on peut appliquer le résultat (5b) a f~1 et aux réels a’ et V', ce qui
donne
f—l(a/) _ f—l(b/) > a =

ou encore

a—b= f(a) - f(b).
L’égalité est donc acquise.

(c) En déduire qu’il existe un réel ¢ tel que
Ve eR, f(z)=z+c.

La propriété établie précédemment se reformule aussi sous la forme
VaeR, Vb eR, f(a)—a= f(b)—10

ou encore

Va € R, Vb € R, h(a) = h(b)

ou la fonction h est celle de la question (2).
La fonction h est donc constante et par conséquent il existe un réel ¢ tel que

Ve eR, f(r)=x+c

(d) Conclure.
Les fonctions solutions du probléme de départ sont donc parmi celles définies sur R par une expression de la forme

fl@)=x+c

Reste a vérifier si ces fonctions conviennent. Soit ¢ un réel et f la fonction définie sur R par f(x) =z + c.
Pour tout réel z,

[ @) =2f(x) + 2= f(z) +c=2f(x) + o =2 — f(z) +c=0.

Ces fonctions conviennent donc bien.




Exercice 4. On désigne par n un entier naturel tel que n > 2.

Une urne contient une boule blanche et n — 1 boules noires.

Trois joueurs A, B et C tirent a tour de role une boule de cette urne dans 'ordre suivant : A joue en premier, B joue
aprés A, C joue aprés B, puis A joue aprés C etc.

Les tirages se font sans remise de la boule tirée.

Le gagnant est le premier des trois qui tire la boule blanche.

On note, pour n € N*,

— A, I'événement « A gagne au n° tirage »

— B, I'événement « B gagne au n® tirage »

— (), 'événement « C gagne au n° tirage »

On note A (resp B, C) I'événement « le joueur A (resp. B, C) est le gagnant . »

(1) Montrer que pour tout entier k tel que 3k + 3 < n,

1
P(Asks1) = P(Bag42) = P(Cs43) = -

Le joueur A gagne au 3k + 1° tirage si et seulement si le joueur A tire la boule blanche au 3k + 1° tirage et si les trois
joueurs ne tirent que des boules noires lors des 3k tirages précédents.

Désignons par W; I'événement « le j¢ tirage du jeu apporte une boule blanche » : I'événement Agp41 s’exprime alors
par

3k
Agerr = | (VW5 | N Wakpa
=1

Les tirages se faisant sans remise, on applique la formule des probabilités composées :

P(A3k+1) = P(Wl)PWl(Wg)PWlﬂWz(Wg) X+ X Pnjsile(Wyf_;.l)
n—-1 n—-2 n-3 n — 3k 1
X X X oo X
n n—1 n-2 n—3k+1 n-—3k

(par téléscopage)
De la méme fagon, on a

3k+1
Bspi2 = m Wi | N Wsagia
=1

et
P(Bsgya) = P(W1) Prre(Wa) Py gy (W) X -+ X Prysies g (W)
n—1 n—-2 n-—3 n — 3k n—3k—1 1
= X X X X X
n n—1 n-—2 n—3k+1 n — 3k n—3k—1
1 1
= — (par téléscopage)
n
puis
sk+2
C3pq3 = ﬂ W5 | N Wagis
j=1
et

P(Cak43) = P(Wh) Pr(W2) Py (W) < -+ x Pﬂjk:“ij(Wsta)

n—1 n—2 n-—3 n — 3k n—3k—1 n—-—3k—2 1

= X X X oo X X X
n n—1 n-—2 n—3k+1 n — 3k n—3k—-1 n-—-3k—-2
1

= (par téléscopage)

(2) On suppose que n = 3m + 1 ot m € N. Montrer que




L’événement A se réalise si et seulement si 'un des événements Ay, Ay, A7, ..., Aspqq se réalise de sorte que A est la
réunion

m
A= U Azgt1-
k=0
Par additivité de P (les événements Ay, Ay, A7, ..., Asmi1 sont deux & deux incompatibles ), on a
P(A)—iP(A )7m+1 _ om+1
N L T T 3m+ L
k=0
De méme, B se réalise si et seulement si I'un des événements Bs, Bs, Bs, . .., B3, 1 se réalise de sorte que A est la
réunion
m—1
B = | Bsrsa.
k=0
Par additivité de P, on a
m—1
m m
P(B) = P(B =— =
(B) kz:(:) (Bawse) = 70 = 3077
En suivant la méme démarche pour C' :
m—1 m m
(©) (Csky3) n 3ma+l
k=0
(3) On suppose que n = 3m + 2 ou m € N. Montrer que
m+1 m
PA) =P = — C)=
(4) (B) 3m+2’ ©) 3m + 2

|3
3
+

P 3m + 2
et
m—1 m m
P = = =
(C) =) P(Csi3) E—
k=0
(4) On suppose que n = 3m + 3 ou m € N. Montrer que
1
P(A)=P(B)=P(C) = 3
Mémes calculs!
= m+1 m+1 1
(4) kzz;) (Askrr) = = 3m+3 3

P 3m+3 3
et
i m+1 m+1 1
P(C :E P(C = = = -
() Pt (Csk43) n Im+3 3



Mathématique ECS 1
13 mai 2015

Corrigé de I’épreuve a du concours blanc 2.

Veillez & bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points. Malus de 2 points pour les copies mal rédigées. La durée de I'épreuve est de 4 heures. Aucune
sortie avant la fin de I’épreuve. Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I’épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte quatre exercices indépendants.

Exercice 1. On lance un dé équitable trois fois de suite. Les numéros obtenus successivement sont notés a, b, c.
(1) Calculer la probabilité que 1’équation ax? + bx + ¢ = 0 ait deux racines réelles distinctes.

Un résultat de Iexpérience est un triplet (a,b,c) de [1, 6], le cardinal de 1'univers est donc card{) = 6.
L’équation ax? + bz + ¢ = 0 admet deux racines réelles distinctes si et seulement si b? > 4ac.
Pour b= 1, il n’y a aucun couple (a,c) € [1,6]? vérifiant 4ac < 1 puisque ac > 1.
Pour b= 2, il n’y a aucun couple (a,c) € [1,6]? vérifiant 4ac < 4 puisque ac > 1.
Pour b= 3, il y a trois couples (a,c) € [1,6]? vérifiant 4ac < 9, il s’agit des couples (1,1);(1,2);(2,1).
Pour b= 4, il y a cing couples (a,c) € [1,6]? vérifiant 4ac < 16, il s’agit des couples (1,1); (1,2); (
Pour b= 5, il y a 14 couples (a,c) € [1,6]* vérifiant 4ac < 25, il s’agit des couples

(L,1);(1,2);(2,1);(1,3); (3,1)5 (2, 2); (1, 4); (4, 1); (1,5); (5, 1); (1,6); (6,1); (2, 3); (3, 2).
Enfin, pour b = 6, il y a 16 couples (a,c) € [1,6]? vérifiant 4ac < 36, il s’agit des couples
(L,1);(1,2):(2,1);5(1,3)5 (3,1)5 (2, 2); (1,4); (4, 1); (1,5); (5, 1); (1,6); (6,1); (2, 3); (3, 2); (2,4); (4, 2).

La probabilité cherchée est donc W = % = 11—(?8

(2) Calculer la probabilité que I’équation ax? + bx + ¢ = 0 n’ait pas de racines réelles.
L’équation ax? 4+ bz + ¢ = 0 n’a pas de racines réelles si et seulement si b? < 4ac.
Pour b = 1, tous les couples (a,c) € [1,6]? vérifiant 4dac > 1 puisque ac > 1 : il y en a 36.
Pour b = 2, il y a 35 couples (a,c) € [1,6]? vérifiant 4ac > 4 : seul le couple (1,1) ne convient pas.
Pour b = 3, il y a 33 couples (a,c) € [1,6]? vérifiant 4ac > 9 : seuls les couples (1,1);(1,2);(2,1) ne conviennent pas.
Pour b = 4, il y a 28 couples (a, ¢) € [1,6]? vérifiant 4ac > 16 : seuls les couples (1,1); (1,2); (2,1); (1,3); (3,1); (1,4); (4, 1); (2,
ne conviennent pas.
Pour b= 5, il y a 22 couples (a,c) € [1,6]* vérifiant 4ac > 25
seuls les couples

(17 1)? (17 2)5 (27 1); (17 3); (37 1)3 (27 2); (1,4); (47 1)5 (17 5)§ (57 1)§ (17 6)? (67 1)? (27 3); (37 2)

ne conviennent pas.

Enfin, pour b = 6, il y a 19 couples (a,c) € [1,6]? vérifiant 4ac > 36, les couples qui ne conviennent pas étant
(1,1);(1,2):(2,1);(1,3); (3,1)5 (2, 2); (1,4): (4, 1); (1,5): (5, 1); (1,6); (6,1); (2, 3); (3, 2): (2,4); (4,2): (3,3);

36+35+33+28+22+19 173
63 T 216
(3) On pose P = aX? + bX + c. Calculer la probabilité que le polynome P admette une racine double.
Le polynéme P = aX? 4+ bX + ¢ admet une racine double si et seulement b = 4ac.
Les deux cas précdents permettent d’établir qu’il y a 216 — 173 — 38 = 5 triplets (a,b, c) vérifiant b2 = 4ac.

La probabilité cherchée est donc

La probabilité cherchée est donc %

(4) Calculer la probabilité que le polynéme X — a divise le polynéme X2 + bX + c.
Le polynéme X — a divise le polynéme X2 + bX + c si et seulement si a? 4 ab + ¢ = 0.

Les nombres a, b, ¢ étant strictement positifs, I’égalité a® 4+ ab+ ¢ = 0 ne se produit jamais donc la probabilité cherchée
est nulle.



(5) Calculer la probabilité que la matrice (Z

b .. .
c) soit inversible.

La matrice <Z

Pour b = 1, il y a un seul couple (a,c) € [1,6]? réalisant ac = 1 : il s’agit de (1, 1).
Pour b = 2, il y a trois couples (a,c) € [1,6]? réalisant ac = 4 : il s’agit de (1,4); (4,1);(2,2).
Pour b = 3, il y a un seul couple (a,c) € [1,6]? réalisant ac = 9 : il s’agit de (3, 3).

b . . . .
est non inversible si et seulement si ac = b2.

Pour b= 4, il y a un seul couple (a,c) € [1,6]? réalisant ac = 16 : il s’agit de (4,4).
Pour b =5, il y a un seul couple (a,c) € [1,6]? réalisant ac = 25 : il s’agit de (5,5).
Pour b= 6, il y a un seul couple (a,c) € [1,6]? réalisant ac = 36 : il s’agit de (6,6).
Il y a donc huit triplets (a, b, c) de [1,6]* pour lesquels la matrice est non inversible.
216 -8 208 26

216 216 27

Par complémentarité, la probabilité cherchée est donc

Exercice 2. On considére I'application f définie sur R par :

{ Ve eRYL  f(z) =a® =e"n®
f(0) =1

Pour deux fonctions u et v définies sur un intervalle de la forme [a,+o0[, on dit que u est négligeable devant v au

voisinage de +oo si  lim ) =
T—r+00 v(x)
(1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur Ry.

La fonction f est continue et dérivable sur |0, +oo[ comme produit et composée de fonctions dérivables.

De plus lim, o zlnz = 0 de sorte que lim,_,o f(xz) =1 = f(0) : la fonction f est donc continue en 0 aussi. Ainsi f
est continue sur RT.
Etudions la dérivabilité en 0 : pour tout x > 0,

fl@) = f(0) _e*™* -1 e"MT 1

= = X lnl‘
x x rlnzx
u_ 1 e® Inx __ 1
Puisque lim = 1, on obtient par composition de limites lim = 1. Or limlnz = —oo donc
u—0 U z—0 xlnzx z—0

o T@ =10

x—0 xT
La fonction f n’est donc pas dérivable en 0.

(2) Dresser le tableau de variations de f.

1
Pour tout z > 0, f'(z) = (Inz + 1)e*™% de sorte que f’(z) > 0 si et seulement si z > —.
e

On obtient le tableau de variation suivant :

T 0 % +0oq
f(x) - 0 +
1 400
f \ /
e

- =
(3) On considére un repére orthonormal R = (O, ¢, j ) du plan et I'on note (C) la courbe représentative de f dans ce
repére. Quelle est la position de (C) par rapport & sa tangente (7)) en son point d’abscisse 17
La fonction f est indéfiniment dérivable sur |0, 4o00[ : le calcul de la dérivée seconde donne

1
f”(I) _ 7ex1n:1: + (1HI+ 1)Qemlnz
xT

donc f”(x) > 0 sur ]0, +oo[. La fonction f est donc convexe et sa courbe est donc située au dessus de sa tangente au
point d’abscisse © = 1.
1
(4) On note g la restriction de f a l'intervalle I = [, +00 [ Démontrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle
e
J que l'on précisera.

1
Sur l'intervalle I = {, 400 {, la fonction ¢ est continue et strictement croissante avec pour limite +o0o en 4o00. Le
e

théoréme de la bijection assure que g réalise une bijection de I sur l'intervalle J = [e’e_1 , ool



(5) Démontrer qu’il existe une application ¢ de J vers I telle que :
Veeld, o(x)?® =z
Soit ¢ la bijection réciproque de g : elle est définie sur J a valeurs dans I et vérifie
Vo € J, glp(@) =

donc
Veeld, o(x)f® =z

(6) Etablir que ¢ est négligeable devant la fonction logarithme népérien au voisinage de plus Uinfini.

Etudions la limite lim M
z—+oo Inx

L’égalité précédente donne :

donc
ple) 1
Inz  In(e(x))
Puisque IEng(x) = 400, on a aussi zBIJIrloo (x) = 400 donc lim ne@) = 0.

Ainsi : lim ()

=0.
z—+oo Inx

(7) Déterminer le plus grand intervalle K inclus dans J sur lequel ¢ est dérivable et montrer que :

o(z)

Vee K, ¢'(z)= 2@ t o)

Il s’agit d’étudier la dérivabilité d’une réciproque.
Le caractére bijectif de g a déja été établi.

1 1
La fonction g est dérivable sur I avec une dérivée nulle en £ = — et strictement positive sur } —, 400 [
e e

D’aprés le théoréme de dérivabilité d’une réciproque, le plus grand intervalle sur lequel la fonction ¢ est dérivable est
K = ]e_efl,—i—oo[ et
1 1 1

P = o) T @) + Dele@) - (n(e@) + e
L e gl
O @)D 1+ BE etz Y = ) T ey

o(w)

(8) On note (I") la courbe représentative de ¢ dans le repére R et, pour tout élément n de N*, on note (7;) la tangente
a (I") en son point d’abscisse n.

%

La tangente au point d’abscisse n de (T') a pour équation y = ¢'(n)(z — n) + ¢(n).

(a) Déterminer I’abscisse u,, du point d’intersection de (7,,) avec 'axe (O,

_)
L’abscisse u,, du point d’intersection de (7,) avec 'axe (O, i ) est donc

=n—n(p(n)+Inn)=—nlnn —ne(n) +n

(b) Donner un équivalent simple de u,, lorsque n tend vers plus l'infini.

:11m<1+(p(n)_1):1

Inn Inn

lim

—ninn

1
puisque lim M =lim — =0 donc u, ~ —nlnn
Inn Inn

Exercice 3. Etude de convergence de quelques séries.



n n+1

1
(1) (a) Montrer que T 13, Pour tout & € [0,1] et tout n € N. L’égalité est elle vraie

pour x =17
Soit = € [0,1].

k=0 k=0
1 _ n+1
= 1£(i)$> car —x # 1
- Ly ED
1+x 1+2a)
D’ou le résultat.
Ce calcul reste vrai pour x = 1 puisque —x # 1.
n l'k+1 tn+1
b) En déduire que In(1 + z) = —1)k + (—1)ntt dt pour tout x € |0,1] et tout n € N.
E+1 14t
0

k=0
Soit « € [0, 1]. Les expressions intervenant dans 1’égalité précédente définissent des fonctions continues sur [0, x]
donc en intégrant entre 0 et x, il vient :

$tn+l
B kehdt + (-1 "*1/ dt.
/0 1+t Z/ FEDT T

x k+1
Le membre de gauche est In(1 4+ z) et 'intégrale qui apparait dans la somme est / (—1)Ftkdt = (—1)* Z+ 1 donc
0
n $k+1 T tn+1
In(1 => (-1)F -1 "“/ dt.
n(l +2) ];)( e S A A
(c) Montrer alors que ’ In2— z": (-1 ! et conclure quant a la nature et & la somme de la série Z (=1"
k:ok T n+2 n>on+1
Avec x = 1, on obtient
n (—l)k . /1 tntl
In2= —1)"* —dt
" ;;) R A A

L’inégalité sera acquise si on montre que

1 1 1
’(71)n+1 / 7(175’ <
0 1 +t n -+ 2
Dans la valeur absolue, (—1)"T! s’évapore et la positivité évidente de la fonction ¢ — 22 sur [0,1] donne

1+t
n+1 1 n+1
‘(71)n+1/ t ‘7/
o 1+t

Pour majorer l'intégrale, il suffit de majorer 'intégrand sur [0, 1].
Pour tout ¢t € [0,1], 1+¢ > 1, donc

et par positivité de I'intégrale,

1 tn+1 1 1
/ dt g/ " tlde = )
0 1 +t 0 n + 2

, Pencadrement devient

~ (—D*
k+1

En posant S,, =
k=0

n2— 8, <
[In R

Comme

— 0, le théoréme de convergence par encadrement assure que la suite (S, )nen converge vers In 2

1 n
donc la série E ) converge et a pour somme
n>0

f (=)" =1In2

n=0 n+l



(2) Compléter les pointillés du programme suivant pour qu'il calcule une valeur approchée de In2 & 10~3 prés.
Le programme est a recopier intégralement sur votre copie.
On précise que la fonction pmodulo, dont la syntaxe est pmodulo(n,p), renvoie le reste de la division (euclidienne) de
n par p.
Lorsque p = 2, 'instruction pmodulo(n,2) renvoie donc 1 si n est un entier impair et 0 si n est un entier pair.
n=0;
s=1;

while 1/(n+2)>0.001 do
n= n+1;
if pmodulo(n,2)== 0 then s=s+1/n
else s=s-1/n ;
end;
end;

disp(s)
(3) (a) Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour tout réel = ¢ {—1,0}

1 a b

z(x+1) x+x—|—1’

Pour tout = € R\{-1,0}

1 ltz—a 1 1
r(14+2z) 2(14+z) 2 14z
(b) Montrer que la série Z _ converge et calculer sa somme
! SnnrT) |
Pour tout n > 1, appelons T;, = En: # la somme partielle d’indice n de la série Z # On a
=5 apb ”_@ﬂk%+D P nxnm+n'

n

1 1
=3 (5551

k=1

1
=1 — ——— par télécopage
n+1p pag

1
donc lim T}, = 1. La série Z ( est donc convergente de somme
>1

n(n+1)

+00 1

2wy !

n=

N 1 2N+1 (—1)7
c) Montrer, pour tout entier N € N, ’égalité : =
©) P s ;(2n+1)(2n+2) pz:; p+1
- 1 (="

Pour tout n > 1, posons s, = Z

—  _etu, = .
2kt D2k+2) "

v
o+ 1 2k+2

((—w% <—1>2’f+1>

»

=

I
(=

o>~
Il
o

M= 1=

o+l 2kt 2

(u2k + U2k+1)

=~
Il

0

2N+1 2N+1 &

_ _ (=1

=D w= D
k k=0

=0




1
2n+1)(2n+2)

(d) En déduire que la série Z converge et calculer sa somme.
n>0

1

)n
P 1 E t In2, I tielles de 1
uisque la série converge et a pour somme In 2, les sommes partielles de la série Z 2n+)n+2)

n>0 n>0

1
(2n +1)(2n+2)

convergent vers In 2 donc la série E converge et sa somme est

+oo 1
Z2 Denta M2
2 Gar)En+2)

—+o0
(4) On admet que Z

2
. Montrer que la série Z

———— converge et calculer sa somme.
6 — (2n + 1)2 &

n

Pour tout n > 1, posons ¢, = Z — - En regroupant les termes pairs ensemble et les termes impairs ensemble, on a

p=1
"1 - 1
Cnr1 =) 5t ;
= @p? =2+ 1)
Ten 1 " 1
SFVIEEDY
2 2
de=p? = (2p+1)

donc

T
D’apres le résultat admis dans cette question, ¢, = —, Cant1 — 5 donc la suite des sommes partielles de la série

6
1 1
E m converge. La série E W est donc convergente de somme
n
n>0 n>0

[ V)
[ V)
[ V)

i#_l_ll_l
~(@2n+1)? 6 46 8

(5) (a) Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour tout réel x ¢ {—1,—3, 0}

1 a b
tEr)2r 12 sl a2

Pour tout réel x ¢ {—1, —%, 0},

1 e+ 1) —dz(z+1) 1 N —4
rz+1)2r+1)2  z@+DRz+1)2  z@xz+1)  (2z+1)%
1
(b) Montrer que la série Z "I DEn 1) converge et calculer sa somme.
1

Pour tout n 2 1, posons o5, = — k(k+1)(2k +1)%’

D’aprés la question précédente,
n
1 —4
on = ; AUESVCIESAE

n n 1
;kkﬂ ;(2k+1)2

2
i
et les deux sommes partielles de droite convergent, vers 1 pour la premiére et vers i 1 pour la deuxiéme

1

(attention a l'indice initial). La série Z n(n+ 1)(2n + 1)2
nin n

n>1

est donc convergente et a pour somme

+oo 1 2 2

2 : 2
—n(n+1)(2n+1) 8 2




Exercice 4. L’objet de cet exercice est le calcul de I'intégrale

j_:/72r sin'm do
o l+sinz

(1) Soit x €] —m, 7. On pose t = tan §. A 'aide de la remarque sinz = sin(2%), exprimez sinz en fonction de la variable

t.
sinx = sin(2§) = QSiH(E) cos(f) = 2tan = cosz(z) o
B 27 2 27 2 27 1412
1
isque cos?f = ———.
bisdt 1+ tan?0
(2) Déterminer quatre nombres réels a, b, ¢, d tels que
t a b ct+d

vt € [0, 1],

A0 146 G 0 1482

Apreés mise au dénominateur commun et identification, on parvient au systéme

a+b+d = 0
a+c+2d = 1
a+b+2c+d = 0
at+c = 0
Ont 0, b ! 0, d L
n trouve a = =——, c= = .
ouve a = 0, 5 ¢=0, 5
% .
(3) Calculer l'intégrale I = / e, (faire le changement de variable ¢ = tan ).
o l+sinz

La relation z = 2 Arctan ¢ définit un changement de variable de classe C* de [0, 1] vers [0, 5] :
2t

1—/1 e 2 dt—/l i dt
o Ty T2y (L) (14 t)?

et la décoposition précédente donne

1 1 1
—4 4 1 1 1 s s
I=[ —— _at " at=2|——| t2[Arctan]l=2(: —1)+2x =142
/02(1+t)2 +/0 2(1+ 12) [1+sz+ [Arctan t], =2(5 = 1) +2x 5 3
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Corrigé du concours blanc 2. Epreuve b.

Veillez a bien justifier vos réponses : un exercice bien traité rapporte des points, un exercice traité de fagon non rigoureuse
ne rapporte pas de points. Malus de 2 points pour les copies mal rédigées. La durée de I'épreuve est de 4 heures. Aucune
sortie avant la fin de I’épreuve. Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Si, au cours de I'épreuve, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, signalez le sur votre copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amenés a prendre.

Ce sujet comporte trois exercices indépendants.

Xercice 1. our tout ree OS1U1I x € out entier naturel n, on note X X Z) les sommes partielles mdice n
Exercice 1. Pour tout réel positif z et tout entier naturel n, te Un(2), Vu(2), Sn(z) 1 partielles d'indi

suivantes
n k n k no_k

Un(x) = ’;0 (2]{;)'7 Vn(.’IJ) = k:0m7 Sn(x) = kZOH.

(1) (a) Rappeler la limite de la suite (S, (z))nen.
Le cours affirme que lirJIrl Sp(x) = €.
n—-+0o0

(b) Montrer que pour tout n € N,

Pour tout n € N,

= é (\(/gi)jk + ‘[Z (2k +2k
S
_ 2:01 W]j) = S0 (Va).

La deuxiéme égalité se prouve en remplagant /z par —/z dans les calculs ci-dessus.

2k 2k
(c) En déduire que les séries I;) k). et Z k1)

Les deux séries convergent tr1V1aleInent pom z = 0 et ont méme somme 1.

sont convergentes et calculer leur somme.

Supposons z > 0.
Les deux égalités précédentes permettent d’écrire

Un(l') _ 52n+1(\/5) +252n+1(_\/§) ot an(x) _ 52n+1(\/5)2_\/§2n+1(—\/5)

La convergence des séries exponentielles assure alors celle des sommes partielles Uy, (z) et V,,(2)

k>0
et Z @ k bOIlt donc convergentes et on pour sommes
k>0
f zF _eﬁ—&—e_ﬁ ot f z* _eﬁ—e_ﬁ
 (2k)! B 2 = (2k +1)! 2y



(2) Pour tout n € N, on note a,, le nombre de triplets (x1, z2, z3) d’entiers naturels solutions de I’équation
1+ X2 + 23 =n.

(a) Déterminer a,.

Le nombre a,, est aussi le nombre de mots formés de n lettres U et 2 lettres P et un tel mot est déterminé par le

choix des places des lettres P. Il y en a donc a,, = (n;Q)

(b) Soit  un nombre réel. Etudier la nature de la série Z anx™ en fonction du réel x et calculer sa somme lorsqu’elle

n>0
converge.

Soit  un nombre réel.

Pour tout n € N,

2 (n+1
anxn:%xn

La série E anx” est donc (au facteur % prés) une série géométrique dérivée d’ordre 2, qui d’apreés le cours, converge
n>0
si et seulement si |z| < 1.

Dans ce cas, Sa somime est

Exercice 2. On pourra utiliser, sans justification, le résultat suivant : Soit (uy)nen une suite réelle vérifiant
Vn € N, Upto = aupy1 + buy,.

Alors il existe des réels A et p tels que
Vn e N, u, = Ar"™ + us”

2

ou r et s sont les solutions de I’équation z° — ax — b = 0. De plus, les réels A et p sont les solutions du systéme

A+ opu =
Ar 4+ opus = w

Premiére partie.

On effectue une suite de lancers d’une piéce de monnaie. On suppose que les résultats des lancers sont indépendants et
qu’a chaque lancer, la piece donne Face avec la probabilité p (0 < p < 1) et Pile avec la probabilité ¢ =1 —p

On s’intéresse au nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux Face de suite (c’est-a-dire lors de deux lancers consé-
cutifs).

On suppose donné un espace probabilisé, muni d’une probabilité P, modélisant cette expérience.

Pour tout entier n > 1, on note U,, I’événement « on obtient deux Face de suite, pour la premiére fois, aux lancers numéro
netn+1y,eton pose u, = P(Up,).

Pour tout entier n > 2, on note

— A, I’événement « les n premiers lancers ne donnent pas deux Face de suite et le n® lancer donne Face »,

— B,, 'événement « les n premiers lancers ne donnent pas deux Face de suite et le n® lancer donne Pile ».

Enfin, on pose z, = P(4,) et y, = P(By).

(1) Relation de récurrence entre Zpni1,Yn+1;Tn, Yn

(a) Déterminer uy, x2, Yo, U2, T3, Ys, Us.
Avec des notations évidentes, on obtient par indépendance des lancers :

uy = P(F1F) =p~,

r2 = P(Az)= (P1F2) =g,

ya = P(Bg)= (P1P2 UFPy) =P(P) =
uy = P(PFFs) =qp®,

3 = P(PF;) =pq,

y3s = P(P3) - F1F2P3) =q-pg

uz = P(PF3Fy) = p q.



(b) Trouver pour n > 2, une relation simple entre z,, et u,.
Clairement w,, = P(A, N F,41) et comme F,, 1 est indépendant des résultats des lancers précédents :

Up = P(ATL)P(FTH-l) = PZn.

(c) Pour tout n > 2, déterminer les probabilités conditionnelles :
Pa, (Ant1), Pp, (Ant1), Pa, (Bnt1), Pa, (Bni1)

— Si A, est réalisé, la série de lancers se termine par un résultat Face et A, 1 ne peut plus se réaliser (on aurait
eu deux fois de suite Face)

Py, (An+1) =0.
— Suivant le résultat du rang n, on a :
Pg, (An+1) = P(Fny1) =p,
PAn (Bn-H) = P(Pn—H) =4q,
Pp, (Bny1) = P(Pu1) =g
(d) En déduire, pour tout n > 2, les relations suivantes :
Tn+l = DPYn
Ynt1 = q(@n+Yn)

Pour n > 2, (A, U B, A,, U B;,) est un systéme complet d’événements donc

P(Apt1) =P(A,UB,)NAu1)+ P(A,UB, N Apyr)
P(B,+1) = P((A,UB,)NByt1)+ P(A,UB, NByi1)

Or P(A, UB, NB,.1) =0 puisque B, C A, U B, et par incompatibilité de 4,, et B, on a
P(Bpy1) = P(Ap U Byp) N Byy1) = P(Ay N Byg) + P(By N Bigr)
De méme, A, C B, donc P(A,UB, NA,;1)=0cectona
P(Api1) = P(Ap U By) N Apy1) = P(An N Apy1) + P(Bn N Apy1) = P(Bn N Apya)

puisque A, N A, 41 est impossible.
Par la formule des probabilités conditionnelles, il vient donc

Tpp1 = P(Ant1) = P(Bn)Pg, (Ant1) = yup,
Ynt1 = P(Bny1) = P(An)Pa,(Bny1) + P(Bn)PB, (Buy1) = Tnq + Yng.

(2) Probabilité d’obtenir deux Faces de suite.
(a) On suppose que p = % Pour n > 2, on pose v,, = 2™y,. Déterminer une relation de récurrence entre v,12,vy11
et v,,.
On a ici

1 1
Tnt1 = B} Yns  Yn+1 = 5(% + Yn).-
Donc, pour n > 2,

1 1 1
Yn+2 = i(xn—&-l + Ynt1) = ) Yn+1 + 1 Yn

ce que l'on peut écrire :
Un+4+2 = Un+1 + Un,

(b) En déduire, pour tout entier naturel n, v, en fonction de n. (On pourra poser vy = v1 = 1.)
Posons vg = v1 = 1.
Onav2=22y2:4><%:2d0ncv2:v0+vl.Puisvgz23y3:8>< (%—%):3(101101}3:’024—1}1.
La suite (v,,) vérifient
Vn €N, Uyto = vUpq1 + Up.

2

Les solutions de I’équation z° — z — 1 = 0 sont




D’apres le résultat admis, il existe des scalaires A et p tels que

VneN, vn:/\<1+\/g> —|—u<1_\/5>

2 2

Les conditions initiales donnent alors
Bn—&-l _ an+1

68—«

(c) En déduire, pour tout n > 2, une expression de z,, puis de u,, en fonction de n.

Un

De ce qui précéde, on déduit, pour tout n > 2,

1 5n+1 o an+1 ot 1 Bn o an
n—ao- \ a2 - TIn =\ —3
oo 2n 5 —« A 8-«

v, — (P
7l_2n+1 ﬁ—a .

o0
(d) Veérifier que Z u, = 1 et en donner une interprétation.

et

n=1

n

e n

Comme [§| < 1 et |§\ < 1, les séries Z <§> et Z (5) sont des séries géométriques convergentes.
n>2 n>2

La formule donnant u,, est encore valable pour n = 1 donc

0 1 oo <B)” [e'S) a n)
> - - )
n=1 2(5 o Oé) (nl 2 n=1 2
donc
- 1 1 1 1
Uy = —-1- —+1l)| =
2 2<5—a>(1—§ -3 > 28— o)
Comme o+ =1 et aff = —1 (somme et produit de racines d’une équation du second degré), on a finalement :

o0
Z Up = 1.
n=1

Les événements (U, ),>1 sont deux-a-deux incompatibles donc par o-additivité,

P (ng Un> =1

Il est donc quasi-certain d’obtenir au moins une fois deux Face de suite dans une succession indéfinie de lancers
d’une piéce honnéte.

Deuxiéme partie.

On dispose de deux piéces équilibrées, (p =q= 2) et on réalise ’expérience suivante : pour n entier, n > 1, on répéte n

lancers simultanés des deux piéces distinctes numérotées 1 et 2.
Les lancers sont mutuellement indépendants.
On note les résultats sous forme d’un tableau :

N° dulancer 1 2 3 4
Piece 1 : P P F P
Piece 2 : F P F F

T T oo

6
F
P

Pour k € {1,...,n}, on considére I’événement :

A : « A l'issue du k-iéme lancer les deux piéces ont donné le méme nombre de P. »

Dans 'exemple ci-dessus, seul Ag est réalisé.

Dans la suite du probléme, on pose P(Ap) = 1, et on s’intéresse particuliérement & I’événement A,,.



(3) (a) Soit j € {0,...,n}. Calculer la probabilité pour qu’a l'issue des n lancers la premiére piéce ait donné j fois la
face Pile.
Appelons E; 'événement : « A 'issue des n lancers, la premiére piéce a donné j fois la face Pile. »
Un réxultent de lexpérrance peut étre considéré comme une 2n-liste formée des lettres P ou F (les n premiers
éléments sont associés aux résultats donnés par la premiére picces et les n suivants aux résultats de la seconde ) :
il y a donc 22" résultats possibles.
Il s’agit maintenant de dénombrer le nombre de 2n-listes dont la premiére série de n lettres contient j lettres P
exactement. Il y a (;I) fagons de choisir les rangs d’apparitions des lettres P parmi les n premiéres places, une seule
fagon de compléter cette premiére série avec n — j lettres F' et enfin 2" fagons de former la deuxiéme série de n
lettres, ce qui fait donc (?) x 1 x 2" 2n-listes dont la premiére série de n lettres contient j lettres P exactement.
, (5) x1x2"  (7)
La probabilité cherchée est donc P(E;) = S om T on
(b) Soit j € {0,...,n}, on désigne par p;(n) la probabilité pour qu’a l'issue des n lancers les deux piéces aient donné
chacune j fois la face Pile. Calculer p;(n).
Appelons F;j 'événement : « A 'issue des n lancers la deuxiéme piéce a donné j fois la face Pile »et G I'événement :
« A Tissue des n lancers les deux piéces ont donné chacune j fois la face Pile. »
Onap;(n) = P(G;) = P(E;NF}). Puisque les événements E; et F; sont indépendants, on a p;(n) = P(E;)P(F;) =

n

I buisque P(F;) = P(E;).

22n
1 & /)’
(c) En déduire que P(4,) = 2on jz:;) (]) .
Les événements Gy, Go, ..., G, sont deux a deux incompatibles et A, = U;L:O G donc par additivité de la proba-
bilité )
n 1 n n
P(4,) =Y P(G)) = 55 Y. (j)

Jj=0 j=0
(4) Calcul de P(Ag) par Scilab.
(a) Quel est le résultat de 'instruction mystere(3,5) ol mystere est la fonction ci-dessous ?

function c=mystere(k,p)

if k==0 | k==p then c=1

else c=1;
a=k;
b=p;
while (a>0&b>0) then
c=(a/b)*c;
a=a-1;
b=b-1;
end;
end;
endfunction

La fonction mystere calcule (z) donc l'instruction mystere(3,5) renvoie (g) = 10.
(b) Ecrire un programme Scilab, utilisant la fonction mystere, permettant le calcul de P(Ag).

s=0;
d=1/2;

for j=0:6
s=s+mystere(j,6);
d=2x*d;

end;

p=s/d"2;
disp(p)



Exercice 3. Dans tout le probléme, 1’espace vectoriel R® est muni de sa base canonique notée ¢ = (ey, eq, €3).
On identifie R? et .73 1(R) : cela signifie que les vecteurs de R? sont notés en colonne. Ainsi

1 0 0
€1 = 0 , €3 = 1 , €3 = 0
0 0 1

On note .Z(R?) le R-espace vectoriel des endomorphismes de R?, Id I'identité de R3, .#5(R) le R-espace vectoriel des matrices
d’ordre 3 a coefficients réels et I la matrice identité de .#5(R).
On rappelle aussi que si f est un endomorphisme de R3 les notations f2, f3, etc. désignent f o f, f o f o f, etc.

1l est demandé de faire figurer tous les calculs sur la copie.

Premiére partie.

x x
Soit f 'endomorphisme de R3 défini par f [y | = A | y | ou A est la matrice :
z z
-1 2 -1
A=|-4 5 -3
-2 2 -1

On pose M = A — I3.

(1) (a) Montrer que la matrice M = A — I3 n’est pas inversible.

-2 2 -1
M=A-I3=|—-4 4 -3
-2 2 =2
La matrice A — I3 posséde deux colonnes proportionnelles : en notant ¢y, cs,c3 ses colonnes, on remarque que
Cy = —(C71.
1 1
Le vecteur | 1| vérifie donc M [1]| =0 ce qui assure que M n’est pas inversible (existence d’une solution non
0 0

nulle a "equation M X = 0.)
(b) Montrer que le noyau de f — Id est une droite vectorielle de R® dont on donnera un vecteur directeur u;. On
choisira u; de telle sorte que sa premiére coordonnée dans la base € soit 1.
x
Soit |y | € R3 On a
z

y| eKer(f —Id) < f
z

ISEEN
I
/=
ISEEN

N
[SEINSI ]
I
e I
[N ]

=0

—2x4+2y—2z = 0
= —dx+4y—-3z = 0
—2x+2y—2z = 0

—2r+2y—2z = 0
z = 0

=)



Ainsi,

Ker(f —Id) =R

O~ =

1
et on prendra donc u; = | 1
0

(2) On considére les vecteurs de R? : uy = pey + ges et uz = re; + ses, oil p,q,r, s sont des réels.

(a) Déterminer les reéels p, g, r, s pour que :

flug) =up +ug et f(uz) =2uz + us

0
On cherche us = [ p | tel que f(u2) = uy + us.
q
2p—q = 1
flug) =u;+us <=1 5p—3¢ = p+1
2p—q = ¢
2p—q =1
= 5p—3q = p+1
q = 1
<—p=q=1
0
On prendra donc us =ex +e3 = | 1
1
r
On cherche ug = | 0] tel que f(us3) = 2ug + us.
s
-r—s = r
f(U3):2U2+U3<:> —4r—3s = 2
—2r—s = s+2
2r+s = 0
— dr+3s = =2
2r4+2s = -2
2r+s = 0
<= dr+3s = =2
s = =2 Lg(*Lg*Ll
<—r=1lets=-2
1
On prendra donc ug =e; —2e3= | 0
-2
(b) Veérifier alors que % = (u1,ug,u3) est une base de R3.
T
Soit 7 = | y | un vecteur de R3.
z
a+vy = x
i = auy + Bus + yuz < a+p =y
B—2v = =z
at+y = x
=9 B-7 = y—z (Lo Ly—Ly)
B—2v = =z
a +f8 =y (L1 <— L1 + L3)
= B =y = y—=x
3’}/ = Yy—-—r—=z (Lg(—Lg*Lg)

Le dernier systéme est un systéme de Cramer donc tout vecteur de R? s’écrit de maniére unique comme combinaison
linéaire des vecteurs u1, us, us qui forment par suite une base de R3.



(c) Les sous-espaces vectoriels Ker(f — Id) et Im(f — Id) sont-ils supplémentaires dans R3 ?
Puisque u1, u2, us forment une base de R?, I'image d’un endomorphisme de R? est engendrée par les images des
vecteurs de base uy, us,us. On a donc ici :

Im(f —Id) = Vect (f(u1) — w1, f(uz) — ug, f(uz) —uz) = Vect (u1,2uz) = Vect (uy,us).

De plus, Ker(f —Id) = Vect (uq).

Par conséquent : Ker(f —Id) C Im(f — Id) donc la somme Ker(f — Id) + Im(f — Id) = Im(f — Id) est un plan
vectoriel qui ne peut étre égal a R? : par exemple, ug ¢ Im(f — Id). Cette raison suffit pour qu’ils ne soient pas
supplémentaires dans R3.

On pourrait se contenter de remarquer que les sous-espaces vectoriels Ker(f — Id) et Im(f — Id) ne sont pas en
somme directe, ce qui est aussi une raison suffisante.

(3) Calculer M? et M3. En déduire I'expression, pour tout entier naturel n, de la matrice A™ en fonction de n.

-2 2 -2
M*=|-2 2 —2|, M’=o.
0 0 0

Comme A = M + I3 et puisque les matrices M et I3 commutent, on peut appliquer la formule du binéme : pour tout
n €N,

A=Y (”)Mk A YR U= Ve

— k 2
x
(4) L’endomorphisme f est-il bijectif et, le cas échéant, exprimer f~! [ y | en fonction de z,y et 2.
z
a x
Soient a, b, ¢, x,y, z des réels et étudions I'égalité f | b | = |y
c z
a x a T
flo)l=|y|l=A[bv]=1y
c z c z

et le probléme revient donc & étudier I'inversibilité de la matrice A. Puisque M3 = 0, on a (A — I3)? = 0 donc d’aprés
la formule du binéme
A% —3A% £ 3A — I3 =0, soit A(A* —3A+313) =13

donc A est inversible et A=! = A2 — 34 + 3I5.

1 0 -1
Le calcul donne A~' =2 —1 1 | donc
2 -2 3
x 1 0 -1 x Tr—z
flyl=1[2 -1 1 yl =1 2¢c—y+=z
z 2 -2 3 z 20 — 2y + 3z

Deuxiéme partie.

On note g I'endomorphisme de R? défini par
1
gler) = 5(361 +ex+es3)

1
g(eg) = 5(61 + 362 — 63)

gles) =e1 —eg +e3

x
(1) Soit [y | € R3.
z
x
(a) Exprimer g | y | en fonction de z,y et z.
z
x %aj + éy +z
glv)]=13" + 2y~
z 53T — 3y + 2



x x
(b) Déterminer une matrice A de format 3 x 3 tellequeg |y | =A |y
z z
31
: 3 1 1 3 1 2
1
I 1 -1 2
(c) Exprimer A? en fonction de A.
On trouve A% = 2A.
(2) (a) Déterminer le noyau de g et en donner une base.
x 3zr+y+2z = 0
gly]| =01 z2+3y—2z = 0
z r—y+2z = 0
3r+y+2z = 0
= r+3y—2z = 0
0 = 0 L3<—2L3+ Lo
— 3x+y = -2z
r+3y = 2z
— r+y = -2z
z+y = 0
{y 2>
—
y = =z
-1
Le noyau de g est donc la droite vectorielle engendrée par le vecteur | 1
1
(b) Déterminer une base de 'image de g.
T 1 3 1 2
gy:§x1+y3+z—2
z 1 -1 2
3
donc Img = Vect 1 2
1
2 1 3 1
Or | -2 = 1 — 3 donc Img = Vect 11,1 3
2 1 1 —1
3 1
Les deux vecteurs [ 1], | 3 | forment donc une famille génératrice de Img. Non colinéaires, ils forment aussi

1 -1
une famille libre et ces deux vecteurs constituent donc une base de Img.
(c) L’endomorphisme g est-il injectif ? surjectif ?
Ni l'un, ni 'autre : le noyau de g n’est pas ’espace nul {6} donc g n’est pas injectif et 'image de g est un plan
vectoriel donc Img # R3.

x x x
(3) Soit | y | € R3. Exprimer gog | y | en fonction de g | y
z z z

x x T x T

gogly|=Ag|y| =A% |y|=24|y| =29y

z z z z z

(4) Montrer que Kerg et Img sont supplémentaires dans R3.
— Caractére direct.
Soit % € Kerg N Img. Puisque @ € Imyg, il existe 7 € R? tel que @ = g(?¥) et puisque % € Kerg, on a

%) = 29(9) = 2@

=1

—
=

I
Q@
—~
s
—



donc @ = 0 et par conséquent .
Kerg NImg = {0}
— Caractére supplémentaire.
Procédons par analyse-synthése.
Soit @ € R? écrit sous la forme 4 = ¥ + 10 avec ¥ € Kerg et @ € Img.
Puisque @ € Img, il existe ¢ € R? tel que & = g(f) et puisque v € Kerg, on a

1
ce qui donne W = —g(u) et par conséquent v = 4 — ig(ﬂ')
1
Réciproquement, posons W = §g(ﬁ) et U =1u— 59(71)'
Il est clair que w € Img.
1 .
Le calcul de ¢g(¥) donne ¢(¥) = g(u) — 59° g(i0) = g(@0) — g(&) = 0 donc ¥ € Kerg

Enfin, il est aussi clair que ¢ + @ = 4.
En conclusion, on a bien R3 = Kerg + Img.
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