CORRECTION DU DEVOIR MAISON 3

Exo1l. 1. a.

e Pour f. Soient n’ € Net n € N. Alors
n'=fn)<=n=2n<=n=n'/2

Cette équation n’a pas de solution n lorsque n’ = 1 (car sinon, 2n serait
impair). De sorte que f n’est ni surjective, ni bijective.

Par contre, cette équation a au plus une solution dans N quel que soit
n’ € N (aucune solution n lorsque n’ est impair et une solution n = %/
lorsque n' est pair). De sorte que f est injective.

e Pour g. Soient n’ € N et n € N. Alors

2 si m est pair

n' = g(n) <:>n':{n31 .  pait

~5—  siln est impair

on — n si n est pair
~ ln—1 sin estimpair

Cette équation a au moins une solution n = 2n’ € N, quel que soit n’ € N.
De sorte que g est surjective
Par contre cette équation a deux solutions n = 0 et n = 1 pour n’ = 0.
De sorte que g n’est ni injective, ni bijective.

b. Pour n € N, remarquons que 1’'on a

go f(n) =g(f(n))—g(2n) =n
Fogn) = F((g(n) = 29(n) = {

sin est pair n si m est pair
si n est impair n—1 sin est impair
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L’application go f = Idy est bijective (prorpiété du cours), alors que 1'appli-
cation fog est n’est ni injective (go f(0) = 0 = go f(1)), ni surjective (comme
g o f(n) est un nombre pair, I’équation 1 = g o f(n) n’a pas de solution), ni
bijective.

Soient y €]0, +00[ et = €|a, +0oo[. Nous remarquons que

1 1 1

y=f(z)<=vy= =S -=r-—a<s=r=a+ -
r—a Yy Yy

——

€la,+oof

Pour y €]0, +o00[ nous remarquons que 1'équation y = f(z) admet une unique
solution z = a + i dans ]a, +00[. De sorte que I'application f est une bijection
de ]a, 400 dans |0, +o0o[ et de plus, nous remarquons que sa bijection réciproque
est la fonction f~!:]0, +oo[—]a, +oo[ définie par



1
fly)=a+ , w>0
La raison pour laquelle on peut dire cela est (la definition 4.43) que
1 . -
r=a+ g =y =flr)<=az= "y

Exo 2.

1. Soit A C E. Prouvons que A C fﬁl(f(A)).
Fixons = € A et montrons que z € f~1(f(A)), c’est-a-dire que f(z) € f(A).

Comme z € A, on a f(z) € f(A) ={f(2): 2" € A}.

C’est ce qu'il fallait démontrer (CQFD), nous avons donc bien montré que
pour ACE, AC f_l(f(A))

2. Soit B, une partie de F. Prouvons que f(f’l(B)) C B. Pour cela, fixons y €
f(f~1(B)) et montrons que y € B. Comme y € f(f~'(B)), nous remarquons
qu'il existe x € f~1(B) tel que y = f()

Comme z € f~Y(B),onay= f(z) € B.

CQFD, nous avons donc bien montré que pour B partie de F, f(f~!(B)) C B.

3. Montrons, par double implication, que f est injective ssi pour toute partie A
de Eona A= f_l(f(A))
e Commencon par prouver que f est injective implique que pour toute partie A
de Eona A= f! ( f (A)) Supposons que A soit une partie de F' et prouvons
que A= f~1 (f(A))
Pour cela, nous procédons par double inclusion :
— A la question 1, il a été prouvé que A C f~! (f(A))
— Prouvons également que f~! (f(A)) C A. Fixons pour celaz € f~1 (f(A))
et montrons que x € A.
Comme x € f_l(f(A)), nous remarquons que f(x) € f(A).

Posons y = f(z). Comme y € f(A) il existe nécéssairement z’ € A tel que

f(z') =y = f(x). L’application f étant injective, nous avons forcément
x = a', ce qu’il fallait démontrer.

L’égalité étant démontrée, il en est de méme pour 'implication



e Prouvons maintenant que si, pour toute partic A de Fona A = ! (f(A)),
alors f est injective. Pour cela, supposons que pour toute partie A de E
on ait A = f_l( f (A)) et prouvons que f est injective, c’est a dire que
Ve e E\V2' € E f(x) = f(2)) =z =12
Pour cela, supposons que = € F et 2/ € E vérifient f(x) = f(2’) et montrons
que x = '

Posant A = {z}, on obtient que f(A) = {f(x)} Comme f(z') = f(x), nous
remarquons que {z,x’'} C f~ 1<f {x} > F7H(f(A)), comme z € E, A est
une partie de E, de sorte que A = f~ ( f (A)) et donc

{za'} C fH(f(A) = A= {z}

A fortiori, nous avons nécéssairement x = .
C’est ce qu'’il fallait démontré. A fortiori, la seconde impli-
cation est vraie

En conclusion, nous avons bien prouvé 1’équivallence.

4. Montrons, par double implication, que f est surjective ssi pour toute partie B

de Fona B= f(f"}(B))

e Etablissons que f est surjective implique que pour toute partie B de F' on a
B=f ( f _1(8)). Supposons que f est surjective et montrons que pour toute
partie B de F'on a B = f(ffl(B)) Pour cela, fixons une partie B de F et
prouvons que B = f ( f _1(B)). Pour cela, nous pouvons procéder par double
inclusion.

— 1Ila déja été démontré a la question 2 que f(f~1(B)) C B
— Montrons maintenant que B C f ( f~YB)). Pour cela, fixons y € B et
établissons que y € f(ffl(B))

Comme f est surjective, il existe 2’ € E tel que y = f(2). Comme y € B,
il vient alors que 2’ € f~1(B) et enseuite que y = f(2') € f(f~1(B)). Ce
qu’il fallait démontrer

A fortiori, I’égalité est vraie ainsi que 'implication a démontrer

e Montrons maintenant que si, pour toute partie B de F ona B = f(f_l(B)),
alors f est surjective. Pour cela, supposons que pour toute partie B de F' on
aB=f ( ffl(B)) et prouvons que f est surjective Pour cela, fixons y € F
et établissons 'existence de x € E tel que y = f(z).

Comme B = {y} est une partie de F, nous avons {y} = B = f(f~!(B)). En
particulier il existe un élément 2/ € f~1(B) C E tel que y = f(2'). Ce qu’il
fallait démontrer.

L’implication a prouver est donc établie.
En conclusion, nous avons bien prouvé 1’équivalence du 4. Cel exercice était tres
difficile (a donner a des MP, pour jouer et voir combien d’entre eux arrivent a
le faire). A l'aide de la méthode « magique », il devient « relativement faisable »



5. En s’aidant du tableau de variation sur [—m, 7] de la fonction 27-périodique sin,
il devient trivial que

sin(R) = [—1,1] sin ([5,%]) = [—1,1]
sin ([0, 7]) = [0,1] sin ™! ({0}) = {rk : k € Z}
sin ! (sin ({O})) =sin! ({0}) = {rk: k€ Z} sin (sin_l ({O})) =sin ({7k : k € Z}) = {0}

6. En s’aidant maintenant du tableau de variation sur [—%%] de la fonction sin, il
vient

7 (r0.5) = 17 (0.32) = 0.5
F(H=10)) = £(1-3.00) = =10

Question aux étudiants : Morale (intention pédagogique) des questions 5 et 6 7

Exo 3. 1. Ona f(0,0) = (0+0,0—-0,0x0) = (0,0,0), f(1,2) = (1+2,1-2,1x2) = (3,—1,2),
2. Ils ont tous les deux des antédécents. Trouvons les en resolvant un systeme :

r+y+z=0

9(xy,2) =(00) <= (r+y+z2+y) = (00 { r4y=0

z=0
(E—I—y:() — (:E,y,z) = (ZB, _95,0) (I € R)
=1
glayz)=(12) = (@+y+zr+y = (12) < {xi—yk—;iz

z=—1

3. L’application g est surjective car chaque élément (a,b) de R? admet au moins
I'antécédent (b,0,a —b) car g(b,0,a —b) = (b+0+a—bb+0) = (a,b). Elle n’est
pas injective car ¢(0,0,0) = (0,0) = g(1,—1,0)

Prouvons que f est injective. Supposons que (x,y) € R? et (2/,3/) € R? vérifient

f(zy) = f(a',y) et montrons que (z,y) = (2',y). Comme f(z,y) = f(2'y),
nous remarquons que

(z+yz—yay) = flry) = fa'y) =@+ 2" =y 2y)

En particulier, nous avons z +y = 2’ +¢' et (x —y =2’ —y' (nous n’aurons pas
besoin du reste). Alors, il vient



_ (@ty)+—y) _ @EH)+E—y)
= 2 = 2 =Y
_ @ty —(—y) _ @)@y _

2 2 Yy

Ce qu’il fallait démontrer. En particulier, la fonction f est injective.
Prouvons par 'absurde que (1,1,2) n’a pas d’antécédant par f.

Supposons que (1,1,2) ait un antécédent par f,
c’est-a-dire qu’il existe (z,y,2) € R3 tel que f(z,y,2) = (1,1,2). Alors, nous
remarquons que

r+y=1
r—y=1
xy =2
et donc
— —(zr — 1+1 1-1
2:w:jx+w+%x y  (lety)—(@-y) 1+ C1x0=0

X
2 2 2 2

Il est évident que 2 = 0 est une proposition logique fausse (une contradiction,
une absurdité). Nous avons donc bien prouvé par 'absurde que (1,1,2) n’a pas
d’antécédent par f et donc que f n’est pas surjective.

Nous avons

f(f9(zy.2)) = fla+y+ 2z +y)
=@+ty+tztrtyrt+yt+z—(r+y),(r+y+z)(r+y))

2r+2y+zz2,(x+y+2)(r+vy)) ((m,y,z) € R3>

goflzy) =g(f(zy) = glx+yz—ymzy)
=@+y+r—ytayr+ty+az—y) =Qu+ay2zr) ((zy) €R?)

fog(zy,2)



