CORRECTION DU DEVOIR MAISON 5

Exo 1. 1. a. La fonction ¢ est dérivable sur [0, 5] et
o) =cos(z) —1<0 (0<z< g)

En particulier, I'application ¢ est décroissante sur [0,5]. Comme ¢(0) =
sin(0) — 0 = 0, nous en déduisons que

P2) <p(0)=0  (0<z<3)
b. De méme, I'application w est dérivable sur [0, 5[ et
w'(z) = tan’(z) — 1 =1+ tan(z)? — 1 = tan(x)? > 0 <z < g)

En particulier, I'application w est croissante sur [0, 5.

c. Comme w(0) = tan(0) — 0 = 0 et comme w est croissante sur [0, 5], nous

obtenons que
w(e) >w(0)=0  (0<z<)

Comme ¢(z) < 0 <= sin(z) < z et w(z) > 0 <= tan(x) > z, il résulte des
deux inégalités obtenues précédemment que

sin(z) < z < tan(x) <z < g)

2. Rappelons que sin(z) = em_QZe.ﬂw et que cos(x) = emzeﬂx pour z € R. De sorte

que, pour z € R, il résulte de la premiére formule appliquée pour &' = % que

o T (eix/Q o e—ix/2) 2 eix —24 e—ix

S = 2% —4

De méme, nous avons

1—Cos(x)1(1_em+eix) 2—eix—e*im_ o T
2

2 2

De méme, nous remarquons que

. x T oei®/2_g—in/2 gin/2 (—iw/2 (eiz/2)2_(e—m/2)2
2singcosy = 2_ 57 5 = 5

= # = sin(x)

3. a. L’application f est dérivable sur [0, §[ et nous remarquons que
f'(x) = 2+4cos(z)—xz sin(x)—3 cos(x) = 2—x sin(x)—2 cos(z) <z < g)

b. En particulier, nous remarquons que



() =2 —2cos(x) — xsin(x) = 41;05(1:) _ o7 sin(z) 0<x< g)

2 2
En particulier, il résulte des formules établies en 2) que
fl(x) =4sin*% —2% sm(aj)
=2 X 2§1n 5 cos 5 tan § — 25 sin(z)

sin(z)

= 2sin(z) (tan 3 — %) (0<z <

oS

)

c. Comme la fonction sin est positive sur [0, Z[, il résulte de 1.c que

2 2

>0 d’apres 1.c

o) = 2¢ia) (tan ~ 5) >0
—_—

20

d. Comme la dérivée de f est positive sur [0, 5[, la fonction f est croissante sur
cet intervalle. Or f(0) = 0 de sorte que la fonctionf est positive. A fortiori,
nous obtenons que

2z + x cos(x) — 3sin(z) > 0

3sin(z) < (2 + cos(x))

>1

3 sin(x)
2+cos(x) ST (0 <7< %)

!

—

4. En procédant a une mise sous forme canonique, nous obtenons que

P(t) _2t2—t 1—2(t2— —%): ((t_zl;)2 11_6_%)

1 3 1 3
1——1+1)
En particulier, comme les racines du trinébme P sont 1 et —%, on a

1 1
P(t)<0<:>—§<t<1etP(t):0<:>te{—§,1}

5. Pour z € [0, [, nous remarquons que

_3_ 2 cos®(x)+1-3 cos? (x)
- cos? ()

g'(x) =2cos(x)+ tan'(x) — 3 = 2COS( ) (x)
(cos(a)—1) (2 cos? () —cos(z)-1) _ (cos (cos ))

cos2(x) C082 (z)

6. Pour z € [0, 5[, nous remarquons que cos(z) €]0,1], de sorte que cos(z) —1 <0
et P(cosz) < 0 et par conséquent ¢'(z) > 0. Comme ¢(0) = 0 et comme la
fonction g est croissante sur [0, [, nous obtenons que

gx) 2g9(0)=0 (0<z <)

Et nous concluons en remarquant que



Exo 2.

7.

1.

2sin(x) + tan(x) <

g(x) > 0 <= 2sin(z) + tan(z) > 3z <= 3 >

Pour établir la premiere inégalité, il suffit de montrer que la fonction

h(z) = tan(z) — 2sin(x) ; tan(z) _ 9« tan(z) ; sin(x)

est positive sur [0, 5[, ce qui est résulte immédiatement de I'inégalité sin(z) <
tan(z) (0 <z < §) démontrée au 1.c

Pour établir la seconde inégalité, il suffit de montrer que 'application

3sin(x) _ 2 sin(x) + sin(z) cos(x) — 3sin(z)

B cos(x) — 1
2 + cos(z) 2 + cos(x)

2 + cos(z)

k(z) = sin(x) = sin(x)

est négative sur [0, 5[, ce qui est évident car sin(x) > 0, cos(z) — 1 < 0 et
2 + cos(z) > 1 sur cet intervalle

Pour établir ce genre d’inégalité, on utilise en général un tableau de variation. Ici,
on a de la chance, il est possible d’exploiter une question précédemment traitée
et une factorisation providentielle

Il résulte de la formule de conditionnement que

any1 = P(Apy1) = P(By N Apt1) = P(By) X P, (Any1) = by X
but1 = P(Bpy1) = P(An N Buy1) = P(An) X Pa,(Bny1) = an X

DN DO —

De méme, il résulte de la formule des probabilités totales appliquée au systeme
complet d’événement {A,,B,,C,} que

Cn+1 = P(CnJrl = P(An N CnJrl) + P(Bn N CnJrl) + P(Cn N CnJrl)

= P(An) X Pa,(Cpt1) + P(Bn) x Pp,(Cpy1) + P(Cr) % Pe, (Crya)
:anx%+bnx%+cnx1

2. Pour tout n € N, on pose u,, = a, + b, et v, = a,, — by,.

a. D’apres les relations précédemment établies, nous avons

1 1
Upgl = Api1 +bpp1 =bp X = +ap X - =

1
2 5 = gl ) = gun

| —

En particulier, la suite u est géométrique de raison % Comme ug = ag+bg =
P(Ap) + P(Bp) =1+ 0 = 1, nous remarquons que

1\" 1

Comme A, U B, est le complémentaire de C,, et comme les événements A,
et By, sont incompatibles, il vient
1

en = P(Ca) = 1=P(A,UB,) = 1=(P(A,)+P(By)) = 1=(an+by) = 1w, = 1—

b. De méme, la suite v est géométrique de raison —% car

(n € N)



1 1 1

Un+1 = Qp+1 — bn+1 = b, X 5 — Qp X 5 = —§(an - bn) = —§’Un

Comme vg = ag — bp = P(Ag) — P(Bp) =1—0 =1, il vient

on = 00 (—%)n _ (-%)n (n € N)

En remarquant que a, = (up + vy)/2 et que by, = (up — vyp)/2 nous en
déduisons alors que
1(1yn 1 1\n 1\n+1 1\n+1
an=35(3)"+3(-32)"=E)" — (-3 N
b= @ - =@ e Y

3. Soit n € N*. Nous devons calculer la probabilité conditionnelle

Pcn+1 ((An—l U Bn—l) N Cn) = Pcn+1 (An—l N Cn) + Pcn+1 (Bn—l N Cn)
P(Ap_1NCnNChy1) | P(Bp_1NCnNChy1)

P(Crn1) P(Chy1)
P(Anflmon) P(anlﬂcﬂ)

P(Cpt1) P(Cnt1)
P(Anfl)XPAn_l(Cn) P(anl)XPBn_l(Cn)
P(Cn-i-l) P(C’rb-l-l)
anfl% bnflx% _ %(anfl""‘bnfl)
Cn+1 Cn+1 Cn+1
2Un—1 __ wup __ 2% 2

Cn+1 o Cn+1 - 172”% T oontl_q

Exo 3. Calculs dans l'espace K"

On considére l'espace vectoriel E = R?* et les vecteurs a :

= (2,-1,1,0), b =
(=1,2,-2,1), ¢ := (=22, -3,1), d := (1,4, —2,2) et e := (8,2,5,1).

1. La famille (¢,d,e) est liée car
“3c42d—e=-3(-22 -31)+2(14,-22) — (8,2,5,1) = (0,0,0,0)

J’avais mal lu la consigne et j’ai bétement prouvé que la famille (a,b,c) est libre
ci dessous

conclusion : bien lire les questions posées

Montrons que la famille (c,d,e) est libre. Soient (z,y,2) € R3 tels que 0 = za +
yb+ zc = (2x —y — 2z, —x + 2y + 22,2 — 2y — 3z,y + z). En remarquant que

2 —y +2z =0 2z +3z =0
- +2y +2z =0 -z = z=0
r =2y -3z =079 =z —z =07\ Y¥=0

+z =0 +z =0 o

A fortiori, la famille (a,b,c) est libre
Plus tard, avec les matrices et le rang, nous pourrons traiter cette question plus
simplement et rapidement

2. Pour commencer, montrons que la famille (a,b,c,d) est génératrice. Soient (X,Y,Z.T) €
R* et (2,y,2,t) € R%. Alors, nous remarquons que



ra+yb+ ze+td = (XY, Z,T)
— 2r—y—2z+t,—x+2y+2z+4tx—2y—3z—-2ty+z+2t)=(X,Y,Z,T)
(

2 —y -2z 4+t =X

- 42y +2z +4t =Y
= r -2y -3z -2t =7

k Yro 42 =T

(22 —z 43t =X+T
— < —y —oT

z —z 42t =Z+2T

\ +z +2t =T

( . 43t =X 42V 3T

_y —oT
= % =Y+ 27

L +z +2t =T

( — X 4Y - Z-3T
— _y —oT

o =V 4 Z

\ A =Y 4+ 24T

( — X 4Y - Z-3T
. _y —oT

— 99X Y +3Z 46T
— 4X —3Y +5Z +13T

\

En particulier, nous remarquons que ce systeme possede pour chaque valeur
de (X,Y,Z,T) une unique solution, ce qui prouve que la famille (a,b,c,d) est
génératrice. En remarquant que ce systéme n’admet qu’une seule solution (la
solution z =y =z =t =0) lorsque X =Y = Z =T = 0, nous en déduisons
également que la famille (a,b,c,d) est libre. En particulier, la famille (a,b,c,d) est
une base.

Et dans quelques semaines, un simple calcul de rang pour traiter cette question...

Nous avons évidemment ¢ = 0-a+40-b+1-c+0-d, De sorte que les coordonnées de

0 0
¢ dans la base (a,b,c,d) sont (1) . De méme, les coordonnées de d sont 8

0 1
Enfin, en prenant (X,Y,Z,T) = e dans la résolution de systéme précédent, nous
obtenons x =0, y = 0; 2z = —3 et t = 2 et nous remarquons effectivement que

0-(2,-1,1,0)+0-(=1,2,=2,1) =3+ (=2,2, =3,1) +2- (1,4, —2,2) = (8,2,5,1).



En particulier, les coordonnées de e dans la base (a,b,c,d) sont 3

2

Nous remarquons que

G ={(zyzt) ER iz =2+Tety=2t}={(z+12t21t): (2t) € R?}
= {2(1,0,1,0) + (1,2,0,1) : (2,t) € R*} = Vect ((1,0,1,0), (1,2,0,1))

En particulier, G est un sous-espace vectoriel de R* engendré par la famille
{(1,0,1,0), (1,2,0,1)} qui est libre car elle comporte deux vecteurs non-colinéaires
En particulier, c¢’est une base de G. D’une pierre trois coups...

Pour (z,y,2,t) = ¢ = (=2,2,-3,1) € R*, nous remarquons que x — 2z —t = —2 +
3—1=0et y—2t =2—2 = 0. En particulier ¢ € G. La famille F = {c, (1,0,1,0)}
constitue une famille libre de vecteurs de G (deux vecteurs non colinéaires) Et
comme (1,2,0,1) = ¢+ 3-(1,0,1,0), nous observons que (1,2,0,1) € Vect(F) et a
fortiori que

G = Vect ((1,0,1,0), (1,2,0,1)) C Vect(F) C G

En particulier, nous avons Vect(F) = G de sorte que la famille libre F engendre
G. C’est donc une base de G. Plus tard, cela sera plus facile avec la dimension
et le théoréme de la base incompléte...

Soit m € R. Les vecteurs u,, et v, forment une famille libre ssi le systeme
suivant possede une unique solution (la solution nulle)

TUp, + YUy =0 <= x(—2m,2m,0,0) + y(m + 6,—4,m +2,0) =0
—2mx +(m+6)y =0
— 2max —4y =0
yim+2) =0

e Sim# —2 y=0desorte que si m # 0, x = 0 et la famile est libre.

e Sim = —2, le systeme est équivalent a l'equation 4z + 4y = 0 qui a une
infinité de solution (z,y), la famille est liée

e Sim = 0, le systeme est équivalent a I’équation y = 0 qui a une infinité de
solution (x,y), la famille est liée

En conclusion, la famille est libre ssi m ¢ {—2,0}. Question facile via les matrices

et un calcul de rang

Les vecteurs uy, et vy, ne peuvent pas constituer une base de G parce que v,
n’appartient pas & G (sauf si m = 0 mais dans ce cas, la famille est liée)

F = Vect(c,d) de sorte que



r=2a+pf

. B ) y=2a+4p
(zy.2t) €F <= Ja,f€R: (zy,2t) =ac+ fd < Ja,f ER: 2 =3a+28
t=a+28
x—2t=-30 dr — 8t = —12

‘ y—2t=0 : y—2t=0

— Ja,feR: z_3t:_45<:>3a,5€R- 2 — 3t = —48

t:a—|—25 2t=20&+45

dr — 2t —32=0
y—2t=0 — {4x—2t—3220
z—3t=—-4p y—2t=0
z—1 =2«

<~ da,f € R

Les équations cartésiennes que vérifient les vecteurs (z,y,z,t) de F' sont donc
y—2t =0et 4o — 3z — 2t = 0. C’est une question (trés) difficile. Le procédé
qui a été utilisé ici est une élimination : on a utilisé deux des quatres équations
pour éliminer les variables o et [ et obtenir 2 équations ne faisant intervenir
que x,y,z et t.

Les vecteurs de F'N G sont les vecteurs (x,y,z,t) vérifiant le systeme d’équations

r—z—1t=0 r—z—1t=0 r=—t
y—2t=0 y—2t=0 — y =2t

4o —3z—2t=0 z+2t=0 z = —2t

En particulier, nous remarquons que F N G = Vect((—1,2,—2,1)). La famille
F = {(—1,2,-2,1)} est une famille génératrice de F' N G d’apres la question
précédente. Comme c’est une famille comportant un unique vecteur non nul, elle
est aussi libre de sorte que F est une base de FNG



