CORRECTION DU DEVOIR MAISON 9

EXERCICE 1

Un grand classique : polynomes de Tchebycheff
On consideére la suite des polynémes (P,,),en définie par Py = 1, Pp = X et

Pn+Q:2XPn+1—Pn (nGN)

1. On a

Py =2XP—Py=2XxX-1=2X%2-1
Py =2XP,— P =2X x (2X%2 1) - X =4X3 -3X
Py =2XP3— P, =2X x (4X% - 3X) — (2X%2 - 1) =8X* - 8X2 + 1

2. Cette question se traite par récurrence. La difficulté consite a écrire une bonne

3.

propriété a démontrer (par soucis d’efficacité, cela requiert un peu d’expérience)
Pour n € N*, prouvons par récurrence la proposition
7

Pn: 3Qn €Ry[X]: Py =2"1X" +Q,

D’apres le calcul de Py et P, les propositions P; et Ps sont vraies

Supposons que les propositions P, et P11 sont vérifiées pour un entier n > 1
(et prouvons Pp+2). Nous remarquons alors que

Pn—|—2 :2Xpn—|—1_Pn
=2X(2" X" 4+ Qpy1) — (2"IX" 4+ Qp)
= 2"HLXH2 49X Qppq — 271X — Q.

Q7L+2 eRn—i—l [X]

Comme deg(Qp) < n —1 et deg(Qp+1) < n, nous remarquons en effet que
Qn+2 € Ry,11[X] et nous concluons que Py, 1o est vraie

En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N*| de sorte que P, est de
degré n pour n € N (car Py = 1) et de coefficient dominant 2"~! pour n > 1 et
de coeeficient dominant 1 pour n = 0.

cela est encore plus vrai ici. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition

Pn: Pu(=X) = (-1)"P(X)

D’apres la donnée de Py et P, les propositions Py et P; sont vraies

Supposons que les propositions P, et P11 sont vérifiées pour un entier n > 0
(et prouvons Py, 42). Nous remarquons alors que

Pryo(=X) = (2X Py — Po)(=X)
= 2XP, 1(—X) — P,(—X)
= —2X(=1)"1 P, 1 (X) — (=1)"Py(X)
= 2X (=1)"2 P 1(X) — (=1)"(—=1)2Pu(X)
= (=1)""2(2X P11 (X) — Po(X))
= (=1)""2Pyia(X)

En particulier, P, 42 est vraie



En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N, de sorte que P, a la méme
parité de n. Si n est pair, P, est un polynéme pair (avec uniquement des termes
de degré pair) et si n est pair, P, est un polynéme impair (avec uniquement des
termes de degré impair)

Encore une fois, il faut procéder par récurrence a deux pas, car la définition
de Pnio a partir de Py,yq et Py est la seule relation que l'on peut utiliser pour
aboutir. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition

Pr P, (cos(x)) = cos(nx) (x € R).
e D’apres la donnée de Py et P, les propositions Py et P; sont vraies car

Py(cos(z)) =1=cos(0x z)

Pl(COS(x)) = cos(z) = cos(1 x x) (r € R)

e Supposons que les propositions P, et Py 41 sont vérifiées pour un entier n > 0
(et prouvons Pp42). Pour x € R, nous remarquons alors que

Ppia(cos ) (2 cos(x)PnH(cos x) Py (cos )
(2 cos(x) cos ((n + 1)z) — cos(nx)

Or, il résulte de la formule trigonométrique d’addition des angles que

cos ((n+2)z) = ((n+1)z+z) =-cos(z)cos((n+ 1)z) —sin(z)sin ((n + 1)z)

cos (nz) = ((n+1)z—x) =cos(—z)cos ((n+ 1)z) — sin(—z)sin ((n + 1)z)

= cos(z) cos ((n+ 1)z) + sin(z) sin ((n + 1))

A fortiori, nous remarquons d’une part que cos(nz) + cos ((n + 2)z) =
2cos(z) cos ((n + 1)z) et d’autre part que

Ppio(cosz) = (2cos(z)cos ((n + 1)x) — cos(nz) = cos(nz) + cos ((n + 2)x) — cos(nz)

= cos ((n + 2)z)

En particulier, la proposition P42 est vraie
En conclusion, la proposition P,, est vraie pour n € N.

Maintenant, grace a lidentité établie a la question précédente, mous pouvons
procéder autrement que par récurrence. Pour n > 2, commengons par trouver
toutes les racines de P, de la forme z = cos(x)

Pp(cosz) =0 <= cos(nz) =0 <= cos(nz) = cos (%) = nr=7% [7]

s ™

= r =5, [E]

En particulier, nous venons de trouver n racines distinctes de P,, les nombres
de la forme

k
Ty (0<k<n—1)

cos(—
2n  n

(Comme la fonction cos est strictement décroissante sur [0,27] et comme les
o + T forment une suite strictement croissante de n nombres de cet intervalle,
nous avons bien n racines distinctes de P, qui est de degré n. Nous avons



donc bien trouvé toutes les racines de P,. De plus, comme P, est de coefficient
dominant 2", nous pouvons également décomposer P, pour écrire que

nl T kmw
P, = 2”1]}:[() (X — cos (% + 7))

Voici une troisieme relation fondamentale a propose des polynomes de Tcheby-
cheff de premiére espéce
EXERCICE 2
Un autre classique : polynomes de Lagrange

1. D’apres les relations P(1) = 0, P(2 = 0 et P(3) = 0, les nombres 1, 2 et 3
sont les trois racines du polynéme P, qui est de degré 3. Il résulte de 'unique
décomposition de P en facteurs, qu’il existe une unique constante o € R* telle
que

P=oX-1)(X—-2)(X -3)
En substituant 4 & X, il résulte alors de la relation P(4) =1 que
P4)=a(4—-1)(4—-2)(4—3) =6a
En particulier a = % de sorte que

(X —1)(X —2)(X =3)
6

P =

nous avons fait une démonstration directe, sans analyse-synthése (quand on sait
comment procéder, pas besoin d’enqueter/de tatonner).

2. Cas général : soit n € N et ag,aq, - - -, a, des nombres réels distincts deux a deux.

a. Traitons les deux questions en une seule fois. Soit k € [0,n]. Le polynome
Ly, est de degré n et admet n racines distinctes dans [0,n] \ {k} d’apres les
relations

Li(aj) =0 (j€[on]\ {k})
A fortiori, il existe un unique nombre réel o € R* tel que

L/c:OéH(X—j)

j=
J#k

> O

Et il résulte alors de la relation Li(k) =1 que

De sorte que a = 1/ []'}_o (k — j). En particulier, nous obtenons que
J#k

"o (X =17 .
jeo(k—3) '

. 7=0
37k ik



Quel est l'intérét des polynomes de Lagrange ?

les polynomes Lo, - - -, Ly, constituent une base de Ry, [X] qui est particuliére-
ment utile pour résoudre la probleme suivant :
Comment trouver un polynome P de degré n vérifiant P(k) = «y pour

0 < k < n, les nombres oy, étant arbitrairement choisis...
1l suffit de prendre

P = i gLy
k=0

Par un procédé identique, on peut fabriquer aisément une fonction polyno-
miale qui passe par n+ 1 points quelconques du plan (d’abscisses distinctes
2a 2, au lieu de [0,n])
EXERCICE 3
Remarquez le léger changement d’énoncé (avec un décalage d’indice de 1) Soit la
suite de polynomes (F,) définie par : P} =1 et

X XX+ (X+n—-1)
Popr=1+"70+ 0+ - =3
k

1 k—1
EIBX+ﬁ (n>1)
13

=0
OnaPy=1+XetP3=1+X+ X()§+1) _ X2+3X+2 _ (X+1)2(X+2)
2. Pour n > 2, Prouvons par récurrence la proposition
1 n—1
Pr Pn:—(n_l)!jl:[l(X—irj)

e La proposition Py est vraie car Po =1+ X = % H;:l(X +7)

e Supposons la proposition P,, pour un entier n > 2 (et montrons P,,11). Alors,
nous remarquons que

Poyi =30 o §;5(X+j)
=S AT (X + ) + ST (X + )
= P+ [T/ (X + )
= e I2H (X + )+ TS0 (X + )
—nx [ (X 4+ )+ [ (X + ) x X
= (X +n) x 5 [T (X +4)

= % H?:1(X +J)

En particulier, la proposition P, 41 est vraie
En conclusion, la proposition P,, est vraie pour n > 2
EXERCICE 4
En substituant z = § + 2k7 a x, nous déduisons de la 27-périodicité des fonctions
cosinus et sinus et des relations sin § = 1 et cos § = 0 que

Q<g+%m>:0 (k € Z)

En particulier, le polynéme () admet une infinité de racines, c’est donc le polynéme
@ = 0. De méme, en substituant remarquons que x = 2km a x, nous obtebnons que
le polynéme P admet une infinité de racines et donc également que P = 0.



