DEVOIR SURVEILLE 5 (CORRECTION)

Exo A. 1. D’apres la formule définissant T}, par récurrence, on a

Ty =2XT1—Ty=2X x2X —1=4X%2-1
Ty =2XTo,— Ty =2X x (4X2 —1) —2X =8X3 —4X

2. a. Pour n € N*, démontrer par récurrence la proposition
P 3Q, € RIX]: T, =2" X" + Q,, et deg(Qn) <n

o Py est vraie car Tp = 1 = 2°X0 + 0 avec Qo = 0 € R[X] et deg(0) =
—00 < 0. Py est vraie car T} = 2X = 2! X! + 0 avec Q1 = 0 € R[X] et
deg(0) = —o0 < 1.

e Supposons les propositions P,,_1 et P, _o pour un entier n > 2. Il résulte
alors de la formule définissant 7}, par récurrence que

T =2XTh1—Tho
- 2X<2n_1Xn_1 + Qn—l) —Tho
=2"X"+2XQn-1 —Th2 =2"X" + Qny1

~~
Qn,+1

avec Qni1 = 2XQp—1 — Ty—2 polyndme de R[X] vérifiant (d’apres Pp,_o)

deg(Qn+1) < max (deg(2XQp-1),deg(T—2))
< max (1 + deg(Qn-1),n — 2))
<max(l+n—-2n—-2)=n—-1<n

En particulier, la proposition P, est satisfaite
En conclusion, la proposition P,, est vraie pour n € N, de sorte que 7}, est
un polynoéme de degré n et de coefficient dominant 2.
b. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition

On: Tn(_X) = (_1)nTn(X)

o Q est vraie car Ty(—X) = 1 = (—1)°Ty(X). De méme Q; est vraie car
Ty(=X) = =2X = (1)1 T} (X).

e Supposons les proposition Q,,_s et Q,,_1 pour un entier n > 2. D’apre la
relation définissant par récurrence le polynéme 7,, nous avons

To(—X) = —2XT, 1(—X)—Tp_o(— X):—QX( DT, (X)) — (1) 2T, o (X)
= 2X(=1)"T1(X) — ( ) (—1)°Tp—2(X )
= (=1)"2XT—1(X) = Th—2(X)) = ( 1)"Tn(X)

En particulier, la proposition Q,, est satisfaite
En conclusion, la proposition Q,, est vérifiée pour n € N, de sorte que la
parité de T}, en tant que polynéme (ou fonction polynéme) est la méme que
la parité de n (en tant que nombre entier).
3. Pour n € N, nous posons u, = T5,(1) et nou substituons 1 & X dans la relation
définissant T;, par récurrence pour obtenir que

Up — Tn(l) =2x1x Tnfl(l) — Tn,Q(l) = 2un,1 — Up—2 (TL > 2).



En particulier, la suite u vérifie une relation de récurrence linéaired’ordre 2, de
polyndéme caractéristique

X2 -2X +1=(X-1)?

Comme ce polynéme admet 1 comme racine double, nous obtenons qu’il existe
deux constantes réelles A\ et u telles que

Up =Tp(1) =AX 1"+ puxnl™ =X+ un

Comme ug = Tp(1) = 1 et comme u; = T1(1) =2 x 1 =2, il vient A = 1 et
i+ A= 2dou = 1. En conclusion, nous avons donc obtenu que

Up =A+pun=1+n (n > 0).
4. a. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition

sin ((n + 1)9)

sin

Hy T (cosv) = (0<9<m)

e La proposition Hy est vraie car Tp(cosd) = 1 = ;%g pour 0 < ¥ <
(le sinus ne s’annulant pas). La proposition H; est également vraie car

Ti(cos?) = 2cos?) = S;f‘n%;g pour 0 < ¢ < m, car il est bien connu que

sin(29) = 2sin(¥) cos(¥).
e Supposons les proposition H,_s et H,,—1 pour un entier n > 2. D’apre la
relation définissant par récurrence le polynéme 7T,,, nous avons

n— 1(COS ?9) Tn_Q(COS 19)

Tn(cos¥) = 2cos(d
( sin ((n—l)ﬂ)

)T,
— 9cos 19)s1n (n) -
S

sin ¢ sin ¢ (COS 19)
2 cos(9) sin(nd)—sin ((n71)19>
o sin ¥
2 cos () sin(n)—sin ((n71)19>
- sin ¥
sin(nd+19)+sin(n¥—19)—sin ((nfl)ﬂ)
- sin ¥

__sin ((n+1)19)
- sin ¢

(0< ¥ <m)

En particulier, la proposition H,, est vérifiée
En conclusion, la proposition H,, est vraie pour n € N.

b. Pourl1<k<netd= +1’ nous déduisons de la formule précédente que

sin ((n +1)0)  sin (km)

— -0
sin ¢ sin

Ty (cos?) =

De sorte que le nombre cos kfl est une racine de T,, pour 1 < k < n.

Comme ces nombres sont distincts 2 a 2 lorsque 1 < k < n, car la fonction

cosinus est une bijection strictement décroissante de ]0,7] sur | — 1,1] et car
km nm_ . A
0< AT S i1 < T DOUS remarquons que ce sont les racines du polynome

T, , qui est de degré n. e plus ils appartient a l'intervalle et appartient a
I'intervalle | — 1,1]



c. Comme T, est de degré n, de coefficient dominant 2" et de racines cos nkfl

pour 1 < k < n, il résulte du théoreme de décomposition des polynomes
(dans R) que

n
k
Tn:2”H (X—cosniTl)

k=1

d. Soit n € N*. En substituant 1 a X dans l'identité précédente, il vient

n
un—1+n—Tn(1)—2”H(1—cos hn )

P n+1

Comme il est bien connu que cos(29) = 1—2sin?(9) et donc que 1—cos(29) =

2sin? ¥, nous obtenons alors pour ¥ = 57 fj 1y que
n n
km g  km
1+n:2nkU1(1—COSn+1)_2nkU181n m

En particulier, il vient

n n 2
1+n . km
1;[ 2(n + 1) (Hsm 2(n + 1))

k=1

En passant a la racine carrée, nous obtenons que le produit des sinus (qui est
positif), vaut

Wow , chaud !

. a. Pour n € N, démontrer que

sin?(9) T (cos ) — 3 cos(V)T!: (cos ¥) + (n? +2n) T}, (cos ) = 0 (0<d<m)

En dérivant deux fois la fonction (nulle, d’apres le résultat de la question 4a),
nous obtenons que

0 = g’(ﬁ) = cos(9) T (cos V) — sin(9)*T} (cos ) — (n+ 1) cos ((n + 1)9) (0<9<m)
0 g"(9) = —sin(P) T, (cos ) — sin(V) cos(V) T, (cos )
-2 sm(19) s(9) T} (cos )
+sin(9)3T}/ (cos ¥) + (n + 1) sin ((n + 1))

= —sin(¥ ) w(cos ) — 3sin(¥) cos(V) T (cos ¥) + sin(9)3T (cos V)

+(n+1)%sin ((n+ 1)9) (0 < <)
En divisant par sin, il vient
0 = —T,(cos?) — 3cos(9)T!:(cos V) + sin(9)*T" (cos V) + (n + 1)28111(%(3%191)1})
T (cos ) + 3 cos(V)T!, (cos V) — sin(9)2T" (cos ) + (n + 1)°T},(cos V)
(n+1)% = 1)T,(cos V) + 3 cos(V)T},(cos ) — sin(9)?T} (cos )
= (n% + 2n) Ty (cos¥) + 3 cos(9) T (cos¥) — sin(9)?TY (cos V) (0<v¥<m)



b. Soit n € N. D’apres la formule précédente, on a
0 = (n?4-2n) Ty (cos ¥)+3 cos(9) T (cos ¥) —(1—cos(1)2)>T"” (cos V) (0<v¥<m)

Comme le polynome Q = (X2—1)T/+3XT! — (n?+2n)T,, admet pour racine
les nombres cos(¥) pour 0 < ¥ < 7 et Comme le seul polynéme admettant
une infinité de racine est la polyndéme nul, on conclut que () = 0, c’est a dire
que

(X2 - )T +3XT!, — (n®>+2n)T,, =0
Exo B. Extrait EDHEC S. Pour n € N, on pose u,, = /2(sint)”dt
0

1. Remarque : Pout n € N, la fonction ¢ + (sint)" est continue sur [0, 5]. A
fortiori, le nombre wu,, est défini en tant qu’intégrale sur un segment d’une fonction
continue

a.

uQ f (sint)0dt = E dt = W/ 2 =3
uy f (sint)'dt = Esm = —COS(t)]g/FQ =1

b. Soit n € N. Nous déduisons de la positivité de I'intégrale que

> (sint)"Hldt — ﬁ(sin t)™dt
((sm )" — (sint)™) dt
\(SlIl t)" (sint —1)dt <0

.
<0

Up4+1 — Un =

Il
B

En particulier, la suite u est décroissante
c. Comme la fonction ¢ +— (sint)" est positive sur le segment [0, 7], il résulte

de la positivité de l'intégrale que u, = [?(sint)"d¢t > 0. Comme la suite
est minorée par 0 et décroissante, elle converge.

2. a. Soit n € N. Commencons par remarquer que

(smt)””dt

(sm t)(sint)”dt

(smt )rdt — E cos(t) x cos(t)(sint)"dt
H cos(t) x cos(t)(sin t)dt

Up+2 =

Il
$ om0,

n n+1
Comme les applications t — cos(t) et t — % sont de classe C! sur le

segment [0, 2] en procédant a une intégration par partie, il vient

T

”JF]- n+1
Upro = Up — ([cos(t)%} — [?(—sint) %dt)
Unto = (O + n+1 2 (sint) ”+2dt)

Up+2 = Up — n—HUn+2



En multipliant par n + 1, nous obtenons alors que (n+ 1)uy42 = (n+ 1)uy, —
Un+2 PUis que

(n 4+ 2)upto = (n+ Duy,

b. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition

. @n)l o
P U2n = (2”71!)2 9
e Py est vraie car ug = 5 = %%

e Supposons P, pour un entier n € N. D’apres la relation obtenue précé-
demment, nous avons

Ug(n+1) = Un+2

Il résulte alors de P, que

U _2n+1 20)! 7 _ 2n41 (2n)! &
2(n+1) T 23227022 T 2(n+1) (27n1)2 2
_ 2n41 2n4+2 (2n)! &
T 2(n+1) 2n42 (27012 2
(2n+1)(2n+2) (2n)!
1

— 2(n+1)x2(n+1) (27nh2 2
. (2n2)!  x_ 2n+D)! o«
T @ mrnn22 T @20 (nr1))2 2

En particulier, la proposition P,,+1 est vraie
En conclusion, la proposition P,, est vraie pour n € N.
c. Montrons que I'on définit une suite constante v égale a 5 en posant

U, = (04 Dupyruy, (n € N).
Soit n € N. Il résulte alors du résultat établi a la question 2a que
Up = (n+ Dupgrtn = (0 + 2)Upp2Uns] = Unyl

En particulier, la suite v est constante. Or il résulte du résultat établi a la
question 1 que

vozlxulxuozlxg:g

En conclusion, on a bien v, = (n 4 1)up11u, = § pour n € N.
d. II résulte du résultat précédent que (2n + 1)ugpiiug, = § pour n > 0. A
fortiori, nous déduisons du résultat de la question 2b que

s
Untl = @k,
5 % (2"n!)? 1
(2n+1) (2n)!
(2"n!)?

™
2

3. a. Comme (n+2)uyy2 = (n+1)u, d’apres le résultat de la question 2a, il vient



Exo C.

L

un+2_n+1_1 1

(n € R)

Up, n+2 n+ 2

Un42
2,

En remarquant que up42 < Upy1 < Up, et en divisant par w, (qui est non
nul d’apres les formules obtenues précédemment), nous obtenons que

En particulier, nous obtenons que limy,_

U U
“nt2 < n+l <1 (n c N)

Comme les suites de droite et de gauche convergent vers 1, il résulte du

.. . Un+1
principe des gendarmes que lim ntl .
n—-+oo Up

Comme (n + 1)uyq1up = 5, NOUS remarquons que

2n 9 2 n uy no Up
—(up)* = (n+ 1uyu X — =
7r( ) ( Juntin 1 mn+1lupy1r n+luppr

Unp42
Un

Comme lim,, 1 =1 et lim, 40 = 1, nous remarquons d’une

_n_
n+1

i 2n 9 , ) , )
part que lim —(uy)” = 1 et d’autre part (en prenant la racine carrée, qui

n—+oo 7T
est continue en 1) que

2
lim —% = lim —n(un)2 =Vi=1

n—-+oo /% n——+00 T

En particulier, on a u, ~ /5.

ETUDE de SM;(R)

1.

a. e Par définition SM3(R) C M3(R), qui est un espace vectoriel de réfé-
rence

o SM3(R) # ) car la matrice J est une matrice semi-magique (les
sommes sur les lignes et les colonnes valent toutes 3)

e Soient (\,u) € R? et (M,N) € SM3(R)2. Nous remarquons d’une part
AM +puN € M3(R), par stabilité par combinaison linéaire de I'espace
vectoriel M3(R) mais d’autre part que

(AM + uN)J = AMJ + pMJ = A\JM + pJN = J(AM + uN)

En particulier, la matrice AM + pN est une matrice semi-magique de
SM3(R) (d’apres sa définition admise avec J)
En conclusion, SM3(R) est un sous-espace vectoriel de E, contenant .J.
b. Soit M € SM3(R).Alors JM = M J et nous déduisons alors des propriétés
de la transposition que

JIM ="M=t (MJ) = JM)="M'"T ="MJ

En particulier, nous obtenons que ‘Mes Ms(R).

2. a. La matrice Ej est une matrice carrée de taille 3 vérifiant



O+1-1 —-14+0+1 1-1+0
JEy=10+1-1 —-1+0+1 1-14+0]| =0
0+1-1 -1+0+1 1-1+40
0-1+1 0-1+1 0-1+1
= 1+0—-1 1+0-1 1+0-1 =LEJ
-14+1+0 —-1+14+0 —-14+1+40

En particulier, nous avons E; € SM3(R). Comme FEj, E2, E3 et Ey
sont des vecteurs de SM3(R) et comme G = Vect(Ey,FEy,E3,Ey), nous
remarquons que G est un espace vectoriel engendré par une partie de
SM;3(R). A fortiori, G est un sous-espace vectoriel de SM3(R). La famille
(E1,E2,E3,Ey) est clairement génératrice de G. Montrons que c’est une
famille libre on pourrait faire un calcul de rang mais c’est lourd avec une
matrice 9 x 4, c’est plus agréable ici via la méthode théorique standard.
Soient a,b,c,d des nombres réels tels que aFEy + bEy + cFE3 + dFEy = 0. En
regardant le coefficient de la premiere ligne, premiere colonne, il vient

axX0+bx14+ex0+dx0=b=0

de sorte que b = 0 et aF; + cE3 + dE4 = 0. En regardant le coefficient
central, il vient

ax0+ex0+dx1l=d=0

de sorte que d = 0 et aE] 4+ cF3 = 0. Comme FE; et F3 ne sont pas
colinéaires, ils forment une famille libre a eux deux, de sorte que a = 0
et ¢ = 0. A fortiori, a« = b = ¢ = d = 0. En conclusion, la famille
(E1,Eq,E3,E)y) est libre, comme elle engendre G, c¢’est une base de G, qui
est donc de dimension 4.

b. Soit M € G = Vect(FE1,Es,FE3,Ey). Alors, il existe des nombres réels a, b,
c et d tels que

M =aF1 4+ bE> + cE3 + dEy
et alors, par linéarité de la trace, nous obtenons que

tr(M) =tr(aEy + bE2 + cEs + dEy) = atr(Ey) + btr(E2) + ctr(Es3) + dtr(Ey)
=ax(04+0+0)+bx(1+0—-1)4+cx(04+04+0)+dx(0+1—-1)=0

On admet pour la suite que
G ={M € SM3(R) : tr(M) = 0}

c. Comme G et Vect(.J) sont des sous-espaces vectoriels de M3(R) et contiennent
le méme 0, il est trivial que {0} C G N Vect(J). Montrons maintenant
que G N Vect(J) C {0}. Soit M € G N Vect(J). Alors M € Vect(J), de
sorte qu’il existe un nombre réel A tel que M = AJ. Mais comme M € G,
nous déduisons de la propriété admise de G que 0 = tr(M) = tr(\J) =
Atr(J) = 3A. A fortiori, A = 0 et donc M = AJ = 0J = 0, ce qu'il fallait
démontrer, nous avons bien que M € {0} et donc que G N Vect(J) C {0}

En conclusion, nous avons établi que G N Vect(J) = {0}

3. Soit M € SM3(R) et N =M — %J. Nous remarquons que



tr(M)
3

tr(M) IxJ = MJ—
3

tr(M) tr(M)
3 3

JN:J(M— J>:JM— JxJ:(M— J)J:NJ

En particulier, la matrice N est semi-magique. De plus, nous observons éga-
lement que

tr(N) = tr (M - tr(éw) J) — tr(M) - tr(éw) tr(J) = tr(M) = =5~ x3 =0

En particulier, la matrice N appartient a G.

4. a. Nous avons montré a la question 2¢ que G'N Vect(J) = {0}, de sorte que

nous avons G @ Vect(J) (la somme de G et de Vect(J) est directe). 11
ne reste plus qu’a montrer que SM3(R) = G 4 Vect(J) et plus particu-
lierement que SM3(R) C G + Vect(J) (puisque 'autre implication est
triviale, G et Vect(J) étant des sous-espaces vectoriels de SM3(R)). Soit
M € SM3(R). Nous remarquons alors que

(M) . (M
M=M-— r(3 Vit r(3 )] = N+ (M)
—_———— ——
NeG €Vect(J)

En particulier, M est la somme de N qui appartient a G (résultat de la
question 3) et de tr(M)J qui appartient a Vect(J), de sorte que M €
G + Vect(J), CQFD. En conclusion, nous avons établi que SM3(R) =
G & Vect(J).

b. (E1,Es,F3,E,) forme une base de G, J # 0 forme une base de Vect(.J)
et SM3(R) = G@ Vect(J). A fortiori, (E1,Fs,E3,Ey,J) (la concaténation
des bases) forme une base de SM3(R), qui est de dimension 5.

II. Etude d’un sous-espace vectoriel de SM3(R)
Pour M = (m; ;) 1<i<s € SM3(R), on pose
1<5<3

o(M)=mi1+mipg+mig et Y(M)=m31+ma2+mi3

On admet que H = {M € SM3(R) : ¢(M) = (M) = tr(M)} est un sous espace
vectoriel de SM3(R) de dimension 3.

-1 2 X
1. Onpose D=1 0 0 O
1 -2 1

a. Pour que D appartienne a H C SM3(R), il est nécéssaire que D soit
une matrice semi-magique, c¢’est-a-dire que A = —1 pour que les sommes
sur les colonnes et les lignes de D valent toutes 0. Réciproquement, pour
A = 0, la matrice D est semi-magique et vérifie tr(D) = -1 +0+1 =
0 (M) =—-142+X=0 (M) =1+0+ X = 0 de sorte que D
appartient a H. (c’est un carré magique en fait)

b. Comme D est semi-magique, sa transposée " est semi-magique (résultat
1b). Comme ¢('D) = tr(D), tr(*D) = ¢ (D), nous en déduisons que "D
appartient aussi & H (ces deux nombres restant égaux a (D) = ¢'D),
car D est semi-magique). En bref, 'D est aussi un carré magique.



Exo D.

c. Les matrices, D (d’aprés I1a), ‘D (d’aprés II1b) et J (trivial) sont des
matrices de H, qi est de dimension 3. Comme ces trois matrices forment
une famille libre (via le rang ou la démonstration suivante), ¢’est une base
de H. Montrons que la famille est libre (via la définition). Soient a,b et ¢
des nombres réels tels que aD +b'D +c¢J = 0. En regardant le coefficient
central, on obtient que

axX0+bx0+ecx1l=c=0

Donc ¢ = 0 et aD + b'D = 0. Comme les vecteurs D et "D ne sont pas
colinéaires, ils forment une famille libre (de deux vecteurs) de sorte que
a = b = 0. En conclusion, nous avons obtenu que a = b = ¢ = 0. La
famille (J,D,"D) est donc libre et forme une base de H.

Extrait EDHEC E. On lance n fois, de facon indépendante, une piece donnant
pile avec la probabilité p €]0,1[ et face avec la probabilité ¢ = 1 — p.

Pour £ > 2, on dit que le k€me Jancer est un changement s’il amene un résultat
différent du (k — 1)™¢ lancer. Pour n > 2, on note X, la variable égale au nombre
de changements survenus durant les n premiers lancers

On note Py, 'événement « on obtient pile au &*™€ lancer ».

1.

a. On a soit zéro, soit un changement au cours des 2 lancers, de sorte que X»

suit une loi de Bernoulli. De plus, on a (X2 = 1) = (P N P) U (PN Py). Les
deux intersections étant incompatibles et les lancers étant indépendants, on
a

P(Xy=1) =P(PiNR)+P{PiNPR)
:P(Pl) X P(P2)+P(P1) X P(PQ)
=pXq+qXxXp=2pq

En conclusion, X9 < B(2pq).

. On procede comme a la question 1. Il sera utilse de remarquer que

L=(p+q)* =p* +3p°q +3pg® + ¢ = p* + ¢* + 3pa(p + ¢) = p* + ¢ + 3pg
Pour 3 lancers, on peut avoir 0, 1 ou 2 changements (X3(2) = [0,2]) et on a

P(X3=0) =P(PiNPNPs)+ PP NP,NP;3)
= P(Pl) X P(PQ) X‘P(Pg,)—f—P(Pl) X P(PQ) X P(Pg)
=pd+¢®=(p+q)°®—3p*¢—3pg* =1 - 3pg(p+q) =1 - 3pqg

De méme, on a
P(X3=2) =P(PLNPNP;)+P(PiNPNP)

= P(P1) x P(Py) x P(P;) + P(P1) x P(P) x P(P3)
= pap + qpq = pq(p + q) = pq

A fortiori, il vient P(X3 =1)=1-P(X3=0)—P(X3=2)=1—p3 —¢> -
pqg = 1 — (1 —3pg) — pg = 2pg. On vient de donner tout ce qu’il faut pour
déterminer la loi de X3, qui n’est pas une loi connue :

P(X3=0)=1-3pg P(X3=1)=2pq, P(X3=2)=pq



Pour I'espérance, nous déduisons de la définition de ’espérance et de la for-
mule de transfert que

E(Xg) :OXP(X3:0)+1XP(X3:1)+2><P(X3:2)

=1-p = —pg+2xpg=1—p*—¢+pg=dpg
B(X) =0 x P(Xy =0)+1* x P(X = 1) + 2’ x P(X; =2)
=1—-p°—q¢° —pg+4xpg=1—-p°—q°+ 3pg = 6pq

A fortiori, il résulte de la formule de Koenig-Huygens que

V(X3) =E(X3) - E§X3)2 =1 —p;’ 5 ¢+ 3pg — (1 —p* — ¢ + pq)?
= 6pg — (4pq)* = 6pg — 16p~q¢~ = 2pq(3 — 8pq)

Les calculs étant un peu horribles, il doit y avoir un truc.... Remarquons que
1 = p + q, de sorte que le bindome de Newton induit que

1=1%= (p+q)® = PP+ +3p%q+3pg® = P>+ +3pa(p+q) = P>+ +3pq

En particulier, nous remarquons que 1 — p? — ¢® = 3pg et en reportant (en
rouge dans les calculs précédents, il vient

P(X3=0)=1-3pg, P(X3 = 1) =2pq P(X3 = 2) = pq E(X3) = 4pq, V(X3) = 6pg—16p*¢>

Bon, on ne reconnait toujours pas de loi du cours.
2. Dans cette question, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

a. i. En jettant n pieces, on peut avoir entre 0 et n — 1 changements, de sorte
que X, (2) = [0,n — 1].
ii. Exprimer (X, = 0) = N}_, P, U ﬂzzlﬁk- Comme les deux intersections
sont incompatibles et comme les lancers sont indépendants, il vient

P(Xn=0) =P (M_Px)+P(Np_Pe) =TTy P(Pe) + ey P(Py)
iii. En remarquant que

(X, =1) = « Que des piles puis que des faces ou que des faces puis que des piles »

_ -1 1
= Uit (e Py B ) uUpst (D BNy, )

Comme toutes les intersections sont incompatibles2 a 2 et que les lancers
sont indépendants, on a

PG =1) =T P (NP N e B) + T P (M BN )
:Zn—l k P(P )XH] /<:+1 PP ‘)+Zk:1 j:l P(Pj) XHj:k—H P(P;)
e ip’“xq" P g

Comme on obtient deux sommes de termes de suites géométriques de

raison %’ # 1 et ]% # 1, il vient (en multipliant en haut et en bas par ¢ le
premier quotient et par p le second)



n

P(Xp=1) =252 42

1—-4
n_h n_,
— pa"=p"q 4 gp"—pq
_ pa"=p"q—qp"+pq" _ 9pq"—p"q
r q—p
n— n—
= 294 —-p
PEq=p
iv.
v. En remarquant que
(X, =n—1) = « Les piles alternent avec les faces »
— N . n D. n D. n .
=", Pnn",, Punt., Pinnt ., P
Jjpair Jimpair J pair J impair

Comme les intersections sont incompatibles 2 a 2 et que les lancers sont
indépendants, il vient

Jjpair Jjimpair o J pair ___ j impair
=12 P(B) x [1" ;2 P(P) +11"= P(By) x [1" =0 P(F))
Jjpair Jjimpair J pair j impair
=[N px 1" 20 g+ 11" ax 11" =0 p
jpair jimpair J pair 7 impair

En notant P le nombre de nombres pairs entre 1 et n et I le nombre de
nombres impairs entre 1 et n, il vient

kok o kok _ k_ n/2
P"¢" + ¢"p® = 2(pg)" = 2(pq)
P(Xp =n-1) = p"xq'+q"xp' = { .
! PR+ ¢ pE T = (¢4 p) (pg)* = (pg)* = (pg) "~V
vi. Appliquons le résultat obtenu a la question 2.a.iii pour n = 4. Alors, il
résulte des identités ¢3 —p3 = (¢ —p)(®+pg+p*) et 1 =12 = (p+¢q)? =
p? + 2pq + ¢* que
4—1 4—1 3 3
_ _ q -p _ q —p
P(Xy=1) =2pq i —22pq =
= 2pq(q° +pq + p”) = 2pq(1 — 2pq + pq) = 2pq(1 — pq)

Comme le résultat de la question 2.a.ii, et la formule du binoéme de Newton
donnent que P(Xy = 0) = p'+¢" et (p+q)* = p'+4p’°q+6p°¢* +4pg° +¢",
il vient

P(Xy=0) =p'+q"=(p+q"—4p°¢—6p?¢> — 4¢°p
=1—4pg(p* + ¢*) — 6p*¢®
=1—4pq((p + q)* — 2pq) — 6p*¢*
=1 —4pq(1 — 2pq) — 6p*¢* = 1 — 4pq + 2p*¢*

Enfin, le résultat obtenu a la question 2.a.iv donne pour n = 4 (cas pair)
que P(X, = 3) = 2(pq)?.A fortiori, via le complémentaire, nous obtenons
que

P(X,=2) =1-P(X4=0)—P(X4=1)— P(Xy=3)

=1— (1 —4pq + 2p*¢®) — 2pq(1 — pq) — 2(pq)*
= 4dpq — 2(pq)? — 2pq + 2(pg)* — 2(pg)* = 2pq — 2(pq)* = 2pq(1 — pq)



La loi de X4 est donnée par X4(2) = [0,3] et
P(Xy =0) = 1-4pg+2p°¢®, P(X4 = 1) = P(X4 = 2) = 2pq(1-pg), P(Xy = 3) = 2(pg)?
Ce n’est pas une loi du cours. L’esperance de X, vaut

E(X4) :OXP(X4:0)—|—1XP(X4:1)—}—2><P(X4=2)—|—3><P(X4=3)
= 0+ 2pq(1 — pq) + 2 x 2pq(1 — pq) + 3 x 2(pq)*
= 6pq

b. du fait de 'incompatibilité des intersections et de I'indépendance destirages,
on a

P(Zy=1) =P(Pi-1NP,UP_1NP)
:P(Pk_lﬂpp_)'f—P(Pk;lﬁPk)
= P(Py-1)P(Bp) + P(P—1) P(Py)
=pq+qp = 2pq

En particulier, Z; suit la loi de bernoulli de parametre 2pq.

Pour 2 < k < n, Pour compter le nombre de changements, il suffit d’ajouter 1
lors d'un changement et 0 lorsqu’il n’y en a pas au tirage k. C’est exactement
ce que fait la formule X, = > 7 , Z;. L'espérance étant linéaire, il vient

E(Xy)=E (Z Zk> =Y E(Zy) =) 2pg=2(n—1)pg
k=2 k=2 k=2

3. Dans cette question, on suppose que p = q = 5-

—_

a. En reprenant les probabilités trouvées au 1.b, pour p = ¢ = %, on obtient
que

En particulier, on reconnait que X3 suit la loi binomiale B (2, %)
De méme, en reprenant les probabilités trouvées au 2.a.v, pour p = ¢ =
on obtient que

[Nl

o
P(Xy=1)=P(X4=2)=2pg(1—pg) =2 = (}) &%

En particulier, on reconnait que X3 suit la loi binomiale B (3, )
b. Soit n > 2.

i. Pour 1 <k < n, il résulte de I'indépendance du n + 1)iéme tirage avec les
n premiers tirages que



P((Xp =k)N Py Pys1) = P((Xy, = k)N Py) P(Pyyq) = 3P k
P((ank?)ﬂﬁnﬂm) :P((Xn:k>mE)P(Pn+l) = %P«Xn:k)mpn)

Il résulte alors de la formule des probabilités totales - appliquée au systeme
complet d’événements S = (P, N Pp41,P, N Pyi1, P N Py, P N Poy
que

P(Xn=k)N(Xpp1=k)) =P(Xn=k)N(Xpp1=k)NP,NPyp1)
( k)m(XnJrl:k)mPnﬂm)
P(Xp=k)N (Xns1 =k) N PyN Pry1)
( k)N (Xps1 = k)N PN Pppq)
=P(X,=k)NP,NPpi1) +0
+0+ P(X,, = k) N Py N Ppy1)
Xn=k)NP,) +:P(Xn =k)NE,)

On admettra que 'on démontrerait de méme que

P((Xy =k—1)N (X1 = k) = %P(Xn —k—1)

ii. Pour n € N, démontrons par récurrence la proposition
n—1 1
P(Xn:k):( L )W 0<k<n-1)

e Comme X, — B(1,3) = B(3) = B(2pq), la proposition P» est vraie.

e Supposons la proposition P,, pour un entier n > 2. Soit k € [1,n].
Alors, il résulte de la formule de Pascal que

P(Xpy1=k) =P((Xn=k)N(Xpt1 =k) + P(Xp =k —1)N(Xpy1 = k))
=iP(Xp=k)+3P(X,=k—1)
= 5(" Dz + 300
=5 () + (D)

= (i)

Par ailleurs, pour k£ = 0, le résultat de la question 2.a.ii donne que

P(X —0) = pntl +1 _ 9 _ _
( n+l = ) =p" q" n+1 on <0) AL

En particulier, la proposition P,,4+1 est vraie
En conclusion, pour n > 2, la variable X, suit la loi B(n — 1, %) lorsque

p=q=3.



