DEVOIR SURVEILLE 7

EXO 1
Soit n € N*. On effectue une série illimitée de tirages d’une boule avec remise dans
une urne contenant n boules numérotées de 1 a n. Pour £k € N*, on note X, la
variable aléatoire égale au numéro de la boule obtenue au f;eme tirage et on note S,
la somme des numéros des boules obtenues lors des k premiers tirages :

k
Sy = Z X;
=1

On considere enfin la variable aléatoire 7;, égale au nombre de tirages nécessaires
pour que, pour la premiere fois, la somme des numéros des boules obtenues soit
supérieure ou égale a n.

Exemple : pour n = 10, si 2, 4, 1, 5, 9 sont les numéros obtenus aux cinq premiers
tirages, alors on obtient : S; = 2, So =6, S3 =7, Sy = 12, S5 = 21 et T1g = 4.
Partie A

Pour k € N*, déterminer la loi de X, ainsi que son espérance.

2. a. Déterminer T),(2)
b. Calculer P(T}, = 1) et P(T,, = n)
3. Dans cette question n = 2. Donner la loi de T5

4. Dans cette question n = 3. Donner la loi de T3. Calculer E(T3)
Partie B
Déterminer Si(2) pour k € N*

2. Soit k € [1,n —1].
a. Exprimer Siy1 en fonction de Sy et de Xj i1

b. En utilisant un systeme complet d’événements lié a Sj, montrer que

1—1
1
P(Spp=i)=—Y P(St=j) (k+1<i<n)

J

Il
e

3. a. Pour k € N* et j € N*, rappeler la formule liant (ij), (jzl) et (i)

i—1 . .
L J—1\y  [i—1 .
b. Endedulrequezk<k_1>—(k)pour1<k<2—1
]:

c. Pour k € [1,n], démontrer par récurrence la proposition Hj, définie par

| 1fi—
Hy, - Vi € [[k,n]LP(Sk:Z):ﬁ(k—l)

4. a. Soit k € [1,n — 1]. Comparer les événements (7, > k) et (S, < n —1)

1 -1
b. En déduire que P(T,, > k) = — (n ) pour 0 < k<n

nk k
n—1
5. Démontrer que E(T,) = Z P(T,, > k) puis que E(T,) = (1 + %)n_l
k=0

6. Calculer lim FE(T),).

n——+0o



Partie C
Dans cette partie, on fait varier U'entier n et on étudie la suite de variable (7},)n>1.

k—1
1. Soit Y la variable aléatoire définie par P(Y = k) = —— pour k € N*.

k!
+00
a. Vérifier par le calcul que Z P(Y =k)=1.
k=1
b. Montrer que Y admet une espérance et la calculer.
1
2. Pour k € N*, démontrer que lim P(T, > k) = —
n—+00 k!

3. Démontrer que (T},),>1 converge en loi vers Y, c’est a dire que

lim P(T,=k)=PY =k) (k€N

n—-+o00o

EXO 2
On rappelle que 2 < e < 3 et que si les suites (u2p)n>1 €t (U2p+1)n>1 convergent
vers la méme limite ¢, alors la suite (uy)p>1 converge vers /.

Inn
On s’intéresse a la série de terme général u, = (—1)"—— pour n > 1.
n
n
1
1. On note w, = T In(n) pour n > 1.
k=1
a. Rappeler les développements limités a 'ordre 2 en 0 de In(1 + z) et de H%
1
b. Montrer que wy+1 — wy ~ ——5
2n?

c. Montrer que la série de terme général (w1 —wy,) converge, puis que la suite
(wy,) converge vers un nombre réel 7, appelé constante d’Euler, que 1'on ne
cherchera pas a calculer.

2. Etudier les variations de la fonction f : ¢ — @ sur |0, +o00]. Dresser son tableau

de variations en précisant les limites aux bornes de son ensemble de définition.

n
3. On note S,, = Zuk pour n > 1.
k=1
a. Montrer que les suites (S2;,)n>2 €t (S2n+1)n>2 sont adjacentes.
b. En déduire que la série de terme général u, converge. Est-elle absolument
convergente 7

" In(k) In(n)?

4. Onnotevn:; A pour n > 1.
1 1 nt+1ln(t 1
a. Pour n > 3, justifier que n(n—+) < / i)dt < n(n)
+1 n t n

bIn(t
b. Calculer / %dt pour a >0 et b > 0.
a

c. En déduire que la suite (v, ),>3 est décroissante et minorée. Qu’en déduire ?
5. Soit n > 1. En remarquant que

2n
Dowk= D wkt Y uk,
k=1 1<k<2n 1<k<2n



montrer que pour tout entier n > 1,

2n n
In(k) In(2¢)
S+ T =22
k=1 /=1
puis que
n
1 In(2)?
Son = 1n(2) z + vy, — Vo, — n(2) —In(2) In(n)
k=1
6. Démontrer alors que
+0o0
In(n) In(2)?
1" =vIn(2) —
Sy = ) -

EXO 3 extrait de EML lyon 2018

Soit n > 2. Pour tout polynéme P de R[X], on pose

1. a.
b.

C.

1
o(P)=~-X(1-X)P' +XP
n

Montrer que P+ (P) définit une application linéaire de R,,[X] dans R[X]
Calculer p(X™).
Montrer que ¢ : P — p(P) définit un endomorphisme de R,,[X].

2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique B de R, [X]. Préciser le
rang de cette matrice.

3. a.
b.

L’endomorphisme ¢ est il injectif 7 Justifier votre réponse.

Soit P un polynéme non nul de ker(yp). Montrer que P admet 1 comme
unique racine (dans C) et que P est de degré n.

En déduire une base de ker(y)
Pour k € [0,n], on pose P, = X¥(1 — X)"~k. Calculer ¢(P).

Montrer que la famille (Py, P, ..., P,) forme une base de R, [X] et expliciter
la matrice de ¢ dans cette base.



