Exo II.

5.

(c) f est dérivable sur R* et Vo € R*, f/'(z) = S’L(@’,;j)j’;(”’ = (b;iE;;)Q
Donc f est décroissante sur R et par parité, f est croissante sur R* .

N n . n . _(eT)ntl etz /2[,—(n+D)z/2_  (nt+1)z/2
(d) x 7é 0=e" 7é 1 d’ou kzoekl = kgo(el)k =1 Y_gm = ez[/Pz[efzu,ez/le ]
(méthode analogue & la factorisation par 'angle moitié)
_enthz/2 [(n4+D)z/2_ —(n+Dz/2 (L‘Jrzl)"‘ —2) 2sh((n+1)x/2) _ oy sh((n+1)x/2
= ——un Py Ry ) = 2sh(a/2) © [ sh(z/2) J
(b) On apphque I’égalité précédente en —x (—x € R* puisque x € R*),
d’ott Z e kT = gm 3w [%] *%I[W] **”[%] par imparité de sh.

n n
(c) Pour x # 0, Z ch(kx) =1 [kgoekz + kz;oe*kz] =1lez"+ 6*51]7“(5(2&1/)2“;/2) = (nx/Z)ish(SZ(J;l/;/Q)

Exercice 2:

1.

. Récurrence : uy = i € [0,1]. Puis si pour n > 1, 0 < u,, < alors par strlcte croissance de f sur [0

Poser f(z) = —In(1 — z) — z pour z e [O 1[; TV pour obtenir son signe (f croissante sur [0,1[ et f(0) = 0).
Pour tout k> 2 z = 1 € [0,1[, d'ou £ —ln(l—f)*—l (51) = —[In(k — 1) —Ink] = Ink — In(k — 1)

En sommant ces inégalités, pour k variant de 2 4 n—1, Z < E (Ink—In(k—1))=ln(n—1)—Inl =In(n—-1)
no1 k=2 k=2

(somme télescopique). Finalement, kz =14 kZQ £ <1l+In(n-1).

2
. f est dérivable sur RT et f/(z) = (@tl) —2x2@+l) _ (@+D-22 _ 1-z Dope f admet un maximum en 1 de

@D @rD? T G@ilp
valeur f(1) =1/4. De plus, f(0) =0 et lir+n fz) =
Tr—+00
i1 co,1]

(n > 1), f(0) < f(un) < f(£), d01 0 < tny1 < f(1/n). Or f(1/n) = W = G = e X 7 < iy (car
741 < 1). Conclure. On en déduit par le théoreme d’encadrement que la suite (u,) converge vers 0.

= n’

ca)up= (Dt () 9 Don0<up S L= 2< = 2 <24 L

Uk Uk
n—1 n—1

b) Y= > uklﬂ - i =L1_ i (bomme telebcoplque) u— — 4. Puis en sommant 'encadrement du a) pour

k=1 " n—1 n—1
k variant de 1 & n — 1, on obtient : 22< S < Z(2+ ) dot2(n—1) <k —4<2(n—1)+ 3 ;.

k=1 k=1 k=1 k=1
dot2(n—1)+4< -1 <442(n—1)+ 3 +. On conclut en remarquant que 2(n — 1) +4 = 2(n + 1).
=1

¢) Le b) donne : 2% < mllﬂ < w2k —+> 2 et par la question préliminaire, 0 < % Z:: %
1 —_ 1 In(n=1)
T(14+In(n—1)) ==+ == et 0 (croissances comparées). Donc (théoréme d’encadrement), nu,, "o 2.

Exercice 3:

1.

Par récurrence (double) :supp. pour un certain n,F,, € N et F,, 41 € N. Alors F,,40 = F,41 + F,, € N.
Monotonie par récurrence (double) : Fy < Fy et comme Fo =140=1, F} < F;.

Supposons que pour un certain n, F,, < F,4;1 et F,41 < F49. Il faut montrer que Fj,42 < Fj,43. Or en sommant
les deux inégalités de ’'H.R., on obtient : F, + Fj,11 < Fyp1 + Foqo Aot Fyq9 < Fj13. Conclure.

a) A=5;a= 1+2\/5 et b= 172\/5 1_ 2 _ 20V _ 20-V5) _ 7172\/3 - .

e 1VE T (+VE(-VE) T 4
Pus 4<5<9=2<V/5<9=1<3<a<2 Bt -3<—V6<-2=-2<1-Vh<—-1=-1<b<—1.
b) Soit par récurrence (le résultat est donné dans 1’énoncé), soit reconnaitre que (F),,) est une suite récurrente
linéaire d’ordre 2 et appliquer la méthode du cours.
c)a>1=a"— +ooet |b] <1=b"—0.Dou F, — 400 quand n — +oo.
a)Casn=1: ()} -FRR{H=12-0=1=(-1)=2
Supposons pour un certain n > 1: (F,)? — Fp1Fy—1 = (=1)"*! et mq (F11)? — FoqoF, = (1) 2
Or Fn+2 = Fn+1 + Fn d’ot (Fn,+l)2 - Fn+2Fn = (Fn+1)2 - n+1Fn - ( ) ( ﬂ+1) - Fn+1Fn - [(_1)n+1 +
Fyi1F, 1] par HR. = Fp1[Fug1 — Fy — Fuoq] — (=) = 0+ (—=1)"*2 = (=1)"*2. Conclure.

b) SOitnEN*:Fn+2Fn—l_Fn+1F,:(Fn+1+Fn)Fn—1_Fn+1F = n+1Fn 1+FFn l_Fn+1F
(Fn)z_(_l)n+l+FnFn—1_Fn+1Fn par a) :F7L[Fn+Fn—l_Fn+1]_(_ )n+1 0+( )
. Fnye n . FngoFn1—FnFy _ (=1)" .
a) Soit n € N\{O7 1}' Unt2 = Un = Fnij - FI:71 - +1Fn+1an71 == an+1)Fn par 3b)
_1\2n

b) Posons pour tout n € N*, v,, = ugy, : Vg1 — Uy = Ug(ni1) — U2n = U242 — U2n = Fz,sﬂlg«}n,l = F2"’+11F2n71 > 0.
Donc la suite v est croissante. Fanlre de H}Leme avec l'autre.
)t = i = et — ol TR car o) < 1.
d) Donc la suite (u2,) tend vers a, et comme elle est croissante, ¥n € N*, ug,, < a. De méme pour lautre coté.
a) B = Jel(@™ ! =0 —a(a” —b")] = [ab" b = b [a—b] = 0" car a—b = v/5. D'olt By, = 07" = (b%)"

Or -1< b <FE=1>2>1>0( —) % st. décroissante sur R™) = 1 > B, > ()" > 0.
¢) par a), on obtient 0 < anﬂ —aFy, <1 dou Fopy1 —1 < aFay, < Fapyi, encadrement entre 2 entiers
conséeutifs car Fo, 1 € N d'out Fopqg — 1 = [aFby].



Exo III.

Eléments de correction du DS 1

Questions

1.

40 s
Par linéarité, Sy =2 > k* — 6 Z k= 2[2k2 Z k* -6 2 k= 2408l _ 9xlBe19] _ 3150,

k=10 k=10 k= k= o
k 1 (_ 26 51— 26
Formules sur les puissances : S = (—1)7123 Z = (1;2)(? 82 (f%) = 78(7%)"7117((1%) = 8(%) 1-@/0) 1(34% .
Cf DM2, binéme de Newton : S5 = 2; Z ()4kgn—Fk = [Z (R)ak3n=k—(1)493"] = L[(4+43)"—3"] = L[ —3"].

. Sur C : z = 0 n’est pas solution et tout z € C* s’écrit de maniere unique z = pe’ avec p > 0 et 0 € [0, 27[.

4 _ _ ol/4
C_ o(VB 1Y _ 0,in/6 ot ALid0 _ oin/6 pr=2 p=2Y%car p>0
Or V/3+i 2035 +ig) = 2¢ etpte 2e :){ 40 = § +2km pour un k € Z < erZﬂ:ﬁJrLT

Avec la contrainte 6 € [0, 2n[, il reste 4 arguments possibles 77, 1231 2;: et 377,

Finalement, S = {21/46”-/24721/46i137r/24,21/46i257r/24,21/4 z377r/24}

. L’inéquation est définie sur R. Mais si €] — 0o, —1[,  + 1 < 0 et = ne peut pas étre solution.

2—x—-2<0
0<z2+zx
2?4z =2(x+1)>0& z € {-1}U[0,+0c0] et pour 22 —z—2: A = 9 deux racines -1 et 2. Cecl : S = [0,2]U{—1}.

Sur [-1,4ccf,z+1>0don |z’ —1|<z+1e —(z+1)<z2?-1 §x+14:){ Or sur [—1, +o0],

4. a=input (’entrer a’) ; b=input(’entrer b’)
if a*b>0 then, disp(log(a*b)),else disp(’erreur’),end
- = z\2
5. f est définie sur R dou Vz € R, —z € R et f(—x) = (1:6,1)2 = (§)2 = CE((CC”)_W = f(x).
En —oo, pas de F.I. car e* — 0 d’ou f(x) — 0. Puis en 400, par parité, lim f(z)= lim f(z)=
T—+00 T——00
Exercice 1:
l.e" —e " >0&e" >e ¥ & x> —x (par stricte croissance du In) < 2z > 0 z > 0 donc D =R,
2. a) En 0% : f(z) =In(e® —e™®) —p oocare’ —em =1 -1=0. Asymptote verticale d’équation z = 0.
T—>
En +o0 : f(z) 7, oo car e = 0ete’ = +oo.
z—+
b) Vz € D, f'(z) = e,*i ~ > 0carz € D donc e — e * > 0. On en déduit le tableau de variations.
c) f est strictement croissante (et continue sur D) et I'ensemble des valeurs prises est f(D) =] — oo, +00].
Comme 0 € f (D) = R, léquation f(x ) = 0 admet une unique solution o € D. En particulier o > 0.
Puis f(1) = (ef—)>00are>2 l<ldonce—2>2-1=1Doua<l
d) f(z) =0« In(e” *671) =0 e"—eT=1&e"—1—¢e"=0.Posons X = e” > 0; alors 'équation devient
X-1-1/X=0& % =04 X2 - X —1=0. On obtient une équation du second degré : A = 5 donc deux
racines 112\/5. Or X >0, donc X = 1+T‘/3 et finalement, 'unique solution est o = ln(%).
e) Plus généralement f(z) =y o In(e* —e ™) =y e —e "= e -/ —e =0 X -eV-1/X =
0 X2—e¥X —1=0. A =e%+4doncil y a deux solutions X = &=V +d V262y+4 mais X > 0= X = <vetvid V;2y+4 car
e + 4> e donc Ve + 4 > Ve = e¥. Et finalement 'unique solution est & = In(X) = In(£-ve?+d V282y+4)
. _ 1+f _ 1 _ _ (+VE)2+2° _ 1042vE _ 2VB(VE+D) _
3. a) e = et e =k = 2z dou f'(a) = = e = e = hard® = /.
b)f(z) —x =In(e?(1—e"%*)) —x = In(e®) +In(1 —e2%) —x = In(1 — e*%) .0 Donc (C) admet au voisinage
de 400 une asymptote oblique d’équation y = z. OU f(z) — x = In(e” ) ln( *) = ... (formule sur le In)
¢) Puis f(z) —z =In(1 — e 2*) <0 car Vz > 0, 1 —e~2* < 1; la courbe ebt en-dessous de (A).
d) Dessiner les asymptotes, la tangente ... puis la courbe.
4. a) Ve e Ry, W(z) = fl(z) —1=Flee D = 227 5 cara>0.

b) D’apres 3.b), en posant y = —e~2% — 0, e**h(z) = e?* In(1 — e 2%) = In(l—e—?%) _ 71"(1;'”) — —1.

e—2T

Exercice 2:

1.

(a) f(z) = %\/1 +x et pour z > —1, f'(z) = %Nﬁ > 0. Donc f est strictement croissante et f(—1) = 0.
En particulier f est positive sur R. En +00 : lim f(z) = 400 car lim 1+ 2 = 4o00.
T—+00 T—>+00

(b) Soit x € [-1,+00[. f(z) =z /22 =2 Siz € [-1,0[ 2 < 0 donc n’est pas solution (car f(z) > 0).

Sur [0, +oo[, comme z > 0, ,/HTI =2z & HTI =22 & 222 -2 -1 =0. A =9, et les racines sont
r1=—1/2¢[0,4o00] et ro = 1 € [0, +00[. Conclusion : pour tout = € [-1,+o0[, f(z) =z &z = 1.
Résolution de I'inéquation :

si—1<z<O0alorsz <0<,/ (car une racine carré est positive) donc x < f(z).

Puissiz >0; f(z) >z < HTJ” 2 22 (car la fonction carré est croissante sur R*)

& 222 —x — 1 < 0. D’apres I'étude précédente, on obtient (comme z > 0), 0 < z < 1.

Conclusion : sur [—1,4+o00], f(z) > 2 &z € [-1,1].



(d) function y=f(x) ; y=sqrt((1+x)/2) ; endfunction
x=-1:0.1:10; fplot2d(x,f) ; plot2d(x,x)
2. a) u semble croitre et converger vers 1.
b) ug = 1 car alors u; = f(ug) = f(1) =1 et par récurrence, on obtient : Vn € N, u,, = 1.
c) prendre ug > 1. d) non
3. (a) Par récurrence : cas n=0 : d’apres I’énoncé ug € [—1,1].
Supposons que pour un certain n, u, existe et —1 < wu,, <1 et mq u,41 existe et —1 < upy; < 1.
Or u, > —1 donc 1*% > 0 et upy1 existe. Puis —1 < wu,, <1= f(—1) < f(u,) < f(1) (par croissance de f)
=0< U1 <1=-1<0<upqg <1.0cl
(b) unt1 — un = f(un) — tn. Or par 1.(b), pour tout z € [—1,1], f(z) >z cad f(z) —x > 0.
Donc en z = u, € [-1,1], f(un) — u, > 0 : la suite u est croissante.
(c) La suite u est croissante et majorée par 1, donc elle converge. Soit I € [—1, 1] sa limite. Par passage & la limite
dans la relation u,4+1 = f(uy), on obtient I = f(I) & 1 =1 par 1.(b)

. L " e z— z— x—
4. (a) Quantité conjuguée : f(z) — 1= HTT —-1= fﬂﬂ = (“TT"}H) = ﬁ\;ﬁu = \/21—291#2.
(b) [unsr = 1] = |f(un) = 1| = gl < ol car 24 2520, > 2.

(c) Par récurrence : cas n=0: Jug— 1| <2car —1<uyg<1=-2<ug—1<0=|ug— 1 <2et (3)° =2.
Supposons que pour un certain n: \un -1/ < ( )"~1. Alors par b) puis par H.R., on a :
funss — 11 < Hun — 1] < (1" = (b Cal

Comme —1< 1 <1, (1)”_1 — 0 et donc (théoréme d’encadrement) |u, —1| — 0cadu, — 1.
n——+0o0o n——+o0o n—+o00

5. (a) Sur [0, 7], cos est st. décroissante (et continue) et prend une seule fois toutes les valeurs entre 1 et -1.
cos(2z) ( = (cos(z + z) = cos?(z) — sin®(x) = cos?(z) — (1 — cos?(x)) ) = 2cos?(z) —

(c) Cas n=0: cos(55) = cos(p) = ug. Suppo%on@ pour un certain n > 0 que u, = cos(5 ) Alors

1 1+co> 1+co> +1 1+(2cos?(5757)—1)
i = /T = [T _ | [Trees(ain) D _ S () = | cos( )]

= cos(zyr) puisque n > 0 =>n+1> 1 = 0< 557 < § (car p € [0,7]) = cos(z5r) > 0 Ccl.
Comme 5% — 0, on retrouve que u, " cos(0) = 1.
n—-+oo

=

n—+00
n _ _ wp—1 _ cos(zm)-1 _  gcos(5m)—1 _ 9 cos(z)—1 1 2 . _ o
(&) 4"Cun = 1) = it = T7GE =¥ G =P a2 X ¥ enposanto =g -0 0.

Exercice 3: Partie I
1. Montrer par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0. Cas n =0 : ug =a > 0.
Soit n € N tel que u, > 0. Alors u,4+1 = U, + uﬁ > up > 0. Ccl. Puis Vn € N, upy1 —uy = u% > 0 donc la suite
est croissante. OU montrer qu’elle est croissante donc minorée par ug > 0, donc strictement positive.
2. Supposons que la suite est majorée. Alors comme elle est croissante, elle converge : soit [ sa limite. En passant a
la limite dans la relation w41 = uy, + ui on obtient | =1+ 1% < 1> =0 < | = 0. Contradiction, car la suite étant
croissante, Yn € N, u,, > ug =a donc ! > a > 0.

3. wu est croissante et non majorée donc u diverge vers +o00.

—_

C Upgl — Up = 2nl+1 ln(un_H) — i ln(un) = zn% In(u, +u?) — QH% In(u,) = #[ln(un +u2) — In(u?)]
= garr[In (""+"“ )| = g 111(1 +a)
2. Soit k € N. Par croissance de la suite u, on a ux > ug = a d’olt ﬁ < Letln(l+ ) <In(1+ ). On en déduit
par 1., vg41 — vp = 2,€1+l In(1+ - L ) < thﬂ ln(l + 1)
Par ailleurs, comme u; > 0, on obtlont 1+ >1etIn(l+ - ) > 0. Dot vp11 — vk = 2k+1 In(1+ o L ) > 0.
n—1
3. Par 2.: zo< z(vkﬂ—vk) < Z#ln(l—&— L) Dow0<w, —vg < iln(1+1 )z(g)k: 3+ HE80E
k=0 k=0 k=0 k=0
= (In(1+ 1)1 = (5)") <n(1+ ).
4. On en déduit que pour tout n € N, v, < In(1 + %) + v donc la suite (v,,) est majorée. Comme elle est de plus
croissante (puisque pour tout k € N, vi11 — vg > 0), elle converge.
- In(u,) < o, et In(u,) < 2"a, puis u, < exp(2"a).
6. On a donc encadrement : Vn € N, exp(2"a) —1 < u,, < exp(2"a) d’olt 1 —exp(—2"« < 1. Le théoréme
d’encadrement permet alors de conclure.

11

. v croissante implique que pour tout n € N, v, < a. D’ou

ot

" ) < cxp(2"a)

7. Les deux inégalités du 5. permettent d’écrire : Vn € N, 0 < exp(2"a) — u,, < 1. Donc la suite 8 est bornée.
De plus, Bni1 + 82 — Bn = exp(a2™t1) — up, 11 + (exp(a2?) — up)? — (exp(a2™) — uy,) = [exp(a2™))? — up, — u2 +
[exp(a2™)]? — 2u, exp(a2™) + u2 — exp(a2”) + u, = exp(a2")[2exp(a2”) — 2u, — 1]. D’oll le résultat ...
8. La suite 3 étant bornée entre 0 et 1, on obtient que pour tout n € N, —1 < 8,41 + 52 — 8, < 2
dott —1 x exp(—a2™) < (Bns1 + B2 — Bun)exp(—a2?) < 2exp(—a2™) et d’apres le théoréme d’encadrement,
1

2 _Aon b _ i =
(Bn+1 + B2 — Bn) exp(—a2™) el 0cad 26, —1 e 0 soit encore 3, T B



