[. Comme lim zln(z) =0et lim(z+ 1) =1, on a
z—0 z—0

lim f(z) = 0= f(0).
x—0
En particulier, f est continue en 0.

De méme, comme lim In(z) = —oo et lim x + 1 = 1, en passant a la limite dans le
z—0 z—0
taux d’accroissment, nous obtenons que

f@) = f0) _ Inw

iig(l) r—0 7x—>0x+1:+oo'
A fortiori, f n’est pas dérivable en 0.
IL.
1. La fonction ¢ est dérivable sur |0, 4+o00] et vérifie
90’(13)=§+1:1j;m>0 (x> 0).

Par conséquent, ¢ croit strictement sur |0, +00].
2. Il résulte du théoreme de croissance comparée entre Inx et x que

lim p(z) = —00 et lim ¢(z) = +oo.

r—0 r—+00
La fonction ¢ étant continue et strictement croissante sur |0, +oco[, elle réalise une
bijection de 0, +00[ dans | — oo, +00[ et admet, de ce fait, un unique antécédent

pour 0 dans ]0, +oo[. Autrement dit, 1’équation p(z) = 0 admet une unique
solution dans |0, +ool, notée [3.

3. f est dérivable sur |0, +o0o[ en tant que quotient de fonctions dérivables et

;o (I+nz)(z+1)—rlnz z+1+hzr ()
fz) = (z+ 1) (41?2 (z41)? (z>0).

4. D’apres (2¢), f(z) et ¢(x) ont méme signe. Il résulte alors de (2a) et (2b) que

xr 0 o) +00
o) | = 0 +
flle) | = 0 +
0N [

III. 1. Comme lim (1 + %) =1et comme lim Inx = 400, il vient

T——+00 T——+00
| 1
lim f(x)= lim TRY _ fim o
T—~400 z—4oo x4+ 1 rx—+o00 1 + 1/1}

2. En remarquant que



(x+1)Inz—zlnz  Inz

In(z) — f(z) = o R

il résulte du théoreme de croissance comparée que lirf In(z) — f(z) = 0.
T—+00

IV. Avant de tracer la courbe, remarquons que f s’annule seulement en 0 et en 1 d’apres
I’énoncé et puisque

fz)=0<=zhe=0<=her=0<=z=1 (x > 0).

Nous observons également que f(3) = —f3. En effet la relation ¢(f) = 0 induit d’une
part que In(f) = —1 — (3 et d’autre part que

_flmpg _ p(=1-p)

f(ﬁ)_5+1_ f+1
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