CORRECTION DEVOIR MAISON 5

1. Le vecteur € est combinaison linéaire de a, b et & car
20 +b+2¢ = (—2d —4b—6p) + (5@ + b — 3¢+ 2p) + (—4a + 10b + 26+ 8p)
— (3U4T0—W +4p) = ¢

—

2. La famille (@, g, c, CZ; €) est liée d’apres la relation de dépendance linéaire trouvée
en 1:

2G4+ b+ 28+0d—E=0

3. Awec les matrices, il suffira de prouver que le rang de la famille est égal da 4)
Soient (A,B,C,D) € R* et (x,y,2,t) € R* résolvons le systeme suivant (il faut
montrer qu'il admet une unique solution)

2@ + yb + 2+ td = Aii + Bo + C + Dy

Comme (@, ¥, W, W) est une base de E, en identifiant les coefficients de ces vec-
teurs, nous remarquons que cette équation est équivalente au systéme

.

—x| 45y —2z 44t =
2 +y +Hz +t =
(5) = -3y +z +2t =C
{3z +2y +4z -2t =
(|~ +by 2z +4t =A
+1ly +2z 49 =DB+2A
= =3y |+z +2t =C
L +17y —2z 10t =D+ 3A
(|—2| —y +8t =A+2C
+14y +7| =B+2A-C
— =3y |tz +2t =C
L +11y +14t =D+ 3A+2C
(|—2| —y 18t = A+42C
+14y +7t] =B+2A-C
— =3y |+z +2t =C
\ —17y =D+3A+4+2C—-2(B+2A-C)

Il résulte du dernier systéme obtenu (par un pivot partiel), qu’il existe une unique
solution a ce systéme : La quatrieme ligne donne un unique y, puis la deuxiéme
ligne donne un unique ¢, puis les lignes une et deux donnent un unique x et
un unique z, de sorte qu’il existe un unique quadruplet (x,y,z,t) solution de ce
systeme, quelque soit le quadruplet (A,B,C,D) choisi. En particulier, la famille
est génératrice. Et il suffit de prendre A = B = C' = D = 0 pour déduire de
I'unique solution * = y = z = t = 0 du systéme obtenu qu’elle est également

libre. En conclusion, la famille (a, bé, (f) est une base de FE.

4. Au brouillon, pour trouver les coordonnées de p= 0.4 + 0.0 + 0.+ 1.p" dans la
base (a, 55, cf), on reexploite le systéme précédent pour A=B=C=0et D=1,
ce qui donne —17y =1 d’ou y = I—%, puis 14y + 7t = 0 = _1—174 + 7t =0 ce qui

donne t = 117 puis —x —y+8t = 0 ce qui donne —w+%7+% =0soitx=1= %



et =3y + z+ 2t =0 ce qui donne % + 2z + f“? =0 et donc z = I—; Et ensuite,
sur sa copie, on écrit juste que Nous remarquons que

176 —1b— 76+ 2d = (=17 —5+14+8)i + (34 — 1 — 35+ 2)7
+(0+3—-T7+4)+ (51 —2—28 —4)
= 0.4+ 0.0+ 0.8+ 175

A fortiori, nous obtenons que

—

L, 1- L2
p—a—1—7b—17c—|—1—7d

-

Pour plus tard : la matrice des coordonnées de p’ dans la base (d, Z;E, d) est

1

S~

[r

1

-3

La famille (@, g, C) est génératrice de F, par définition de F. Comme (@, I;E’, cf) est
une base, la sous-famille (@, bé) est nécéssairement libre. A fortiori, (@, b¢) est une
base de F.

Le vecteur d ne peut pas appartenir a& [ car sinon, il existerait une relation
de dépendance linéaire entre a, ,ecb, ¢ et d ce qui contredirait qu ces vecteurs
forment une base de F.

Par contre, le vecteur € appartient a F d’apres la relation € = —2a + b+ 2¢
établie a la question 1. En particulier, la matrice des coordonnées de € dans la

base (@, bc) est

-2
1
2

Nous remarquons que les vecteurs de G sont les vecteurs de la forme

7 = da—-20)u+ (a+58)0+ 2a+ )W+ (—2a+ 48)p
= (40 + U+ 20 — 2p) + S(—2U + 5 + W + 4p)
= ad + ¢

En particulier, nous avons
G = Vect <5, cf)

Il résulte de cette identité que G est un sous-espace vectoriel de E, dont une

famille génératrice est (¢, d). Comme cette famille est nécéssairement libre (sinon,
a, b, ¢, d) ne serait pas une base, nous concluons que (¢, d) est une base de G

Procédons a une élimination pour obtenir une équation cartésienne de G (ce qui
devrait nous aider)



10.

TU+yv+ zw+tp e G

< J(a,f) €R?: zil +yv + 20 + tp = (4o — 2B)il + (o + 58)T + (2 + B0 + (—2a + 48)p

2.0 Y :+55
= J(a,8) eR°: 2 =2a+0
[t = —2a+4p
(2 — 4y :j225
s Jy =|a|+ 50
(t+2y =|145
(14(x — 4y) + 22(t + 2y) :O]
, |y =|a|+ 58
< J(a,p) eR*: 4(z —2y) +9(t+2y) =0
X —[143

x

PN 14(x —4y) +22(t +2y) =0
14(z —2y)+9(t+2y) =0
1z — 12y + 22t =0

— {142—10y+9t — 0

En particulier, nous obtenons que
G = {zil+yv+20+t7 : (z,y,2,t) € R 14x—12y+22t = 0 et 142 —10y+9t = 0}

Avec cette expression de G, il est alors facile de voir que e, appartient a G si,
et seulement si,

{ 14((2m —2) —12(2—m)) +22(84+m) =0

14(543m) — 10(2 — m) + 9(8 + m) =0
62m + 124 =0
61lm+ 122 =0
<= m=-2
Le vecteur e, appartient a GG si et seulement si m = —2.

Pour m € R, la famille (@, g, c, cf, em) est liée car (a, l;, c, d forme une base de E,
de sorte que e, s’écrit comme une combinaison linéaire de ces quatres vecteurs.
La famille (écf,e?n) est libre ssi e, n’est pas une combinaison linéaire des
vecteurs ¢ et J; c’est a dire ssi e, n’apartient pas & G = Vect(c, cf), c’est a dire
pour R privé des valeurs obtenues a la question 8 (c’est a dire —2). En conclusion,
la famille (2, d, ey,) est libre pour m € R\ {—2}.



