DEVOIR SURVEILLE 1

Exo I. Déterminer I'unique suite v = (uy,),>0 vérifiant
ug = 0, up =3 et Upio = Upt1 + 2uy (n>0)

Exo II. Pour tout entier n > 1, on pose

n n

n
Sp= (k—12K,  T,=Y (R+Dkl ot Uy=Y kxk
k=1 k=1 k=1

1. a. Justifier que (k+ 1)! — k! =k x k! pour k > 1.

b. En déduire une expression simple de U,, en fonction de n.

2. Montrer que S, =2+ (n —2) x (n+1)! pour n > 1.
3. Pour n > 1, exprimer S,, en fonction de T, et U,.
4. En déduire une expression simple de % en fonction de n.

Exo III. Edhec E

e’—1
x

1. Montrer que > 0 pour z € R*.

2. a. Etudier les variations de la fonction g définie par
g(x) =xe® —e” +1 (x € R)

b. En déduire le signe de g sur R.

3. On considere la fonction f définie par

f(z) =In (ex; 1)

Déterminer ’ensemble de définition Dy de f.

4. a. Montrer que ¢* > 1+ x pour = € R.

b. En déduire le signe de f sur Dy.
Déterminer les limites de f en —oo, 0 et +o0.
Exprimer [’ en fonction de g

Dresser le tableau de variation complet de f

a. Vérifier que f(z) —x = f(—x) pour x € R*.
b. En déduire le signe de f(x) — 2 sur RY.
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c. L’équation f(z) =z a t’elle des solutions sur R 7
9. Représenter sur un méme graphique la droite d’équation y = x puis l'allure de f
10. On introduit la suite (uy)p>0 définie par ug > 0 et up+1 = f(uy) pour n > 0.

a. Montrer que u, > 0 pour n € N.

b. Montrer que la suite u converge. On note ¢ sa limite

¢. En raisonnant par I’absurde, montrer que ¢ = 0.



Exo IV. On rappelle qu'une suite croissante converge si, et seulement si, elle est majorée.
Question préliminaire. Prouver que

In(l+2) <« (x > —1)

A. Un exemple numérique.
On définit les suites (Rp)n>0, (Sn)n>1 €t (Th)n>1 par

n
1 1 1
Ru=3) 25 Sn=Rut— et Ty=Ry1+-
k=1
1. a. Montrer que les suites S et T" sont adjacentes (c’est a dire que 1'une croit,
lautre décroit et leur différence tend vers 0)
b. En déduire que la suite R converge vers un nombre réel /.

2. Montrer que 0 < 5,, — £ < # pour n > 1

B. Etudes d’exemples de suites produits

i 1 k41
1. O = 14+=-) = X -
n pose pp, H ( + k;) 2
k=1 k=1
a. Calculer p1, p2, ps3.

b. Exprimer p, en fonction de n et donner sa limite

2. On pose g, = ﬁ (1_%) _ ﬁ ((k—%ml))

Déterminer une expression simplifiée de ¢, en fonction de n. En déduire que

: 1
la suite g converge vers 3.

n

3. Soit a € R\ {2k7 : kZ}, on pose r, = H cos (%)
] k=1
a. Etablir que lim Ty

z—0 xX
z#0

b. En utilisant que sin(2x) = 2sin(x) cos(x) pour x € R, montrer que

1
Ty X sin (%) =on % sin(a) (n>1)
c. Déterminer la limite de la suite r.

C. Etude générale. Soit (up)n>0 une suite réelle vérifiant u, > —1 pour n > 0.
Alors, on pose

n

n
po=[[A+u) et sp= I(l+u)  (n>0).
k=1 k=1

Pn

1. a. En considérant le quotient 5., montrer que si la suite p converge vers

un réel non nul, alors la suite u converge vers 0.
b. La réciproque est elle vraie ? (on pourra s’aider de la partie B)

2. a. Exprimer s, en fonction de p,



b. Montrer que la suite p converge vers un réel non nul si, et seulement si,

la suite s converge.
n

3. On suppose que u est une suite positive et on pose S,, = Z UL
k=1
a. Etudier la monotonie des suites s et S.
b. Montrer que s, < .S, pour n > 0.
c. En déduire que si la suite S converge alors la suite p converge

D. Applications, exemples

n

1

1. On pose p, = H (1 + ﬁ) pour n > 1. Montrer que la suite p converge
k=1

n
1
2. On pose S, = Z 7 pour n > 1. Montrer que la suite S diverge.

Que peut on dire de plus concernant cette suite ?
n

3. On pose p, = H(l—l—a”) ou a > 0.
k=1
a. Déterminer la nature (convergente 7) de la suite p si a > 1.
b. Déterminer la nature de la suite psi 0 < a < 1.



