DEVOIR SURVEILLE 3

Exo I. (Ecricome) On considére la fonction f définie par f(z) = /2 — In(x)

1.

a.
b.
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b.
On consideére la suite u définie par ug =1 et up4+1 = f(uy,) pour n = 0.
a. n > 0.
b.
c.
d.

€.

Déterminer le domaine de définition D de f.

Etudier la continuité de f sur D. f se prolonge t’elle par continuité en 0 ?
Interpréter graphiquement.

Etudier la dérivabilité de f sur D. Interpréter graphiquement.
Dresser le tableau de variations complet de f
Tracer la courbe représentative de f

Montrer que f réalise une bijection de ]0,e?] sur un intervalle & déterminer.
Dresser le tableau de variations de f~1.

Etudier la dérivabilité de f~! et calculer (f~1)(v/2)
Déterminer alors f~1.

Montrer que I'équation f(r) = x admet une solution unique a sur D et
vérifier que a € [1,e].

Pour 1 < z < e, montrer que |f/(z)] < 1.

Montrer que la suite u est bien définie et que u,, € [1,e] pour

Montrer que |un41 — a| < 3|u, — al pour n > 0.

En déduire que |u, —a| < %%1 pour n > 0. Qu’en déduit-on ?

Ecrire une fonction Scilab qui renvoie f(x) pour un nombre z (de D).

Ecrire un script Scilab qui donne une valeur approchée de a & 1073 prés.

Pour n > 1, on consideére 1’équation définie sur D par

et on introduit la fonction g, définie par g,(z) = f(x) — £

a.

(Bn):  flo) =~
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Pour n > 1, montrer que 1’équation (FE,) admet une unique solution sur D
que l'on notera z,,. Que vaut x1 ?
Déterminer le signe de g,+1(x)—gn(z) pour x € D et en déduire la monotonie
de la suite (zp)n>1-
Justifier la convergence de la suite (z5,)n>1, puis montrer que

Tn

lim — =0
n——+oo N

En déduire la limite de la suite (xy,)n>1.



Exo II. Une urne contient initialement deux boules rouges et une boule bleue indistingables.
On appelle « épreuve » la séquence suivante : on tire une boule de I'urne, puis

e sila boule tirée est bleue , on la remet dans I'urne

e si la boule tirée est rouge , on ne la remet pas dans I'urne mais on remet une
boule bleue dans I'urne a sa place

L’expérience aléatoire consiste a effectuer une succession de N > 1 épreuves.

Pour 1 < n < N, on définit les événements :

ieme 4

o /,=«¢allissuedelan épreuve, il ne reste aucune boule rouge dans I'urne »
e U, =«a lissue de la pitme épreuve, il reste une seule boule rouge dans I'urne »
e D, =« alissue de la ni*me épreuve, il reste deux boules rouges dans 'urne »

e R, =«lors de la nl®™€ épreuve on a tiré une boule rouge de I'urne »

e B, =« lors de la nitme épreuve on a tiré une boule bleue de I'urne »

Calculer les probabilités des événements 71, Uy et D;.
2. Pour 1 < n < N, calculer la probabilité de D,, en justifiant de maniere détaillée.

Calculer la probabilité qu’il reste a l'issue de chacune des quatre premieres
épreuves une seule boule rouge dans I'urne.

4. Pour 1 < n < N, on note u, la probabilité de U,
a. Calculer us
b. Montrer que Z,, U, et D,, forment un systéme complet d’événements
c. Pour 1 <n < N, montrer que

2 2

Unt1 = gln + EYES)

On considere la suite (wy,)y>1 définie par

2
wy] = Uy Wpi1 = Wy + (n>1)

3 3n+1

et I'on pourra utiliser que u, = w, pour 1 <n < N

d. On pose v, = w, + 3% pour n > 1. Montrer que la suite (v, ),>1 est géomé-
trique et en déduire une expression de w,, en fonction de n > 1.

e. Déduire de ce qui précede la probabilité de Z,, pour 1 <n < N.

5. En utilisant la relation de récurrence de la question 4c, écrire un script Scilab
qui demande un entier n (strictement positif) et qui affiche la valeur de u,,.

Exo III. On pose F = {f : R — R dérivable sur R tq f'(z) + f(z) = 0 pour = € R}

Montrer que F' est un R-espace vectoriel
2. Montrer que la fonction définie par g(z) = e~ appartient a F.

Prouver que F' = Vect(g). Etant donnée une fonction f appartenent a F, on
pourra dériver lapplication définie par h(x) = f(x)e® pour v € R



Exo IV. On se place dans le R-espace vectoriel £ = R%. On consideére les vecteurs :
u=(1,3,—-1,0) v=1(54,-21) et w=(-135,1,-4)

1. Soit H = {(zy,z2t) €R*: 32 —y+ Tt =x+y+ 4z — 2t = 0}
Montrer que H est un espace vectoriel et en déterminer une base.

2. Soit F' = Vect(u,v,w).
a. Montrer que la famille (u,v,w) est liée
b. En déduire une base de F'
c. Déterminer un systeme d’équations cartésiennes définissant F'.
d

Déterminer une base de F'N H.
Exo V. On dispose de deux boites U et V :

e [ contient 3 boules blanches et 2 boules noires

e V contient 2 boules blanches et 3 boules noires.
On effectue un nombre fini de tirages avec remise, la premiere boule étant tirée
de U, selon la regle suivante :

e Si un tirage donne une boule blanche, le tirage suivant est effectué dans U

e Si un tirage donne une boule noire, le tirage suivant est effectué dans V'

On définit les événements suivants, pour tout entier n € N* :

e B, =«le n'"M° tirage donne une boule blanche »

e N, =« le n'° tirage donne une boule noire »

On pose p, = P(By) et g, = P(N,) les probabilités des événements B,, et N,, .

Donner les valeurs de p; et ¢;

Calculer, en justifiant clairement, po et ¢o

Pour n € N*| déterminer Pp, (Bn+1, PN, (Bn+1, P, (Nn+1) et Py, (Np+1)
Pour n € N*, exprimer p,11 et ¢,+1 en fonction de p,, et ¢y,.

Que vaut p, +qn ?

En déduire une expression de p,+1 en fonction de p,

En déduire une expression de p, et g, en fonctioin de n

Etudier la convergence de (py) et (gy) et préciser, le cas échéant, leur limite.
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Déterminer la probabilité que 1'on ne tire que des boules blanches lors des n
premiers tirages.



