EXERCICE 4 I

On lance n fois, de fagon indépendante, une piéce donnant pile avec une probabilité p €]0,1].
On dit qu’un lancer est un changement s’il améne un résultat différent de celui du précédent lancer.
On note X,, le nombre de changements durant les n premiers lancers. On note Py [’événement
<« on obtient pile au k-éme lancer» et Fy [’événement « on obtient face au k-éme lancer».

1. a) Donner la loi de X,.

Lorsqu’on effectue seulement deux tirages, on ne peut avoir au plus qu’un seul change-
ment, donc X5(€2) = {0;1}. La variable X3 suit donc une loi de Bernoulli avec

P(le) = P(PlFQUFlpg)
= P(PFy)+ P(F1 Ps) par incompatibilité
= P(P))P(Fy)+ P(F,)P(P) par indépendance
= pgq-+qp.
Donc
X — B(2pq).
b) Donner la loi de X3 et calculer son espérance et sa variance.

Cette fois, lorsqu’on effectue trois tirages, on obtient au plus deux changements, donc
X;5(Q2) = {0;1;2}. En utilisant I'incompatibilité et 'indépendance, on obtient

P(X5=0) = P(F\F2Fy) + P(PiP.Py)
= P(FV)P(F2)P(F3) + P(P)P(P2)P(Ps)
= ¢+,
P(X3=1) = P(FiPyP3)+ P(P,PF5) + P(P1FoF3) + P(F1FyPs)

= P(F)P(P2)P(Ps) + P(P1)P(P)P(F3)
+P(P1)P(F2)P(F3) + P(F)P(F2) P(Ps)

= 2p¢® +2p’q

= 2pq car p+q=1,

et
P(X3=2) = P(F\P.Fy)+ P(PFyPy)
= P(F)P(P)P(F3)+ P(P1)P(F2)P(P3)
= pg’ +p’q
= pg carp+gqg=1,
donc

v 0 1 2

P(X3=1) | ¢*+p* | 2pq | pq

Par suite, on a
E(X3) =0x (¢* +p°) + 1 x 2pq + 2 x pq = 4pq

et
E(X3%) =0 x (¢° +p”) + 17 x 2pg + 2% x pq = 6pq
donc
V(X3) = B(X3%) — E(X3)* = 6pg — 16p°q* = 2pq(3 — 8pq).
Ainsi,

|BE(Xs) =4pg et V(X3) =2pq(3 — 8pq) |




2. Dans cette partie, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

a) q

Al

Que vaut X, () ?

Lorsqu’on effectue n tirages, on obtient entre 0 et n — 1 changements donc

| X, (Q) = [0;n — 1]. |

Ezprimer P(X,, =0) en fonction de p, q et n.

On a

P(X,=0) = P(PPy-- PyUF\Fy---F))
= P(P\Py-- n) + P(FyFy---F,) par incompatibilité
= P(P)P(P)---P(P,) + P(F\)P(F,)--- P(F,) par indépendance
= p"+4q",

donc

| P(X,, = 0)=p" +q".|

En décomposant l'événement (X,, = 1) en une réunion d’événements incompatibles,
montrer que P(X, =1) = 2pq(¢"~" —p"1)/(q — p).

On a
n—1 n—1
(X, =1)= U(P PyFp1---F,) U U(F FyPii1 - Py)
k=1 k=1

n—1
P(X,=1) = Z p PyFigr--Fy) + > P(Fi--FyPeyr-- Py)
k=1
= Z P(P1)-- P(Py)P(Fey) -+ P(Fy)
n—1
+ Z P(Fy)---P(Fy)P(Pyy1)---P(P,)  par indépendance
k=1
_n (p/Q) - p/q »(a/p)" —p/q sommes de suites
B p/qg—1 b q/p—1 géométriques
_ Pla—pat  pa"—pq
pP—q q—p
donc
qn—l o pn—l
P(Xy =1) = 2pg———
q-—p

Ezprimer P(X,, =n — 1) en fonction de p et q selon la parité de n.

Si n est pair, on a
(Xp=n—1)=PFs2PsFy - F, 9P, 1F, U F1P,F3P,--- P, _oF, 1P,
donc, par incompatibilité,
P(X,=1) = P(PiFyPsFy---Fy 9P, 1F,)+ P(F\PyF3Py---Py_oF,_1P,)

= P(P)P(Fy)P(P3)P(Fy) -+ P(Fy_s)P(P,_1)P(F,)

+P(F1)P(P)P(F3)P(Fy) - - - P(Po—2) P(F1)P(Py)
2pn/2qn/2.



Si n est impair, on a
(Xn=n—1)=PiF3PsFy--- P, oF, 1P, U FiPF3P;---F,, 2P, 1 F,,
donc, par incompatibilité,

P(X, =1) = P(F\PyF3P,--- Py _oF, 1P,) + P(F1PF3P,--- F,,_oP, 1 F),)
= P(P))P(Fy)P(P3)P(Fy) -+ P(Pp_2)P(F,_1)P(P,)
+P(F1)P(P2)P(F3)P(Py) - P(Fr—2)P(Pn-1)P(Fy)
= pmAD/25(n=1)/2 | p(n-1)/2(nt1)/2

p(n—l)/Zq(n—l)/Q car p+q = 1.

Donc

2p"/2gn/2 si n est pair,
P(Xn=n—1)= { ntyfagine

si n est impair.

Grace aux questions précédentes, montrer que P(X4 = 1) = P(X4 = 2) = pg(1—pq)
et préciser la loi de X4. Calculer E(Xy).
Pour n = 4, les questions précédentes nous disent que
P(Xy=0)=p*+¢",
¢ —p°

P(X4=1)=2pq = 2pq(q® + qp + p*) = 2pg° + 2p°¢° + 2p°q

et
P(Xy =3) =2p"?¢"* = 2p°¢".

Par suite, on a
P(X;=2) = 1-P(X4=0)—P(X4=1)—P(X;=3)
1—(p" +¢* + 2p¢® + 4p°¢* + 2p°q)
= 1—(p+9)* —20°¢ — 20’6 — 2p¢?))
= 2pq3 + 2]92(]2 + 2p3q.

Or

p¢’ +p°¢* +p°q = pa(¢* + pg + p°) = pa((p + 9)* — pq) = pa(1 — pq),

donc
P(Xy=1)=P(X4=2)=2pq(1 — pq).

En définitive,

1 0 1 2 3

P(Xy=1) || p"+q¢* | 2pq(1 —pq) | 2pq(1 — pq) | 2p*¢?

Par suite, on a
E(X4) =0x (p*+¢") +1 x 2pg(1 — pg) + 2 x 2pq(1 — pq) + 3 x 2p*¢* = 6pq,

donc
E(X4) = 6pg.



b) Pour k € [2;n], on note Zy la variable aléatoire qui vaut 1 si le k-éme lancer est un
changement et 0 sinon, de sorte que Zy est une variable de Bernoulli. FEcrire X, a
Uaide des variables Zy et en déduire E(X,,).

On a clairement
X, =Zo+ 23+ +7Z,.

Or, pour tout k > 2, Zj, est une variable de Bernoulli avec
P(Zy =1) = P(Py_1Fy U Fy_1P,) = P(Py_1)P(Fy) + P(Fx—1)P(Pr) = 2pq,

ou l'on a successivement utilisé 'incompatibilité et I'indépendance. Ainsi, le parameétre
de la loi de Bernoulli vaut 2pq, ce qui nous dit que

VEk € [2;n], E(Zy) = 2pq.

Par suite, on a

E(X,) = E(Zy+Z3+---+2Z,)
= E(Xo)+ -+ E(X,) par linéarité de
= (n—1) X 2pq,

donc

| E(X,) =2(n—1)pq. |

3. Dans cette question, on suppose que p=q =1/2.
a) Vérifier que X3 et Xy suivent chacune une loi binomiale.

Dans le cas ot p = ¢ = 1/2, les résultats des questions précédentes nous disent que

i

et

== O
N = |
A~ = o
|| O
olw | =
olw | N
ol =] w

P(X; = i)

donc

X3 <—><@(2; %) et Xy <—><@(3; %)

b) Soit n > 2.

o] Soit k € [1;n]. Justifier que P((Xn, = k)N Py N Ppya) = P((X, = k)N P,)/2

et P(Xn = k)N E, N Fup1) = P(Xn = k)N F,)/2 et en déduire que U'on a

P((Xn = k)N (Xpp1 = k)) = P(X, = k)/2. On admettra que l'on démontrerait de
méme que P((X, =k —1)N(Xp41 =k)) = P(X,, =k —1)/2.

L’événement (X,, = k) N P, ne concerne que les n premiers tirages. Il est donc
indépendant de P, ;1. Par suite, on a

P((X, = k)N Py N Pyy1) = P((X, = k) N P,) P(Pos1),

ce qui donne

P((Xu = KN Pan Par) = 5 P((Xa = K) 11 ).

De méme, I'événement (X,, = k) N F,, est indépendant de F,, 1, donc
P((Xn =k)NnE,N Fn+1) = P((Xn =k)n Fn)P(F,H_l),

ce qui donne

P((X0 = )N Fa Fu) = 5 P((Xa = K) N1 F).




Or (X,, =k)N(Xp41=k) = (Xn=k)NP,NPys1)U (X, =k)NF, N Fuy1)
et les événements de cette réunion sont incompatibles, donc
P((Xn =k)N(Xp41 = k))
= P((Xp=k)NP.NPpp1) +P((Xp =k)NFN Fpp)

_ lp((xn =k)NP,) + %P((Xn =k)NFy)

(X, =k)NP,)U((Xn=k)NF,)] parincompatibilité

N — N =

(X, = k)N (P, UF,)).

Comme P, U F,, = 2, on en conclut que

P((Xn =k)N (Xpp1 = k) = %P((Xn = k).

Démontrer par récurrence que la variable X, suit la loi Z(n —1;1/2).
Pour tout n > 2, considérons la propriété 77, : X,, — B(n —1;1/2).
Initialisation : Nous savons que Xo — %(1/2) donc 5 est vraie.

Hérédité: Fixons n > 2 tel que 57, est vraie et démontrons .7, 1. On sait que
Xn+1(2) = [0;n]. Pour k = 0, on sait que

1\ n+1 1\ n+1 1
Pan=0=(3) +(3) -3

Pour k € [1;n], la formule de filtration nous dit que
P(X,1=k)= P((XnH =k)N(X, = k)) + P((XnH =kNX,=k- 1))
D’apres la question précédente, on sait que
1
P((Xn_H =k)n(X, = k:)) = §P(Xn =k)

et
(X1 = B) N (X = k= 1)) = 2 P(X 1 = B)

Par ailleurs, I’hypothése de récurrence implique que

n—1 1 n—1 1
PXn:k:< ) t PX.,L:]C—lz( >_
( ) g Jont ¢ ( )=\ _1)3o
En combinant ces résultats, on obtient
1/n—1 1 1/n—1 1
(Xn+1=F) o\ gk Jar a1

k k—1/J)2n
1
= (Z) on par la formule de Pascal.

Pour résumer, on a donc

elonl, Pt == (D)= () e

ce qui prouve que X, +1 — HA(n;1/2) et donc que J,, 11 est vraie.

Conclusion : Le principe de récurrence nous dit alors que

Y > 2, ch_h@(n—L%).




c) En utilisant Uinégalité de Bienaymé—Tchebychev, justifier que P(3 < X9 < 5) > 1/2.
= 2.

On sait que Xy suit la loi #(8;1/2) donc E(Xg) = 4 et V(Xy)
Bienaymé—Tchebychev implique alors que pour tout € >0 , on a

L’inégalité de

2
P(|Xg—4] >¢) < =
En prenant € = 2 et en remarquant que (| X9 — 4] > 2) = (X9 < 2 ou Xg > 6), on
obtient donc que

P(Xg<2o0uXg2>6)<

)

| =

c’est-a-dire
1-PB<Xyg<5H)

VAN
N —

ou encore

P(3< X9 <5) >

N =




