Questions :

Eléments de correction du DS 4

1. il suffit de mq E est un sev de I'ensemble des suites RY : £ C RN, et si v est la suite nulle : Vn € N, v, = 0 donc

Yn € N, v, + 2v,42 = 0 Donc v € E et E # @&. Puis soit u,v € E et A € R. Alors Vn € N, (A\uy, + vy,) + 2(Atpto +
Unt2) = Atp + 2Upnt2) + (Vn + 20542) =A% 0+0=0. Donc Au+v € E.

Notons f et g les deux fonctions : soit A1, A2 € R, tels que Ay f+Xa2g = 0. Alors pour tout z € R, Ay f(x)+Aag(z) = 0.
- _ _ . 1=0 Ca N
En particulier avec x = 0 et = 1 on obtient { Ae 4 Mg = 0 ce qui implique A\; = Ay = 0.

a) Soit P, @ € Ra[X], A € R. Alors Af(P)+ f(Q) = (AP(0) +Q(0), A\P'(1) + Q' (1), A\P"(0) + Q" (0)) et par linéarité
de la dérivation = (AP(0) + Q(0), (AP + Q) (1), AP+ Q)" (0)) = f(A\P + Q)

b) avec P(X) =1, f(1) = (1,0,0); avec P(X) = X, f(X) = (0,1,0) et avec P(X) = X2, f(X?) = (0,2,2).
Montrons que (1,0,0), (0,1,0), (0,2,2) est une base de R? : soit ¥ = (x,y,z) € R®. Montrons : EI!()\l,AQ, A3) € R?
tel que A1(1,0,0)+ A2(0,1,0)+A3(0,2,2) = (z,y, z). On obtient directement un sys. triangulaire qui est de Cramer.
Donc les 3 vecteurs images forment une base de R? donc f est bijective.

Exercice 1:

1.

9.

, . . 3 T 1 P e el
posons f :t +— \/1—%7 .f est définie et continue sur R donc G : z — fo Wdt est 'unique primitive de f sur R

qui s’annule en 0. En particulier G est définie (méme dérivable, méme C!!) sur R d’ott F est définie sur R*.
vVt € R, f(t) > 0 donc si z > 0 alors G(z) > 0 et par produit, F(x) > 0.
Siz <0, alors G(z) = — f; f(t)dt <0 et par produit, F'(x) > 0. F' est positive sur R*.

Changement de variable y = —t. Alors dy =—dtett=0=y=0,t=—-z=y=uz.

Vo e R*, —z € R* et F(—a)=—2 [[° 1+t4: 1f0\/%—1f0\/% F(z). F est paire sur R*.

Ona F(z) = 1G(z) = %ﬁy(o) puisque G(0) = 0. Or G(primitive de f) est dérivable sur R donc en particulier
en0et G' = f, dou F(x) — G'(0) = f(0) =1 € R. Donc F se prolonge par continuité en 0 avec la valeur 1.
z—

Soitx>O.Vt€R,1+t421doncwgl d’ou (0 < z), fom foldtfzetF *1f0

t4_

par 1. G dérivable sur R et G’ = f continue donc G C' sur R, et par produit avec = — L C! sur R*, F C’1 sur R*.

De plus, Va € R*, F'(z) = —5G(2) + 1G'(2) = =1 (LG(2) + L f(z) = =1 F(z) + %\/11? D’ou le résultat.

Soitz >0.Alors0 <t <z=V1+t:<V1+a2t= f(t) > ﬁ et par intégration (z > 0), G(z) > [ \/Wdt
mm d’on F(z) > m On en déduit que F'(z) = 1(—F(z) + m) < 0 donc F est decr01ssante sur R7 .
_ 1., _ _1 1z —1 Ve  —de Yz _—dz _
= ) et 13 - gt - Kt -
(b) Dot zF(z) + = [y f@t)dt + fl/ac fo t)dt + h(zx) + fo t)dt + h(L) [Relation de Chasles]
= 2F(1) +0.
(c) Par b) F(z) = 2[2F(1) — 2F(2)] . 0 puisque liIE F(1l/z) = lir%F(y) =1 par 4.
z ) y—
(d) Par c) en 400, F(x) — 0 d’'ou par 6. F'(z) = 2[~F(x) + f(x)] = 0
Par parité de F, lim F(xz)= lim F(x)=0.
T——00

T—r+00

Exercice 2:

1.
2.

Sur ]0, +00[ blabla. En 07 : z + L — 400 d'ott —(z + 1) — —o0 et pour = # 0, fi(z) — 0 = f1(0).

Sur )0, +o00[ blabla. En 0+ pour z # 0, M =e?[Le71/"] 5 1x0 € Rcar d’apres les croissances comparées,

x—0

—-1/z _ lim ye ¥ =0 d’ou f; dérivable en 0 et f{(0) =

=1 lim =
en posant y = 1/x, Jim o Le Jm

Formule sur Pexponentielle : pour z > 0, f,(z) = (f1(z))™. Encore vrai en 0 (puisque n € N*). D’ou f,, = (f1)".
1
z2

Sur |0, +oc[, fn est dérivable et f/ (z) = —n( Ye n@Hl/z) — —n%e‘"(“‘l/w). fn admet un maximum en 1

1-—
de valeur f,(1) = e=2". (Ou passer par fn (fu)™ dou f, =nfi(f1)" ... )En +o0 : f,(z) — 0.

5. Remarquer que : Vo € Ry, fui1(2) — ful@) = [(@)]"(fi(2) ~ 1) SO car Vo € R, 0 < fie) Se 2 < 1.

a) Poser pour z € Ry, gn(z) = fo(z) — L(z — 1). Alors g,, est dérivable sur R et gn( ) = fi(z) — L. Mais sur

[0, 1], signe de ¢}, ? Or Vz €]0,1[, gn(x) > 0 puisque f,(z) >0 et (x—1) <0 dott —+(z —1) >0 : pas "de solution

Sur [1, +oo[, gi(z) = fl(z)—L1 < O—% < 0. D’ott g,, réalise une bijection de [1, +oo[ sur g, ([1, +oo[) =] — 0o, e™2"].
Comme 0 €] — 00, € —2n] il existe une unique solution v,, € [1,+oo[ & I'équation g, (x) = 0.

b) Vn € N* 0 < (vn —1) = fu(vy) < e 2" dot1 0 < v, — 1 < ne~2". Th. d’encadrement v,, — 1 — 0 d’ot1 v,, — 1.
Par 4. et 5. on a que pour tout z € [0,1], 0 < fr11(z) < fn(z) d’ou par intégration (0 < 1), 0 < I,4+1 < I, donc la
suite (I,,) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.

vz €]0,1], 2 + 2 > 2 d’ott —n(z + 1/x) < —nz et par croissance de l'exp : f,(z) < e ",

Encore vrai pour z = 0 puisque f,,(0) =0 < 1 = e "*0,

Par intégration (0 < 1), I,, < fol e My = [ = 17” < L. Théoréme d’encadrement : (I,,) converge vers 0.



Exercice 3:

1.
2.

6.

A est une matrice de taille 2 et 1 x 1 — (—1)(—1) = 0 donc A n’est pas inversible.

Soit X = (‘c‘ Z) Alors AX = XA & <_"a_+cc A I :gig) N

D'ou E = {<a b) a,b € R} = {a< 0) —|—b<0 1) a,b € R} = Vect(I,J) avec J = (O 1)) Donc E est
a 0 1 10/ ’ 1 0

un sous-espace vectoriel de Mz (R), et (I,.J) en est une famille génératrice. Il reste & montrer qu’elle est libre : soit

A1, Ay € R? tels que A1 + Ao J = 0. Alors ...

Soit X,V € My(R) et A € R. FOAX +V) = AAX + V) + (AX + Y)A = MAX + AY + AXA+ YA = MAX +

XA)+ (AY +YA) = Af(X) + f(Y). Donc f est une application linéaire donc un endomorphisme de My (R).

. _ f(a b _ 2a—b—c —a+2b—-d\ _ o .
SmtX—(C d).f(X)—O@(aJrQCd bC+2d>—0@....@a-b-c-d(plvotdegauss

obligatoire!) d’ott Kerf = {<Z g) ,d € R} = Vect( (1 1) ). Cette matrice engendre le noyau, et comme elle est

matrice ” pivot”
non nulle, c¢’est une base du noyau.

—_—
Soit s I f = Vear( (B f(Br). £(E). 2 = vel (5 ) (50 2) (50 4) (5 5D

vy 5)(5 5)6 ) (5 S peve( A) (5 5) (5 D)6 )

On vérifie (apres suppression de la 4e matrice), que les 3 autres forment une famille libre donc une base de 'image.

Y
t

Par 4., f n’est pas injective (Kerf # {0}) et par 5. f n’est pas surjective. (Imf & Ms(R)).

Soit poser M = et regarder & quelles conditions sur (x,y, z,t), le systéme f(X) = M est compatible ...

Exercice 4:

1.
2.

X=a; ... ; if rand()>x/(a+b) then, x=x+1 end;

(a) a=input(...), b=input(...), x=a, y=0, i=0;
while y=0, i=i+1, if rand()>x/(a+b) then, x=x+1, else y=i, end; end; disp(y)

(b) Une boule blanche peut étre obtenue deés le premier tirage, mais on peut aussi obtenir plusieurs noires avant
la premiere blanche : toutefois au vu de I'expérience on ne peut tirer qu’au maximum b noires (puisqu’elles
sont remplacées) donc au plus tard, on obtient une blanche au tirage b+ 1 : Y/(Q) = [1,b + 1]

(¢) On introduit les événements B;, N; pour ¢ € [1,b+ 1] ”obtenir une boule blanche (noire) au ¢ tirage”. Alors
(Y =1) = By, et plus généralement pour k € [1,0+ 1], (Y = k) = N1 N...N Nx_1 N By, et d’apres la formule
des probabilités composées P(Y = k) = P(N1) X ... X Pnyn..aNe_o (Nie—1)Prnyn...an,._, (Bi)
= aib Z;}) X o X b—éif) X “tfi;l) (justifier que chaque tirage se fait en situation équiprobable et que le
nombre de boules dans I'urne ne varie pas au cours du temps : a +b ...)

(d) D’apres la question précédente : P(Y =b+1)= a%_sz_b X . X aib X ;%2 (aer)b X 1'

b! b!
et pour ke [[1,()]], P(Y = k) (a—i—b)k m(a +k— ) Or (b—(k—1)!(atb)F—1 T - k)!(a+b)F
_ b! [ 1 1 } b! [aer (b—k+1) _ b! atk—1 P(Y _ k)
= @) TR b—k+T — atbl T (a1 -R)IL D k+1)(a+b) (@t D) T (o—Fk)! (b—k+1)(atbh) =r)
M M M-—1 M-1 M M-1 M-1

(e) > klak—1—ax) = Zkak_l— Zkak = > (+1)g, Zkak = > Jaj— Y kar+ ) a; =0-May+ ) a;.

k=1 7=0 7=0 k=1 7=0 7=0
b+1 b b! b! ) N
(f) BE(Y)= kzlkP(Y k) = Z [(b = )'(a+b)k " (b—k)!(.a-&-b)k] +(b+ 1)m et d’apres e)
_ (¥ b! _p b1 _ (& b! o b!
; kgo("*’“)!(”b)" emiarer + O+ Diagey = gowfwmw T oy = kgo(bfk)!(aer)k
(a) pno = P(X,, =0) et (X,, =0) = By N..N B, et d’apres la formule des probabilités composées, p, o =

P(By) X .. X Pg,n..nB,_,(Bn) = ( ;)" car I'urne n’est pas modifiée lorsque l'on tire une boule blanche.

Pnn = P(X, =n)=P(N1N..N N, ) 0sin >b. Sin <b, d’apres la formule des probabilités composées,

P = P(N1) X ... X PNm___manl( n) a+b a+}) X ... X LH)U De plus, comme X, (2) C [0,n] (il n’y a

pas égalité selon que n > b ou n < b), an B = Z P(X,=k)=1.

(b) X,, = k cad en n tirages on a eu k boules noires ssi en n — 1 tirages on a déja eu les k boules noires et on
pioche alors une blanche ou en n — 1 tirages on a seulement eu k — 1 boules noires et alors on pioche une noire.
Dou (X, =k) =[(Xn-1 =k)NBJU[(Xn-1 =k —1)NN,] et
Pk = Pn—1,kE(x, _ 1:k)(B )+ Ptk 1P(Xﬂ 1=k—1)(Nn) = P 1ka+b + Ptk éib ) dot le résultat.

(c¢) (a+d)E(X,) = (a—i—b)ZkP( X,=k)= Zk(a+b)pnk—0+ Zk( + k)pn—1,k + Zk(b+1—k)pn 1k—1

puis dans la 2e somme changer d’indice : j = k — 1, avant de les reunu" en mettant le pn 1,5 en facteur.
Pour la fin de I’énoncé (et le corrigé) cf le site de Mr Cossutta.




