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1 Avant propos

Alphabet grec 1l faut maitriser les lettres grecques utilisées en ECS (en noir), classée ici par ordre
décroissant d’usage :

w II  pi Produits ¥ © theta

o Y sigma  Sommes ¢ @& phi

A A lambda Espaces vectoriels ¢ Z zeta

pw M mu Espaces vectoriels n H eta

w ) omega Probabilités & = xi

e [/ epsilon Limites o O omicron
v I'  gamma Probabilités p P rtho

o A delta ) U psi

a A alpha T T tau

8 B beta

— Les lettres grecques grisées ne sont (quasiment) pas utilisées en ECS.

symboles Pour écrire les propositions logiques, un certain nombre de symboles mathématiques
sont utilisés, qui sont comme des abbréviations de morceaux de phrases

Symbole Signification
€ « élément de », « dans » ou « appartient a »
\ « pour chaque », « pour tout » ou « quel que soit »
3 « il existe » ou « on peut trouver »

! « unique » ou « un et un seul »

= « implique »
& « équivaut a » ou « si et seulement si »
« tel que » ou « pour lequel »
{-} « ensemble »

cours Un cours de mathématiques est générallement constitué de
e définitions, notations, conventions
— les admettre (elles ne comportent rien a prouver)
— les mémoriser.
e théoremes, propriétés, corollaires, lemme :



définition
notation

convention

théoréme

propriété
corollaire

lemme

axiome

— les mémoriser (on les apprends en les utilisant).
— apprendre a les utiliser (via ezercices, tds, dls, colles et (trop tard !) ds).
e preuves, démonstrations :

— les comprendre (augmente la capacité a comprendre des choses complexes,
améliore la compréhension du cours de maths).

— les vérifier (augmente la rigueur, la capacité de trouver les erreurs et de
déterminer si une preuve est juste sans l’intervention d’un professeur).

— retenir les idées importantes susceptibles de resservir.

e méthodes, algorithmes :
— Les mémoriser (comprendre leurs forces et leurs faiblesses).
— permet d’utiliser la méthode la plus efficace pour résoudre un probléeme (sou-
vent différente de la méthode que préferent utiliser les étudiants)

e applications : usage intéréssant d’une propriété
— Les retenir

e exemples, illustrations, graphiques: aident a comprendre les concepts du cours.
Inutiles ensuite.

e exercices : pour accroitre sa culture mathématique et sa maitrise technique du
cours

e remarques :

Une définition introduit un nouveau concept dans le language mathématique

Une notation introduit un nouveau symbole ou une nouvelle écriture

Une convention attribue un sens (choisi par la communauté mathématique) dans un

contexte particulier & un concept qui n’en avait pas encore (pour écrire, entre autre,

des formules plus simples et plus générales)

Un théoréme énonce une vérité mathématique concernant des concepts existants

— Certains théorémes préstigieux portent un nom, souvent le nom des mathématiciens qui I'ont
découvert ou démontré.

Une propriété est un théoréme moins important

Un corollaire est une propriété qui découle « immédiatement » d’une autre

Un lemme est une propriété qui sert, quasi exclusivement dans le cours, a établir un
autre résultat du cours

Un axiome est un énoncé fondamental sur lequel est basé une théorie mathématique
et qui ne peut étre démontré a 'aide des autres axiomes de la théorie

— Tout I’édifice mathématique utilisé en ECS repose sur les axiomes de Zermelo

— En général, les axiomes sont des propriétés tres intuitives et de trés bas niveau, trop lourdes a
manipuler pour écrire des démonstrations contrairement aux propriétés avancées par le cours
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programme

assertion

indécidable

proposition

2 Logique Séquence 2

Les notions de ce chapitre font partie des bases fondamentales. Bien qu’il soit extré-

mement improbable qu’elles soient I'object d’un exercice au concours, elles ont un

impact tres sensible sur le resultat au concours car :

e Beaucoup de questions peuvent se traiter par récurrence

e La valeur d'une démonstration dépend de I'articulation logique sous-jacente.

e La compréhension fine de certaines questions nécessite une bonne maitrise de la
logique.

L’objectif du programme en ECS est d’acquérir le vocabulaire élémentaire des rai-
sonnements mathématiques :

e Connecteurs : et, ou, non, implication, réciproque, contraposée

Quantificateurs : V, 3.

Propositions utilisant les connecteurs et les quantificateurs

Nier une propoisition

Raisonnement par récurrence

2.1 Assertions et propositions logiques

La logique binaire s’intéresse a des assertions, i.e. a des phrase phrases affirmatives
simples, dont elle tente d’établir la véracité ou la fausseté.

Une assertion est une affirmation élémentaire.

Il n’est malheureusement pas toujours possible d’attribuer la valeur « vraie » ou
la valeur « fausse » a une assertion. Une assertion indécidable est une affirmation
élémentaire a laquelle il est impossible d’attribuer une valeur logique (la valeur vraie
ou la valeur faux).

Une assertion indécidable est une assertion sans valeur logique.

— Pour la suite, nous allons laisser de coté les assertions indécidables, qui sont certainement
surprenantes et amusantes mais qui n’ont quasiment aucune utilité pratique, a part pour quelques
rares mathématiciens professionnels

Nous allons principalement nous intéresser aux propositions logiques, i.e. aux as-
sertions qui ne sont pas indécidables. Une proposition logique est une affirmation
élémentaire a laquelle peut étre attribuée soit la valeur vraie, soit la valeur fausse.



Une proposition logique est une asertion avec une valeur logique.

symboles Pour écrire les propositions logiques, nous allons utiliser un certain nombre de sym-
boles mathématiques, que l'on peut voir comme des abbréviations de morceaux de
phrases francaises

Symbole Signification
€ « élément de », « dans » ou « appartient a »
v « pour chaque », « pour tout » ou « quel que soit »
= « il existe » ou « on peut trouver »

! « unique » ou « un et un seul »

« implique »

Ty

« équivaut a » ou « si et seulement si »

« tel que » ou « pour lequel »

{-} « ensemble »

2.2 Opérateurs

Dans cette section, les lettres P, Q, R désigent des propositions logiques.

2.2.1 Affirmation
affirmation Affirmer une proposition logique P, c’est dire qu’elle est vraie.
(P) := « P est vrai »
— Certaines propositions logiques, bien qu’exprimées différemment, posseédent un sens identique
et, par conséquent, la méme valeur logique. En pratique, on manipulera de préférence la proposition

de méme sens la plus simple.

able de vérité  La table de vérité de 'opérateur identité est

P Vrai Faux
(P) Vrai Faux




négation

able de vérité

uble négation

uantificateurs

conjonction

able de vérité

2.2.2 Négation
Nier une proposition logique P, c’est affirmer son contraire.
P = « P est faux »
— La négation d’une proposition logique P se prononce « non P » et se note P ou « non P ».

La table de vérité de 'opérateur logique de négation est

Vrai Faux

P
D

Faux Vrai

On ne change pas le sens et la valeur d’une proposition en lui appliquant deux fois
I'opérateur de négation.

PP
— La logique, c¢’est simple, il ne faut pas paniquer !

Nier une proposition comportant les quantificateurs V et 3 se fait de maniere tota-
lement mécanique, via les relations suivantes

Vee X, P,=«3zx e X,Py»

Jr e X, P, =«Vr X, P, »

2.2.3 conjonction

La conjonction de deux propositions logiques est vraie ssi les deux propositions
logiques sont vraiesP et Q est la proposition « P et Q sont vraies »

(P et Q) :=« P et Q sont vraies »
— La conjonction de P et Q se prononce et se note « P et Q ».

La proposition « P et Q » est vraie si les deux propositions sont vraies et fausse si
I'une au moins des propositions est fausse

P et Q Q Vrai | Q Faux
P Vrai Vrai Faux
P Faux Faux Faux




disjonction
inclusive

able de vérité

négation

disjonction
exclusive

able de vérité

2.2.4 Disjonction inclusive

Le « ou » mathématique est inclusif contrairement a l'usage traditionnel du « ou »
en frangais. La disjonction (inclusive) de deux propositions est vraie ssi l'une au
moins des propositions est vraie.

(P ou Q) := « I'une au moins des propositions P ou Q est vraie »
— La disjonction inclusive de P et Q se prononce et se note « P ou Q ».
— Les symboles < et > sont des disjonctions inclusives.

a < b signifie «k a <boua=">b»

La proposition « P ou Q » est vraie si 'une au moins des propositions est vraie et
fausse si les deux propositions sont fausses

P ou Q Q Vrai | Q Faux

P Vrai Vrai Vrai
P Faux Vrai Faux
Pet Q=P ouQ

PouQ=PetQ

2.2.5 Disjonction exclusive

La disjonction exclusive de deux propositions est vraie ssi 1'une est vraie et 'autre
est fausse.

(P xor Q) := «'une exactement des propositions P ou Q est vraie ».

— La disjonction exclusive de P et Q se note « P xor Q ».
— En mathématiques, 'opérateur xor est rarement utilisé, contrairement a 1’opérateur ou.

P xot Q Q Vrai | Q Faux
P Vrai Faux Vrai
P Faux Vrai Faux




équivalence

able de vérité

implication

able de vérité

implication

2.2.6 Equivalence

L’équivalence de deux propositions est la proposition affirmant qu’elles ont la méme
valeur logique.

(P <= Q) := « P et Q ont méme valeur logique »

— L’équivalence de P et Q se note « P < Q ».
— Lorsque I'équivalence P <= Q est vraie, on dit que les propositions P et Q sont équivalentes.

KP4+ Q»=«non P <= non 9 »
non « P<= Q» =« P xor Q»

La proposition « P <= Q » est vraie si les deux propositions sont vraies ou si les
deux propositions sont fausses.

P &= Q Vrai O Faux
P Vrai Vrai Faux
P Faux Faux Vrai

(P = Q) := « P faux ou Q vrai »= « P ou O »

L’implication P = Q se prononce « P implique Q ».
— Lorsque I'implication P = Q est vraie, on dit que la proposition P implique la proposition Q.
— Le vrai implique le vrai et que le faux implique tout.

La proposition P = Q est vraie si P est fausse ou si P et Q sont vraies. La
proposition P = Q est fausse si P est vraie et si Q est fausse.

P = Q Q Vrai Q Faux
P Vrai Vrai Faux
P Faux Vrai Vrai

Méthode 2.23 (Pour établir une implication P —> Q)
1. Supposer que la proposition P est vraie
2. Montrer que la proposition Q est vraie



10

La réciproque de « P = Q » est I'implication « @ = P »
— Une implication et sa réciproque n’ont pas forcément la méme valeur logique.

implication

La contraposée de « P = Q » est I'implication « Q= Py
— Une implication et sa contraposée ont la méme valeur logique

(P=Q)=(Q=P)

2.3 Raisonnements classiques
Dans cette section, toutes les lettres majuscules rondes désignent des propositions
logiques.
2.3.1 Raisonnement par double implication
Double im- Pour établir I’équivalence P <= Q, il suffit de démontrer P = Q et Q = P.

plication

(P+= Q)= ((P= Q) et (Q=P))

2.3.2 Raisonnement par contraposition

.ontraposition Pour établir 'implication P = Q, il suffit d’établir sa contraposée Q = P, ce
qui est plus facile dans quelques rares cas.

(P— Q) =(Q—P)

— L’implication de droite est la contraposée de celle de gauche (et inversement).

2.3.3 Raisonnement direct

Raisonne- On procede par implication en partant d’une proposition vraie
ment direct

. Vrai Vrai Vrai
(Vl"al ng rai H]Z>:Z

— C(C’est le raisonnement de base utilisé par tout le monde.



Raisonnement
r équivalences

Raisonnement
par I’absurde

principe de
récurrence
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2.3.4 Raisonnement par équivalences

On établit une chaine d’équivalences avec des propositions de plus en plus simples
Vrai Vrai Vrai .
(P<:>Q<:>-~<:>sz) =P

— (C’est un bon principe de n’utiliser des équivalences que lorsque c’est absolument indispensable,
ou pour atteindre plusieurs objectifs & la fois (deux implications).

2.3.5 Raisonnement par 'absurde

Pour établir une proposition P, en raisonnant par I’absurde, on suppose son contraire
(i.e. que « non P » est vraie) puis on procede par implications pour aboutir & une
proposition fausse (une absurdité, une contradiction).

Supposé
= Vrai Vrai Vrai
( P :>Q:>---:>Faux) —p

— 1l est toujours possible de trouver une démonstration directe d’une propriété établie par I’ab-
surde (cela constitue souvent un bon exercice, trés formateur, en général plus difficile).

Preuve : Si les implications pré-citées sont justes et si la proposition Z est fausse, il résulte de la
table de vérité de I'implication que les propositions Z,---, @, non P sont fausses et donc que la
proposition P est vraie. Par ailleurs, d’apres le principe de contraposition, la chaine d’implication
précédente est équivalente a la chaine d’implication

P Vrai non Q Vrai L Vrai non Z
~— N—_——"
Vrai Vrai

qui prouve la proposition P de maniére directe.

2.3.6 Raisonnement par récurence

Le raisonnement par récurrence consiste a établir de maniere automatique des pro-
positions logiques {Py,P1,P2,P3, - -} en procédant en deux étapes :

1. Initialisation. On établit la propriété au(x) premier(s) rang(s), de sorte a pou-
voir enclencher le méchanisme de transmission.

2. Transmission. On prouve que la propriété se transmet du (ou des) rang(s)
précédent(s) au rang suivant.



currence forte
faible

finie

a deux pas
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— 1l est primordial d’écrire et de quantifier correctement la propriété a établir.
— Lorsque la propriété a établir n’est pas donnée, il faut d’abord l'intuiter puis la démontrer.

Il existe beaucoup de variations du schema de démonstration par récurrence. C’est
pourquoi il est essentiel de bien comprendre le principe de récurrence pour pouvoir
I’adapter aux divers cas rencontrés.

(Vk > 0,P;) = {

(Vk > 0,P;) = {

PO 77)1

(Vk > 0,Py) = {Pn_l,Pn _p

(Vk € [0,N],Py) = {Pn — Pui1 (0<n<N)

L’implication permettant la transmission ne se démontre jamais par récurrence.
— L’implication permettant la transmission détermine comment l'initialisation doit se faire
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3 Sommes, produits, récurrences  Séquence 3

e Emploi du raisonnement par récurrence

n
e Notations Y, [[ Les étudiants doivent savoir employer les notations Zuz et
i=1
Zui ot A désigne un sous-ensemble de N ou N?
icA

n n
e Formules qu et Z k.
k=0 k=1

n n
e FExemples : formules donnant Z k? et Z k3

k=1 k=1
e Définition de n!

— Les outils de ce chapitre font parti des bases importantes. Utilisation en ds/concours :

— Récurrence : trés fréquente (certaines questions se traitent exclusivement par récurrence)

— Somme : trés fréquente (utilisées pour exprimer et manipuler les quantités étudiées dans les
problémes)

— Produit : rare (on leur préfere les sommes : un produit pouvant généralement etre transformé
en somme via un logarithme)

En concours, il ne devrait pas y avoir de probléme portant uniquement sur ces notions.

3.1 Sommes

3.1.1 Généralités

Dans cette section aj et b, désignent des nombres complexes pour des indices k
entiers. Les lettres p, ¢, r, m et n désignent des entiers.

n
> 0=
k=m

— 1l existe de multiples variantes de cette notation, comme

E ar ou E ar

m<k<n ke[m,n]

0 (m >n)

— Par convention, la somme est nulle lorsque ’ensemble de ses indices est vide

— La lettre k utilisée pour décrire ce que 'on somme est dite « muette ». Le choix d’une autre
lettre donnerait le méme résultat.
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relation
de Chasles
E ak—zak“‘ E arp  (p<q<r)
k=q+1
linéarité n n n
Z()\ak-i—ubk):)\g ak"‘ﬂzbk ANeCuel)
— Cette propriété permet de factoriser une constante dans une somme (ou inversement de la
développer)
n n
> =2
k=m k=m
mais aussi de « séparer » en deux sommes, en procédant aux additions dans un ordre différent
n
> (ak+bi) = Zak+2bk
k=m
changement o
d’indice i nd
Z ap = Z ap4d (d S Z)
k=m (=m—d

— Choisir une autre lettre pour décrire les indices de la somme ne change pas sa valeur (c’est une
variable « muette ». La valeur de la somme ne dépend que de ses bornes et de son terme général
— Il est souvent utile de commencer par établir la formule du changement d’indice inverse { = k—d.

Méthode 3.5 (changement d’indice)
Lllustration via le changement d’indice k =0+ d <= {( =k —d
1. écrire une somme portant sur le nouvel indice

2. recopier ce que 'on somme en remplagant lanc1en indice par son expression
utilisant le nouvel indice

n
Z ap = Z Ag+d
k=m =

3. déterminer les bornes de la nouvelle somme en trouvant les valeurs du nouvel
indice correspondant a ’ancien indice
k=mn } hodst { l=n—d
k=m k=(+d f=m—d
4. reporter les bornes correctement dans la somme (échanger les bornes de place si

la monotonie de la suite des z'ndices a changé)
n—d

Z ap = Z A¢+d

f=m—d
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symétrie

n n
D 0= D nimot
k=m {=m

— Le valeur des deux sommes est la méme, les mémes additions étant effectués dans un ordre
différent, respectivement dans I’ordre croissant et décroissant des indices

am+...+an:an+...+am

sommes té- n

léscopiques ;
E (agp41 — ag) = apy1 — ao

k=0

— Le principe des sommes téléscopiques se décline en de multiples variantes (comme les récur-
rences). Il faut surtout comprendre en comprendre le principe pour s’adapter.

Méthode 3.8 (somme téléscopique) Illustration avec Y J_(apy1 — ax)
1. séparer les sommes

n n n
YRITEAES SIS 19
k=0 k=0 k=0
2. Faire un changement d’indice pour rendre identique ce que ’on somme
n n n+1 n
DGk =Y =) ar— ) a
k=0, k=0 =1 k=0
3. Garder dans les sommes les termes en commun, sortir ceux qui ne le sont pas
n n n
D (aker —ap) = agt+ani — (a0 + Y
k=0 =1 k=1

4. Simplifier les sommes, qui doivent disparaitre.

3.1.2 Identité fondamentale

Dans cette section, x et y désignent des nombres complexes
Identité fon- L’identité suivante interviendra également dans d’autres chapitres. Elle joue un role
damentale  pyajeur pour les mathématiques

n—1
" — Y = (.1' _ y) Zwkyn—l—k (TL > 0)
k=0

> Factorisation : 2% — 1= (z — 1)(2® + 2 + 1)
> Sommation : 1+ 2+ - 427 =27+ 1
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> Mise sous forme canonique (c)
> Inversion d’opérateurs

— En notant la somme différemment, on fait apparaitre le role symétrique de z et y

neyt=(emy) Y kY

k+l=n—1
Identité re- Sa variante la plus couramment utilisée est celle pour n = 2.

marquable

-yt =(z—y)(z+y)

> Calcul mental : 23 x 17 =400 —9
> Factorisation : (z +2)2 -9 = (z — 1) x (z +5)

3.1.3 Sommes de Bernouilli

me des carrés

E:W 2?n+n 03 0)

— On établit cette formule en calculant de deux manieres, via les sommes téléscopiques et en
développant ’expression suivante :

n n

(n+12 =) ((k+1° k) => (3k2+3k+1).

k=0 k=0

— Pour ¢ > 3, on peut proceder de maniére identique pour calculer la somme ) }_, k.

yme des cubes 9

}:ﬁ ”+1 }:k (n > 0)

3.1.4 Sommes multiples

c e
théoréme de E E ag ¢ = ag ¢

Fubini [ k=b ¢=d =d k=b

— La somme précédente peut également étre notée



théoréme de
Fubini /\

notation H
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Ce théoreme d’interversion de sommes se décline fréquemment dans sa version tri-
angulaire :

n k n on
PIPIIED PPN
k=0 ¢=0 =0 k=/{
— La somme double précédente peut également étre notée avec un seul symbole somme

E ag,e

0<k<e<k

Méthode 3.15 (Pour intervertir deux sommes) illustration via le théoréme
de Fubini A

1. Ecrire deux sommes en recopiant ce que 'on somme et en intervertissant les

indices de sommation )
n
DD W=D,

k=0 (=0 (= k=
2. Déterminer et reporter les valeurs constantes extremes que peut prendre I'indice
de gauche (ici, 0 < k< n et 0 <l <k induisent que 0 < (< k< n)
n k n

DD ake =)D ans

k=0 ¢=0 (=0 k=
3. Déterminer et reporter les valeurs extremes que peut prendre l'indice de droite

(ici, 0 </ < k < n), qui peuvent dependre de l’mdlce de gauche

YD) SUTED 3 S

k=0 /=0 =0 k={

3.2 Produits et factorielles

3.2.1 Généralités

Dans cette section aj et b, désignent des nombres complexes pour des indices k
entiers. Les lettres p, g, 7, m et n désignent des entiers.

m X -+ X ap, (m<n)

n
Notation 3.16 ][] ax = 1 (m >n)

k=m

— Comme pour les sommes, il existe de multiples variantes de cette notation, telles

Mo o I @

m<k<n ke[m,n]
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— Par convention, le produit vaut 1 lorsque ’ensemble de ses indices est vide
— Dans les exercices, il est souvent utile de transformer un produit en somme (via le logarithme)
ou une somme en produit (via Pexponentielle). Lorsque aj > 0, nous avons

zn:ln(ak) =In <ﬁ ak> et exp (i bk> = f[ elr
k=0 k=0 k=0 k=0

factorielle
Notation 3.17 n!l=1x2Xx3x---xn (n>1)
Convention 3.18 0!=1
n
n! = H k (n>0)
k=1
relation r
de Chasles
H%—H%X Hak (p<qg<r)
k=q+1
produit n n n
[T = T acx T
— Le produit est le méme mais effectué dans un ordre différent
— En particulier, on a
n
H )\ak =\" H ag
puissances )
n n
H(ak)gz Hak (LeZeta,#0sil<0)
k=m k=m
changement n n—d
d’indice
H ag = H Ap+d (d € Z)
k=m {=m—d
symétrie n n

H ap = H An4+m—¢
k=m {=m

— Le valeur des deux produits est la méme, les mémes multiplications étant effectués dans un
ordre différent, respectivement dnas ’ordre croissant et décroissant des indices

py X " X Gy = Ay X+ + X Ay

produits té-
léscopiques
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n

a a
JT 22 == (4 #0powr 0< k < n)
PN a0

— Le principe des produits téléscopiques se décline en de multiples variantes. En pratique, on
sépare les produits

n

H k41 _ HZ:O Af+1

n
o Gk [Ti=o ax

On procede a un changement d’indice (ici £ = k + 1)

n

n+1
H ag+1 ngl (73

- n
ico @ Ilioom

On garde dans les produits ce qui est commun et ’on sort ce qui ne l’est pas

n
H Gk+1 _ H?:l Ay X Qp41

i Ok ag x [1p_; ax

Puis on simplifie pour aboutir au résultat attendu.
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4 Ensembles et applications Séquence 5

L objectif est d’acquérir le vocabulaire élémentaire sur les ensembles et les applica-
tions, en vue de préparer l’étude des chapitres d’algebre linéaire et de probabilité,
mais tout exposé théorique est exclu.
e Ensembles, parties d’'un ensemble
— Appartenance. Inclusion. Notations €, C. On fera le lien entre les opérations
ensemblistes et les connecteurs logiques usuels.
— Ensemble P(F) des parties de E. On pourra donner l'ezemple de P({1,---,6})
afin de faciliter ["introduction de la notion de tribu.
— Complémentaire. Notation A. La notation A est & privilégier. En cas d’am-
biguité, on utilisera la notation Eé
— Union, intersection. Notations N, U.
— Distributivité. Lois de Morgan.
— Définition du produit cartésien d’ensembles. On introduira les notations R?
et R™.

e Applications
— Définition. Composée de deux applications.
— Restriction et prolongement d’une application.
— Applications injectives, surjectives, bijectives. Ces deux notions ne seront in-
troduites que dansles cours d’algébre linéaire et d’analyse.On pourra donner
des exemples issus du coursd’analyse.

4.1 Ensembles

Appartenance. Inclusion. Notations €, C.
Ensemble P(E) des parties de E.
e Complémentaire. La notation A est a privilégier. En cas d’ambiguité, on utilisera
la notation Eé
Union, intersection. Notations N, U. Distributivité. Lois de Morgan.
Définition du produit cartésien d’ensembles. R? et R”
lien entre les opérations ensemblistes et les connecteurs logiques

Un ensemble est une collection d’objets
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— La propriété fondamentale d’un ensemble est la capacité a déterminer si un objet quelconque
lui appartient ou non.
Un élément d’un ensemble E est un objet appartenant a F
— On note = € F lorsque 'object x appartient & I’ensemble E et x ¢ E dans le cas contraire
— En particulier, E est un ensemble ssi ’assertion = € E est une proposition logique pour tout
x (de méme que sa négation x F)
L’ensemble vide @ est I’ensemble qui ne contient aucun élément.
2 ={}
L’ensemble vide est unique.

Dans la suite de cette section, I, A, B et C' désignent des ensembles, de méme que
A; pouri € I.

Un ensemble A est inclus dans un ensemble B ssi tous les éléments de A sont
dans B.

ACB<= (Va€ Aja€ B)
— Lien logique : AC B<= (r € A=z € B)
Deux ensembles sont égaux ssi ils ont les mémes éléments
(AC Bet BC A) <= (A= B)
— Cette propriété est en fait 'axiome d’extensionnalité de Zermelo
— Lien logique : A=B<= (r € A<=z € B)

Tout ensemble B inclus dans un ensemble A est appelé une partie de A ou un
sous-ensemble de A.

B partiede A<= B C A

L’ensemble P(A) des parties d'un ensemble A est I’ensemble constitué de tous les
sous-ensembles de A.

P(A):={B:BC A}

— Lien logique : Ae P(B)«<—= ACB
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L’intersection de deux ensembles est 1’ensemble constitué par les éléments communs
aux deux ensembles

ANB:={z:x € Aet x € B}
— Lien logique : 1 € ANB <= (x € Aet x € B)

L’intersection d’'une famille d’ensembles est ’ensemble constitué par les éléments
communs & tous les ensembles de la famille

(Ai={z:VielxeA}
el

— Lien logique : z € (,.; A; < (Vi€ I,z € A;)

i€l
La réunion de deux ensembles est ’ensemble constitué par les éléments appartenant
a au moins 'un des deux ensembles

AUB:={z:x€Aouzx € B}

— Lien logique : z € AUB <= (x € Aou z € B)

(AUB)NC=(AnC)u(BnNCQC)
(ANB)UC =(AUuC)N(BUC)

La réunion d’une famille d’ensembles est I'ensemble constitué par les éléments ap-
partenant a au moins I'un des ensembles de la famille

UAZ = {x:3i€[,$€Ai}

el

— Lien logique : z € | J,.; A; <= (Fi e I,z € 4;)

i€l
Le complémentaire d'un ensemble A dans un ensemble B est formé des éléments de
B qui ne sont pas dans A (c’est B privé des éléments de A).

Cp(A)={rcB:a¢g A} =B\ A

— Pour simplifier les notations et lorsqu’il est évident que les complémentaires sont calculés dans
un ensemble D, on note parfois A = Cp(A).

— Lien logique :x € A<= 2 c A<=a g A

— Lien logique: x € B\A<=zxzcBetax g A
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A=A
ANB=AUB
AUB=ANB

Deux ensembles sont disjoints s’ils n’ont aucun élément en commun
A et B disjoints <= ANB=9Y
— Des ensembles ; pour i € I sont disjoints s’ils sont disjoints deux a deux.

Une partition de A est une famille de parties de A disjoints deux a deux dont la
réunion vaut A.

 CA (tel)
Partltlon do A e LN =a (i#7)
systeme complet U 0, =A
iel

(Q24)ier

> Probabilités

La produit cartésien de deux ensemble est ’ensemble des couples constitués par les
éléments de ces ensembles

AxB:={(ab):acAetbe B}

— Lien logique : (z,y) € AXx B<= (x € Aet y € B)
— Par «abus » denotation : Ax BxC = (AxB)xC = Ax(BxC) = {(a,bc) :a € Abe Bece C}

A=A x---x A (n>1)
N——

n fois

— Lien logique : (2;)i1<ign € A" <= (Vi € [1,n],z; € A)
4.2 Fonctions et applications

e Définition. Composée de deux applications.
e Restriction et prolongement d’une application.
e Applications injectives, surjectives, bijectives.

Dans cette section, A et B désignent des ensembles et f C A X B.
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4.2.1 Fonctions

fonction Une fonction f de A dans B est une partie f C A x B associant au plus une image
de B a chaque élément de A

Une fonction f: A — B est une partie f C A x B vérifiant
pour chaque = € A, il existe au plus un y € B tel que (z,y) € f

— F C A x B est une fonction ssi pour chaque élément = de A, il existe au plus un élément y
de B tel que (z,y) € F.

— Sur un plan plus théorique, une fonction est un triplet (A,B,F) avec F' C A x B vérifiant la
propriété ci-dessus

Dans la suite de cette section, f: A — B désigne une fonction.

image L,
antécédent x antécédent par f de y

Y jmage par f de = Yy = f(l’> < (1 y) c f

ensemble de L’ensemble de définition d’une fonction est I’ensemble des éléments de ’ensemble de
définition  Janart auxquels la fonction associe une image

Df ={x € A:Jye€ By=f(x)}

restriction A partir d'une fonction f : A — B, on appelle restriction de f au départ a C ou/et

audépart 3 Parrivée & D les fonctions obtenues en posant
a l’arrivée

f‘C: ¢ - B (C cC A
}_)

x f(z)

I’ A4 - D (D C B)
z = f(x)

2. ¢ - D (C c A,D C B)
r = f(z)

4.2.2 Applications

application Une application f : A — B associe a chaque élément x de A une unique image y
dans B.
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Une application de A dans B est une fonction f : A — B véri-
fiant

Vee A,y e B:y= f(x)

— Dans tout le reste du cours, on notera f: A — B pour désigner une application de A dans B.

F(A,B) = {f : A — B application} = B4
L’image d’un ensemble C' C A par une application f : A — B est ’ensemble
f(CO):={f(x):ze€C} (CcCA

L’image réciproque d'un ensemble D C B par une application f : A — B est 'en-
semble

YD) :={xcA: f(x) € D} (D C B)

Soient f : A — B une function et deux ensembles C' C A et
D C B. Alors,
D — CcDf
f|C application <= {f(C) cD

— La restriction d’une application au départ est une application. Autrement dit, on peut toujours
restreindre une application au départ (et obtenir une application).

— La restriction d’une application a ’arrivée n’est pas forcément une application.Autrement dit,
il faut faire attention lorsque 1’on restreind une application a ’arrivée.

La restriction d’'une fonction f au départ a Df est une applica-
tion

— Etant donnée une fonction f: A — B, on détermine d’abord I’ensemble de définition D f, puis
on ne travaille plus qu’avec I’application f ‘D I c’est plus pratique !

La composée de f: A — B et g: B— C est 'application définie par

La composée de 'application f : A — B par I'application g :
B — (' est I'application définie par
gof: A — C
= g(f(x))

La loi de composition o des applications est associative.
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Soient f: A— B,g: B — Ceth:C — D, des applications.

ho(goef)=(hog)of

— Cette composée est notée plus simplement ho go f.

Alors,

4.2.3 Injections, surjections et bijections

Dans toute cette section f : A — B est une application et A et B sont des ensembles
non-vides

Une application est injective ssi chaque élément a l'arrivée admet au plus un anté-
cédent au départ.

[ injective <= (Vz € A,Va' € A,f(z) = f(2/) = (z =)
— Une application est injective ssi elle associe deux images différentes a deux éléments différents.
— Une application injective s’appelle une injection

Une application est surjective ss¢ chaque élément a 'arrivée admet au moins un
antécédent au départ.

f surjective <— f(A) =B

f surjective <= (Vy € B,3z € A:y= f(z))
— Une application surjective s’appelle une surjection
Une application est bijective ssi elle est injective et surjective.

o f injective
f bijective <= { F surjective
f bijective «= (Vy € B,3lz € A:y= f(z))

— Une fonction f de A dans B est bijective ssi chaque élément au départ admet une image a
Parrivée et chaque élément a I'arrivée admet un antécédent au départ

— Une application f : A — B est bijective ssi pour chaque y & larrivée, 'équation y = f(x)
admet exactement une solution au départ.

Méthode 4.39 (étudier si une application f: A — B est injective, surjec-
tive ou bijective)
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1. Fixer un élément y € B quelconque.
2. Résoudre 'équation y = f(z).
3. Si pour chaque élément y € B, ily a :
a. au plus une solution = € A, f est surjective
b. au moins une solution =z € A, f est injective
c. exactement une solution = € A, f est bijective.
De plus, on trouve une formule pour la bijection réciproque : f~!(y) = .

composition La composée de deux bijections est une bijection.
Soient f : A — Betg: B — C, bijectives. Alors, gof est une bijection

identité L’application identité Id4 d’un ensemble A est définie de la fagon suivante

IdA A — A
r =
L’identité de A est une bijection (Id4 o Idy = Idy)

réciproque  La bijection réciproque f~! : B — A d’une bijection f : A — B est 'application
définie par

La bijection réciproque f~!: B — A d’une bijection f : A — B
est I'application définie par

fFly)=v=y=f(r) (reAyeB)
— Pour chaque élément y de B, f~*(y) est 'unique antécédent dans A de y par f.

inverse
fog=1dp

_ _ e |
Soit f : A — B bijection, alors g = f <:>{gof:IdA

— La bijection réciproque de f est I'inverse de f pour la loi o.
Soit f : A — B, une bijection. Alors, f~! est bijective

— L’inverse d’une bijection pour la loi o est une bijection.

4.3 Combinatoire Séquence 7

programme Dénombrement (cardinal) des ensembles suivants :
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parties d'un ensemble a n éléments

parties a p éléments d’un ensemble a n éléments

p-listes d'un ensemble a n éléments

p-listes d’éléments distincts d’un ensemble a n éléments

permutations d’un ensemble a n éléments.

On fera le lien entre les parties a p éléments d’un ensemble a n éléments et le nombre
de chemins d’un arbre réalisant p succés pour n répétitions.

On pourra utiliser la représentation arborescente d’un ensemble de p-listes dans les
problemes de dénombrement.

Dans cette section, les lettres majuscules désignent des ensembles. Deux ensembles
sont dits « en bijection » ou equipotents ssi il existe une bijection de I'un dans
I'autre.

4.3.1 Cardinal

Une partie de N est finie ssi elle est majorée

[m:n]:={k€Z:m<k<n} (m € Rn € R)
— Pour deux entiers m < n, on rencontre également la notation {m,---,n}.
A chaque ensemble E, on associe un cardinal (son nombre d’éléments).

Soit n € N*, alors card(E) = n ssi [1: n] et E sont en bijection
Convention 4.49 card(@) =0

— Lorsque E = & ou lorsque E est en bijection avec [1 : n], le cardinal card(E) est dit fini. Il est
dit infini dans le cas contraire.

Un ensemble est fini ssi il est en bijection avec une partie finie
de N
E fini <= card(F) fini

— Un ensemble est fini ssi il existe une injection de cet ensemble dans une partie finie de N.

— Un ensemble est fini ssi il existe une surjection d’une partie finie de N dans cet ensemble.
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Un ensemble est dénombrable ssi il est en bijection avec une
partie de N

Un ensemble est dénombrable ssi il existe une injection de cet
ensemble dans N.

Un ensemble est dénombrable ssi il existe une surjection de N
dans cet ensemble.

N, Z, D et Q sont dénombrables mais R et C ne le sont pas.

équipotence
finie Soit £ un ensemble fini. Alors, F' en bijection avec E <= Card(F') =
Card(F)
inclusion
injection FCE F fini
surjection 3 3 e 3
Soit £ un ensemble fini. Alors, 3 1nJ§ct19n F—-FE | = { Card(F) < Card(E)
d surjection £ — F
égalité
Soit F' C E fini, alors F' = F <= card(F) = card(F)
lien
Soit f application entre ensembles de méme cardinal fini, alors
f injective <= f surjective <= f bijective
4.3.2 Opérations
Dans cette section E et F' désignent des ensembles finis de cardinaux respectifs n et
p
intersection Card(F U F) = Card(F) + Card(F) — Card(E N F)

— Si E et F sont disjoints, on a
Card(E U F) = Card(F) + Card(F)
— Si Eq1,Es, -+, E, sont des ensembles disjoints deux a deux, on a
Card ( U Ek> = Card(EyU---UE,) = Card(Ey) + -+ + Card(E,) = Y Card(Ej).

1<k<n 1<k<n

duit cartésien

Card(E x F) = Card(F) x Card(F) = np
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— Si F est de cardinal fini et n > 1, alors

Card(E™) = Card(E)"
Card (P(E)) = 9Card(E) — on

Card (FP) = Card(F)Card(E) = pn

C’est le nombre de p-listes d’'un ensemble a n éléments

Card ({bijection E — E}) = Card(E)! = n!

C’est le nombre de permutations d'un ensemble a n éléments.

Card ({injection FF — E}) = A} := (n’j—!p)! (n > p)

C’est le nombre de p-listes sans répétition d’un ensemble a n éléments

— Le nombre AP est aussi le nombre de fagons d’arranger (d’établir une liste ordonnée) de p
éléments choisis parmi n.

Card ({F C E : Card(F) = p}) = (Z) (0<p<n)
C’est le nombre de combinaisons (de listes non-ordonnées) de p éléments choisis
parmi n

— Le nombre (;) est le nombre de combinaisons (de listes non-ordonnées) de p éléments choisis
parmi n.
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Ensembles fondamentaux
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5 Emnsemble R des nombres réels  Séquence 4

Valeur absolue. Inégalité triangulaire
Partie entiere d'un réel.
Notation |x| . La notation E(-) est réservée a l’espérance mathématique.
e Majorant, minorant, maximum, minimum, borne supérieure, borne inférieure
d’une partie non vide de R.
Quand 1l existe, le mazimum de A coincide avec la borne supérieure de A.
e Théoreme de la borne supérieure. Résultat admis.

5.1 Ordre réel

Dans cette section, x, s, S désignent des nombres réels et A désigne une partie de R
Pour simplifier les énoncés mathématiques, nous allons employer les notations sui-
vantes

A<z <= a<uz (a € A)
<

Notation 5.1 non sLandm‘d{ﬁ <A <« z<a (a € A)

Un minorant (resp. majorant) d’un ensemble est un nombre inférieur (resp. supé-
rieur) ou égal a tous les éléments de I’ensemble.

2 minorant de A <= x < A
x majorant de A <— A<z

— Une partie A C R est dite minorée (resp. majorée) si elle admet un minorant (resp. un majorant).
— Les minorants et majorants de A, lorsqu’ils existent, ne sont pas uniques et n’appartiennent
pas forcément a A.

Le plus petit (resp. grand) élément d’une partie de R est I'unique minorant (resp.
majorant) de cette partie qui lui appartient.

x plus petit élément de A < r € Aetr < A
x plus grand élément de A <= r € Aet A<z

— S’il existe, le plus petit (resp. grand) élément de A est unique et il est noté min A (resp. max A).
— Un ensemble fini et non vide de nombres réels admet toujours un plus petit et un plus grand
élément.
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— Le plus petit (resp. grand) élément de A est le plus grand des minorants (resp le plus petit des
majorants) de A.

S=supAd <= A< SetIaec AV, lima=S9
s=infA <= s<AetJac AV, lima=s

— Lorsqu’elle existe,la borne supérieure (resp. inférieure) de A est unique et on la note sup A
(resp. inf A).

— Par convention, on note sup = —co et inf() = +00. De méme, on note sup A = +oo (resp.
inf A = —o0) pour chaque partie A de R non majorée (resp. non minorée).

Toute partie majorée non vide de R admet une borne supérieure
Toute partie minorée non vide de R admet une borne inférieure

— Une borne supérieure (resp. inférieure) n’est pas forcément un plus petit (resp. un plus grand)
élément. Ainsi,

supfr €Q:z < V2l =vV2 et V2¢Q
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6 Emnsemble C des nombres complexes Séquence
19

L’objectif de I’étude des nombres complexes est d’aboutir au théoreme de d’Alem-

bert-Gauss et a la factorisation dans R[X] et C[X] de polynomes a coefficients réels.

La construction de C est hors programme et les acquis de la classe de terminale

seront complétés. On évitera toute manipulation trop technique faisant intervenir

les nombres complexes. Les résultats concernant les racines niemes Je I'unité ne sont

pas exigibles des étudiants.

e Notation algébrique d’'un nombre complexe,

partie réelle et partie imaginaire.

Conjugué d’un nombre complexe.

Notation exponentielle. Module, argument.

Formules d’Euler et de Moivre. On donnera ['interprétation géométrique d’un

nombre compleze.

e Formules donnant cos(a+ b) et sin(a+b). Bréve révision de la trigonométrie. Les
racines n'€mes de unité pourront étre étudiées comme exemples d’utilisation de
la notation exponentielle.

6.1 Forme algébrique

6.1.1 Généralités
Dans cette section, z, 2/, y et v/ désignent des nombres réels

Un nombre complexe est un nombre du type z = x + iy avec z,y
réels et i2 = —1.

(z+iy) + (@' + i) = (z+2") +i(y +9)

(z +1dy) x (2" +1y) = (x2’ — yy') +i(2y’ + ya')
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- - XU% 3 M(z)
) L 0%
A Voo |
- ” !
J '
—> - p——
O 7 1

Géométriquement, I’addition de deux nombres complexes s = a +
ib et z = c+id s'interpretre par la régle du parallelogramme : en effet, les points O,
M, P et Q, d’affixes respectives 0, s, z et s+ z, forment un parallelogramme.

Qs+ 2)

J
0

@.l

6.1.2 Parties réelles et imaginaires

partie réelle
imaginaire Pour z et y réels, les parties réelles et imaginaires du complexe

z = x + iy sont les nombres réels Re(z) := x et Im(z) ==y

Re(As + pz) = AMRe(s) + pMRe(z)
Im(rs + pz) = Xam(s) + pom(z) N ERHER)

G - Re(s) = NRe(z)
— { Im(s) = Im(z)

Un nombre réel est un nombre complexe de partie imaginaire nulle
2€ER<<= Ne(z) = 2= Tm(z) =0<=z =2

Un nombre imaginaire pur est un nombre complexe de partie

réelle nulle o
z2€IR<=Re(2) =0« iTm(z) = 2 <=2z =—2
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6.1.3 Conjuguaison
Dans cette section, s et z désignent des nombres complexes

Pour = et y réels, le conjugué de z = x + iy est le nombre
complexe Z = & — iy

{

As+ pz = A5+ uz (A eR,ueR)

Re(z) + iTm(z) {fﬁe(z)z%
” _ 2

Im
(2) —iIm(z)

| W
m

Xz2=8X7Z

»

Q|

(= #0)

" =3" (n€Z,s#0sin<0)

)
I
vy

6.2 Forme trigonométrique

6.2.1 Module

Dans cette section, s et z désignent des nombres complexes

Le module d’un nombre complexe z = = 4 1y est le nombre réel

positif ou nul |z| = /22 + y?

5 M(z)
”L(L X )
A N Yj
= ON‘ -
J g 4]
i
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2| =0<=2=0
[Is] = [21] < Is + 2 < [s] + |2
2] = [7]

sxzl=ls|xls] (s #0)

f=2  (s#0)
127 = |2|" (neZ,z#0sin<0)
122 = 2z
Re(z)| <2
|Im(2)| < |z
x| = 7] (z € R)
<~ —~~

module valeur absolue

Méthode 6.30 (pour mettre le quotient 1/z sous forme algébrique) Mul-

tiplier numérateur et dénominateur par le conjugué de z.
1 Z Z T — 1y x Y

5 = 5 = 5 —l 5 5.
2 2242 2242 2?2 4y?

z zZ

|

~

6.2.2 Argument

L’argument d’un nombre complexe z de module 1 est la longueur
0 en radian de I'arc du cercle trigonométrique allant de 1 a z dans le sens direct.
Cette longueur, qui est unique modulo 27, est notée arg(z) =6 [27].

Z 9

L’argument d’un nombre complexe z # 0 est 'argument de z/|z|.

|s] = [2]

ST {arg(s) =arg(z) [27]
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arg(z x s) = arg(z) + arg(s) [27]

arg (g) = arg(z) — arg(s) [27]

arg(z) = —arg(z) [27]

arg (1) = _arg(2) [or]

6.2.3 Exponentielle complexe

L’exponentielle réelle x — e* est la bijection réciproque du lo-

garithme népérien x — In(x). En d’autres termes
y=e¥ <= x =In(y) (y > 0,2 € R)

L’exponentielle réelle est indéfiniment dérivable sur R et (%) =
e’ (x € R)

L’exponentielle d'un nombre imaginaire pur 76 est 'unique nombre

complexe z de module 1 et d’argument 6

T = % x e (r e Ry € R)

le?| = eM¢(®) et arg(e?) = TIm(z) [27]
¢ = ¢ <= Jk € Z,z = se*™k
e =1<«= (Jk € Z,z = 2rki)
e*T5 =e% x e* (z€C,s €C)
L —c (z€C)
s =< (z€C;se€C)
et = (e*)" (2eCneiz)

=1 (Fke[ln],z =)  (neN¥)

e* #0 (z € C)
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6.2.4 Forme trigonométrique
z = |z|etare(z) (z € C)

VeeeC,Ar>0,3 ¥ €] —m, 7] ,z=re?
—_——
uniquesiﬁ%o

6.3 Trigonométrie

6.3.1 cosinus et sinus
(¥ € R)

e = cos(¥9) + i sin() (¥ € R)

Les fonctions cosinus et sinus sont 27-périodiques et m-antipé-
riodiques sur R
cos(z + 2m) = cos(z) et cos(x+ m) = — cos(x) (x € R)
sin(x 4+ 27) = sin(z) et sin(x + 7) = —sin(z) (x € R)

La fonction cosinus est paire sur R et la fonction sinus est impaire

sur R (Co) = cos(a)
sin(—z) = —sin(x) (z €R)

Les fonctions cosinus et sinus sont indéfiniment dérivables sur R

cos'(z) = cos (z+ %) = —sin(x)
sin'(z) = sin (¢ +5) = cos(z) (z €R)
)
Oo&ga @,’;@
T
cos?(z) +sin?(z) = 1 (x € R)
cos(a+0b) =cosacosb—sinasinb (a €RpER)

sin(a4+0b) =sinacosb+ cosasinb
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cos(2r) = cos?(z) — sin?(z) = 1 — 2sin?(z) = 2cos?(z) — 1 (z €R)
sin(2x) = 2sinzcosz

cos(nf) + isin(nf) = (cosf + isin )" (W eRneZ)

cosz=cosy <=z =y [2rjouxz=-y [27]

=ty [27]

sinx =siny<=zx=y [2rlouz=7n—y [27]

6.3.2 tangente

Dans cette section, x, a et b désignent des nombres réels

sin x

La fonction tangente est la fonction définie par tanz = 2 ==

tan={zecR:2# 5 [r]}

La fonction tangente est m-périodique sur son ensemble de défi-
nition -
tan(z + 7) = tan(z) (x # 5 [7])

La fonction tangente est impaire sur son ensemble de définition
T
tan(—z) = — tan(x) (x # 5 [7])

La fonction tangente est indéfiniment dérivable sur son ensemble
de définition et ]

tan'(z) = tan?(z) + 1 = i  @# g [x])
| | | | |

Y Y Y
o e

J o)

2
~__

B

[ / [ / [
/ / / / /

! I ! I !

tan(a 4 b) = fanettanb (abeta+b#T [n])

~ l—tanatanb
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6.3.3 arctangente

La fonction arctangente Arctan : R —] — 7, 5[ est la bijection
réciproque de la restriction a l'intervalle | — 7, 5[ de la fonction tangente

+ T
junne

La fonction arctangente est indéfiniment dérivable sur R et

1
Arctan’(z) = — 1 (x € R)
T
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7 Suites Séquence 4

Limite d’une suite, suites convergentes.

On dit que (uy) converge vers € si tout intervalle ouvert contenant £ contient les
Uy, pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eu.

On donnera une définition quantifiée de la limite ¢ (traduction en €,ng) sans en
faire une utilisation systématique.

Généralisation aux suites tendant vers 4-oco.

Unicité de la limite.

Opérations algébriques sur les suites convergentes.

Compatibilité du passage a la limite avec la relation d’ordre.

Existence d’'une limite par encadrement.

Suites monotones, croissantes, décroissantes,suites adjacentes.

Théoreme de limite monotone.

Toute suite croissante majorée (respectivement décroissante minorée) converge,
la limite étantla borne supérieure (respectivement inférieure) de ’ensemble des
valeurs de la suite.

Une suite croissante non majorée (respectivement décroissante non minorée) tend
vers +00 (respectivement —oo).

Deux suites adjacentes convergent et ont méme limite.

Rappel des croissances comparées.

Comparaisons des suites (n!), (n®), (¢"), (In(n)?)

Les outils de ce chapitre font partie des bases importantes, ils sont utilisés en concours pour :
Reconnaitre le type d’une suite et identifier ses éléments caractéristiques

Trouver une formule pour u,,

Utiliser la somme des termes d’une suite au cours d’un calcul complexe.

Utilisation en ds/concours : fréquente.

7.1 Généralités

Dans cette section, I désigne une partie non vide de N.
Une suite de nombres est essentiellement une liste ordonnée de nombres finie ou non,
chaque élément de la liste étant uniquement détérminé par son indice.

Une suite d’éléments de R indicée par I est une application u :

I - R

La suite v : I — R sera noté plus simplement u = (uy, )ner-
La plupart du temps, nous auront I = N ou I = N*.
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— Bien qu’elles soient définies a 'aide d’applications, nous n’allons pas nous servir des suites
comme nous nous servons des fonctions.

L’ensemble des suites d’éléments de R indicées par I est noté RY.
R! = F(I,R)

— Cette nouvelle notation de F(I,R), I’ensemble des applications de I dans R, permet de bien
marquer la différence d’usage du méme objet, vu comme une suite ou comme une application.

Dans la suite de cette section, u et v désignent des suites de RY.
La somme (resp. Le produit) des suites est la suite des sommes (resp. produits).

(u~+v)p = up + vy (nel)
(A-uw)p = Auy, ANeRnel)
(u X v)py == upvy (nel)

— Les relations précédentes affirment essentiellement que

(A + jav)n :7>\un TH e,
(u X V), = Uy X Uy,

Les lois +, - et x des suites héritent leurs propriétés (associativité, commutativité,
distributivité, existence d’éléments neutres et d’inverses) des lois +, -, x de R.

On calcule dans (R, +, -, x) comme dans (R, +, -, x).
— La suite nulle 0 = (0),,¢s est un élément neutre pour la loi + des suites
O+u=u+0=u (u € RY).
— La suite constante 1 = (1),¢s est un élément neutre pour la loi x des suites
Ixu=uxl=u (u e RT).
A partir d’une suite, on peut en fabriquer d’autres en décalant ses éléments

Pour d € Z, la translatée T;(u) de la suite u est la suite w € RA+1
définie par

Wy, 1= Up—d (ned+1)

— Pour d > 0, les suites (Un+d)n>—d €t (Un—d)n>a Possedent les mémes éléments que u, décalés
de d vers la gauche (resp. vers la droite).
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n 0 1 e d d+1 - n n+1

Unp Uuo Ui o Ug Ud+1 - Unp Up+41
umn+d) ug Ugp1 o U2d U2dr1 o Ungd  Ungdil
Un—d e Up U1 ctt Up—d  Up—d+1

— En pratique, il est aussi utile de restreindre les indices de la suite translatée, en considérant,
par example (Up+d)n>0 au lieu de (Uptd)n>—d

Lorsqu’on s’intéresse aux ¢éléments d’une suite a partir d'un certain rang, il est
possible de se ramener a une suite indicée sur N, via une translation et une restriction
d’indices

Pour N € Z et Iy == {n € I : n > N}, la suite (un)nery
appartient 4 RV
7.2 Suites fondamentales Séquence 1
— Les outils de cette section font parti des bases importantes, ils sont utilisés en concours pour :
— Reconnaitre le type d’une suite et identifier ses éléments caractéristiques
— Trouver une formule pour u,,
— Utiliser la somme des termes d’une suite au cours d’un calcul complexe.
Utilisation en ds/concours : fréquente.
7.2.1 Suites arithmétiques
Dans cette section, r désigne un nombre de R.

u arithmétique de raison r <= Upy1 — Uy =7 (n>0)

— Une suite est dite arithmétique lorsqu’on passe d’un terme au terme suivant en lui ajoutant la
méme constante

u suite arithmétique <= (Ir € R : u suite arithmétique de raison 7).

u arithmétique de raison r <= wu, = ug + nr (n>0)
— u diverge si |r| # 0.
— u est constante si r = 0.

La somme des termes d'une suite arithmétique est égale au nombre de termes mul-
tiplié par la moyenne des termes aux extrémités

Soit u une suite arithmétique de raison r. Alors,
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Um, + U , S
Z U = %(n — m + 1) = moyenne aux extrémitésxnombre de termes (0

7.2.2 Suites géométriques
Dans cette section, ¢ désigne un nombre de R.

u géométrique de raison ¢ <= up41 = qun, (n>0)

— Une suite est dite géométrique lorsqu’on passe d’un terme au terme suivant en le multipliant
par la méme constante

u suite géométrique <= (Jg € R : u suite géométrique de raison g.
— Si g =0, les solutions de (7.1) sont nulles & partir du rang 1
— Si g =1, les solutions de (7.1) sont constantes
u géométrique de raison ¢ <= u, = ugq"” (n>0)
— u converge vers 0 si |g| < 1.
— u est constante si ¢ = 1.
— wu diverge lorsque |g| > 1 et ¢ # 1.

La somme des termes d’une suite géométrique est égale au quotient du terme qui
suivrait le dernier moins le premier terme par la raison moins 1. la moyenne des
termes auxextrémités

Soit u une suite géométrique de raison g # 1. Alors,

Z Uy, — ¢ X 1,  premier terme — terme apres le dernier
1—gq 1 — raison

7.2.3 Suites arithmético-géométriques

Dans cette section, a et b désignent deux nombres de R et nous considérons les
équations du type

Upt1 = AUy + b (n>0) (7.1)

N

N
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u arithmético-géométrique <= 3(a,b) € R? vérifiant (7.1)
— Sia =0, les solutions de (7.1) sont constantes a partir du rang 1

— Sia =1, les solutions de (7.1) sont arithmétiques, de raison b
— Si b =0, les solutions de (7.1) sont géométriques, de raison a

Soient a # 1 et c = %. Alors,

u vérifie (7.1) <= w,, = c+a"(up —¢) (n > 0).

Méthode 7.17 (présentation recommandée)

1. Chercher la suite constante ¢ vérifiant (7.1) en résolvant I'équation x = ax + b
2. Soustraire et remarquer que la suite v, = u, — ¢ est géométrique de raison a
3. En déduire la formule de wu,,.

7.2.4 Suites vérifiant une récurrence linéaire du second ordre

Dans cette section, nous considérons pour a € R*, b € R et ¢ € R* les équations du
type

U2 + by + cuy =0 (n>=0). (7.2)

Une suite u satisfait une récurrence linéaire homogene du second
ordre ssi il existe des nombres réels a # 0, b et ¢ # 0 vérifiant (7.2).

— Une telle suite est complétement déterminée par la donnée de ses 2 premiers termes ug et uy

— Sia=b=c=0, toutes les suites sont solutions de I’équation (7.2), qui n’a aucun intérét
— Si (a,b,c) # (0,0,0) avec a = 0 ou ¢ = 0, les solutions de (7.2) sont aithmético-géométriques

Le polynéme caractéristique associé a (7.2) est le trinéme

P=aX?>+bX +c (7.3)

L’équation caractéristique associée a (7.2) est I’équation aX 2 4
bX +¢c=0

Si le polynéme caractéristique (7.3) admet une racine double s,
une suite réelle u est solution de (7.2) ssi il existe des nombres réels A et p tels que
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Up = A" + unz" (n>0)

Si le polynéme caractéristique (7.3) admet deux racines distinctes
s et z, une suite réelle u est solution de (7.2) ssi il existe des nombres A et p tels
que
Up = A"+ puz" (n>0)
— Dans le cas ou les racines de P sont réelles, les constante \ et u sont réelles.
— Lorsque les racines de P ne sont pas réelles, elles sont conjuguées. En posant s = re'’ et

2z =re” " on peut alors trouver deux constantes réelles o et 3 telles que

Uy, = ar™ cos(n) + fr" sin(nd) (n>0)

7.3 Suites bornées, minorées, majorées

Dans cette section, u désigne une suite de RY. Une suite est bornée ssi ses éléments
appartiennent tous a un méme disque.

u est bornée ssi il existe M tel que |up| < M pour n >0

u est bornée a partir du rang N ssi il existe M tel que |u,| < M
pour n > N

Le fait qu'une suite soit bornée ne dépend pas de ses premiers éléments, mais dépend
de ses éléments u, pour les grandes valeurs de n.

Une suite est bornée ssi elle est bornée a partir d’un certain
rang

La somme, la multiplication par une constante et le produit de suites bornées est
une suite bornée

Les sommes, les multiples et les produits de suites bornées sont
des suites bornées.

u est majorée ssi il existe M € R tel que u, < M pour n >0

u est minorée ssi il existe m € R tel que m < u,, pour n > 0

— Parler de suites minorées ou majorées n’a de sens que pour les suites réelles car il n’y a pas
d’ordre dans C (écrire ¢ < 1 n’a pas de sens).

— u est minorée ssi ’ensemble {|u,| : n € N} admet un minorant

— u est majorée ssi l'ensemble {|u,|: n € N} admet un majorant
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u est bornée ssi u est minorée et majorée

— Le fait qu'une suite soit minorée ou majorée ne dépend pas de ses premiers éléments, mais
dépend de ses éléments u,, pour les grandes valeurs de n.

Notation 7.30 uw<v < u, < v, pourn =0

— Cette relation entre suites définit un ordre sur I'ensemble RY. Elle est reflexive, transitive et
anti-symétrique :

u<u (u € RY) reflexive
(u<vetv<w) = (u<w) (u,v,w € RY) transitive
(u<vetv<u) = (u<w) (u,v € RT)  anti-symétrique

— Cet ordre des suites réelles va permettre d’écrire simplement certaines propriétés fondamentales
du calcul de limite (théoréme des gendarmes,...).

7.4 Suites convergentes

Dans cette section, u et v désignent des suites de RN et ¢ désigne un nombre de R.

u tends vers ¢ .
= lim(u) =l<= u—/
u converge vers 14 non standard

u — ¢ ssi tout intervalle ouvert contenant ¢ contient u, pour
tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux.

u—l << (Ve>0,ANeN:Vn > N, |u, — | <¢)

Lorsqu’elle existe, la limite d’une suite est unique

— Lorsqu’elle existe, la limite ¢ de la suite u est notée £ = limu ou £ = hr—? Uy -
n—-+oo

u converge ssi il existe ¢ € R tel que u converge vers ¢

— On dit qu’'une suite converge ou qu’elle est convergente.

u diverge ssi u ne converge pas

— Lorsque la suite u ne converge pas, on dit qu’elle diverge, qu’elle est divergente.
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u diverge <= Y/ € R : u ne converge pas vers /.
— Une suite peut diverger pour diverses raisons :
— Elle n’est pas bornée. Exemple : u,, = n.

— Elle oscille entre plusieurs valeurs. Exemple : u,, = (—=1)"
— Elle prend des valeurs ératiques dans un disque

u converge = wu bornée
Une suite u converge vers ¢ ssi la suite u — ¢ converge vers 0.

u—l = u—¥¢—-0

— 1l est plus facile de montrer que la suite u — ¢ converge vers 0 que de montrer que la suite u
converge vers £.

Une suite réelle inférieure en valeur absolue a une suite de limite nulle converge vers

0.

<
ful < } = u—0
v—0
Soient u et v des suites convergentes et A € R. Les suites \u,
u+ v et u X v convergent et

lim(Au) = A lim(u)
lim(u+v) = lim(u)+ lim(v)
lim(u x v) = lim(u) x lim(v)

Une suite de limite non nulle ne s’annule plus a partir d’un certain rang.
u—0#0 = (AN >20:Vn > N,u, #0)

— On peut obtenir une propriété plus forte. Si u — £ # 0, on a en fait

4]

3N>0:Vn>N,|un|>?>0

Siv — £ # 0, alors la suite u/v := (uy/vp)p>N est définie & partir d’un certain rang.

Soient u — £ et v — (" # 0. Alors, lim <2>
v

_limu 12

~ limv ¢

= u+ v diverge

u converge
v diverge
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— Si u et v sont deux suites divergentes, la suite u + v peut converger ou diverger :
e La somme de (n),>0 et (—n),>0 est la suite nulle, qui converge.
e La somme de (n),>0 et (n),>o diverge.

La somme, la multiplication par une constante et le produit de suites convergentes
est une suite convergente

Les sommes, les multiples, les produits de suites convergentes
sont convergentes

Dans cette section u, v et w désignent des suites réelles et £ et ¢/ des nombres réels.

u—{" <= (u—"Letu, <lquand n — o0)
u— 0t < (u—{letu, >{quand n — o0)

Notation 7.45
Les inégalités larges sont conservées par passage a la limite.
Soient u — £ et v — ¢. Alors, u < v = limu < limwv.
— Les inégalités strictes ne sont en général pas conservées.
1 |
VYn>1,—>0mais lim — =0
n n—oo N
— Utilisez les inégalités larges de préférence aux inégalités strictes.
une suite encadrée par deux suites, de méme limite ¢, converge également vers /.
Soient u — L et w — L. Alors, u <Sv<w=— v —>{
Chaque nombre réel peut étre obtenu comme la limite d’une suite de nombres ra-
tionnels.
7.5 Suites divergeant vers l'infini
Dans cette section, u et v désignent des suites réelles.
Une suite diverge vers —oo si tout intervalle ouvert d’extrémité
—oo contient les u,, pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux.

u— —00 <= (YmeR AN eN:Vn > Nu, <m)

— Lorsque u tends ver 400 (on dit également que u diverge vers +00), on note limu = +oo.



addition

multiple

produit

inverse

principe des
gendarmes

croissantes
décroissantes

monotonie

92

Une suite diverge vers 400 si tout intervalle ouvert d’extrémité
400 contient les u,, pour tous les indices n, sauf pour un nombre fini d’entre eux.

u—+oo <— (VM eR,IN eN:Vn > Nu, > M)

— Lorsque u tends ver +oco (on dit également que u diverge vers +00), on note limu = +oo.

U — +00

. , }:>u+v—>+oo
v minorée

— Une suite convergente ou qui diverge vers +o0o est minorée

—A\Uu — —00
AU — 400

(A>0

)
U — +00 :>{ ()\>O)

Le produit d'une suite divergent vers +oo et d’une suite minorée par une constante
strictement positive diverge vers +oo.

U — +00
. , = UV — +00
v minorée par m > 0

u— oo <= = 0t

|-

U— —00 <— — 0~

2=

— Pour que la suite de droite ait un sense, il faut évidemment que u ne s’annule pas a partir d’un
certain rang

uU<Lv

} — v — 400
U — +00

7.6 Suites monotones

Dans cette section, u et v désignent des suites réelles.

croissante Up+1 = Up
strictement croissante U > U
u est o ntl " (n >
décroissante Upt1 < Up
strictement décroissante Upt1 < Up
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u est strictement monotone (resp. monotone) ssi u est stricte-
ment décroissante ou strictement croissante (resp. décroissante ou croissante).

— Pour étudier la monotonie d’une suite u, on étudie le signe de w41 — Uy,

Méthode 7.60 (étude de monotonie d’une suite)

e FEtudier le signe de u,1 — uy, (recommandé)

e Lorsque u, > 0, etudier le signe de uZ—:l (seulement si simplification, produits,
puissances ou factorielles)

e Introduire une fonction f vérifiant f(n) = w, et dresser son tableau de variation

Une suite croissante (resp. décroissante) converge ssi elle est majorée (resp. mino-
rée).

Une suite croissante u converge ssi u est majorée. Dans tous les

cas, limu = sup u,
neN

Une suite décroissante u converge ssi u est minorée. Dans tous
les cas, limu = inf wu,,.
neN

— Une suite croissante qui n’est pas majorée diverge vers +oo et une suite décroissante qui n’est
pas minorée diverge vers —oo

Deux suites sont dites adjacentes si I'une est croissante, ’autre décroissante et si
leur différence tends vers 0

u croissante
u et v sont adjacentes <= < v décroissante
v—u—0

Prouver que deux suites sont adjacentes permet de prouver qu’elles convergent, vers
la méme limite qui plus est.

Deux suites adjacentes convergent vers la méme limite finie

7.7 Suites négligeables Séquence 23

e Suites négligeables. Notation u,, = o(vy,).
e Croissances comparées
Dans cette section u, v, w, U et V désignent des suites de nombres de R.
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te négligeable Une suite est négligeable devant une autre suite lorsqu’elle est égale au produit de
cette suite par une suite de limite nulle.

u = o(v)
, 1. — = — = X
u négligeable devant v = “ v

non standard
« avec a — 0.

— Lorsque v ne s’annule pas, cela revient & dire que u/v tends vers 0.
transitivité  Oi u est négligeable devant v qui est négligeable w, alors u est négligeable devant w.
U<v<w —= u<w

somme Les relations suivantes permettent de simplifier des relations faisant intervenir sommes,
produit 1yt puissances et quotients.

puissance
multiple
quotient U‘<’ZU} s ud v <w
v <w
u= U} — w UV
vV
u<v = uF <ok (k>1)
uU<v <<= Au=<pu (A # 0,1 #0)
. . , 1 1
Soient u et v suites ne s’annulant pas. Alors u < v <— - < —
v
7.8 Suites équivalentes Séquence 23
programme

Suites équivalentes. Notation u, ~ v,.
Up ~ Up <= Uy = Uy + 0(vy)
Compatibilité de I’équivalence avec le produit,le quotient et 1’élévation a une
puissance.
Dans cette section u, v, w, U et V désignent des suites de nombres de R.
suites équi- Une suite est équivalente a une autre suite lorsqu’elle est égale au produit de cette
valentes  gyjite par une suite de limite 1.
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u~7v

i . < u=v+0{v) < u=0vX
u équivalente a v

o avec v — 1
— Lorsque v ne s’annule pas, cela revient a dire que u/v tends vers 1.
— La relation précédente peut également s’écrire
u~v = u=0v-+o0(v)
— Cette relation est reflexive et symétrique : pour u,v € R, on a

U~V = V~U (symétrie)
u~u (reflexivité)

transitivite  Si u est équivalente a v qui est équivalente a w, alors u est équivalente a w.
UNV~NW = U~W
signe Deux suites réelles équivalentes ont méme signe a partir d’'un certain rang

Deux suites réelles équivalentes ont le méme signe a partir d’un
certain rang

— La fonction signe dont il est question dans cette propriété est définie par

positif  (x>0)
signe (z) = ¢ nul si (x=0)
négatif (x<0)

produit Les relations suivantes permettent de simplifier des relations d’équivalence faisant

pulssance intervenir produits, puissances et quotients.
quotient

u~U

UNV} — ww ~UV

u~v = ub ~ ok (k>1)

Soient u et v deux suites ne s’annulant pas. Alors, u ~ v <=

S |~
2
=

Attention : on n’a pas le droit d’ajouter des équivalents en général, c’est illégal. Pour

1
Up =1, Up:=1, wv,:=—-1 et Vn::—lJrﬁ,
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1
par exemple, on a u, ~ U,, on a v, ~ V, et pourtant on a u,+v, =0~ — = U,+V,.
n
limite

u—Ll <= un~{, (0 #£0)
u—0 <= u=o(l)

comparaison A l'infini, le logarithme croit moins vite qu'un monéme, un mondéme croit moins vite

ri}lélfficii qu’une exponentielle et une exponentielle croit moins vite que la factorielle

In(n) < n® < e < n! (a>0,5>0)
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8 Séries Séquence 23 et 24

Dans cette section, S désigne la suite des sommes partielles d’une suite u € RN
définie par

Sp=Y u  (n=0)
k=0

Remarque : une suite v peut étre considérée comme une série de terme général u
défini par

ug = v et up = vp — Uy_1 (k>1)

8.1 Généralités

e Série de terme général u,. On soulignera l’intérét de la série de terme général

Upt1 — Uy, pour létude de la suite (uy,).

Sommes partielles associées

Convergence d’'une série, somme et reste d’une série convergente.

Combinaison linéaire de séries convergentes.

Définition de la convergence absolue.

La convergence absolue implique la convergence. On remarquera que toute série

absolument convergente est la différence de deux séries a termes positifs conver-

gentes. Résultat admis.

e Convergence des séries dans le cas u, = o(v,) ou (vy,) est une série convergente
a termes positifs.

o
S converge <= Y uy, converge
k=0
Si S converge, on dit que la série de terme général u converge ou qu’elle est de nature

convergeante.
Si S diverge, on dit que la série de terme général u diverge ou qu’elle est de nature
divergente.

En cas de convergence de la suite S des sommes partielles, sa
limite ¢ est appelée somme de la série et est notée
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o n
Zuk =/=1imS = nlbrgoZuk
k=0 k=0

1ite des restes
La suite R des reste d'une série convergente de terme général u

est définie par

Rn:Zuk—Sn: Zuk (n>0)
k=0

k=n+1
o
Si la série de terme général u converge, alors E ugp = Sp + Ry,
k=0

pour n >0

Condition né-  Si u € RN est le terme général d’une série convergente, alors u converge vers 0.
céssaire de
convergence &)

Zuk converge — u — 0

k=0
Lorsque la suite u ne converge pas vers 0, on dit que la série diverge grossierement

Relation 00 00
de Chasles
Z uj converge <= Z ug converge (m € N)
k=0 k=m
Et en cas de convergence, on a
o0 m—1 00
Zuk: uk—i-Zuk (mEN)
k=0 k=0 k=m
— La convergence d’une série ne dépend que de ce qui se passe au voisinage de l'infini.
Linéarité
Soient A € R, € R et u et v les termes généraux de deux séries
convergentes, alors la série de terme général A\u + pv converge et
o o o0
> Oug + pop) = A up+p > v
k=0 k=0 k=0
Addition
Si Y uy, et Y vy, convergent, alors > (up + vy,) converge
Si > uy, converge et si Y v, diverge, alors Y _(u, + vy,) diverge.
Conver-
gence absolue On dit qu’une série de terme général u converge absolument si et

seulement si la série de terme général |u| converge
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o0 oo
Z uy, converge absolument <= Z |ug| converge
k=0 k=0

Sila série ) | uy converge absolument, alors la série )  uy converge

et de plus
o o0
> | <
k=0 k=0

8.2 Séries a termes positifs

e Convergence des séries a termes positifs dans les cas u, < v, et u, ~ vy,.

e Convergence des séries dans le cas u, = o(v,) ou (v,) est une série convergente
a termes positifs.

Dans cette section u est a terme positifs ou nuls (mais les énoncés sont aussi valables

pour les suites négatives ou nulles quite a tout multiplier par —1)En pratique, il faut

que u reste de signe constant a partir d’'un certain rang.

Soient u et v deux suites a termes positifs ou nuls. Si u ~ v, alors
les séries de termes généraux u et v ont la méme nature Plus généralement, on a

oo o0

U~V A

. — E ug & meme nature que E v

uy de signe constant pour n > N } ‘ k q ¢ k
n= n=

Soient u et v deux suites telles que 0 < u,, < v, pour n > 0.
e Si > wuy diverge, alors Y vy diverge

o0 o0

e Si > v converge, alors > uy converge et on a 0 < Z ug < Z Vg

n=0 n=0

Soient u et v deux suites a termes positifs ou nuls telles que
Up, = 0(vp).
e Si > wuy diverge, alors Y vy diverge
e Si > v converge, alors > uy converge.

8.3 Séries de référence
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Convergence des séries de Riemann.
Convergence et formules de sommation des séries géométriques et de leurs deux

premieres dérivées.
x _k

x
e Série exponentielle. ¥ = Z e Ce résultat pourra étre démontré a l’aide de la

k=0
formule de Taylor.

Dans toute cete section, a et x désignent des nombres réels

Série de 00

Riemann 1
— converge < a>1
na
n=1
Série géomé-
ue et dérivées Z x", Z na" et Z n(n—1)z""2 convergent ssi —1 < z < 1.
> 1
no= -1 1
d — (-l <z<l)
n=0
s 1
—1 _ _
an” BRCEE (-1 <z <1)
n=1
©.9]
Zn(n —1)a2"? = 2 (-1 <z <1)
(1)
n=2
Exponentielle 0o o . N
Z o =e (x € R)
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9 Fonctions réelles (comportement local)

En analyse, on évitera la recherche d’hypothéses minimales, tant dans les théoremes
que dans lesexercices et problemes, préférant des méthodes efficaces pour un en-
semble assez large de fonctionsusuelles.

Pour les résultats du cours, on se limite aux fonctions définies sur un intervalle de
R.

Les étudiants doivent savoir étudier les situations qui s’y raménent simplement.
L’analyse reposant largement sur la pratique des inégalités, on s’assurera que celle-ci
est acquise a 'occasion d’exercices.

Aucune démonstration (du cours) n’est exigible des étudiants.

9.1 Limites Séquence 6
9.1.1 Limites finies

e Définition de la limite d’une fonction d’une variable en un point. On adoptera la
définition suivante : f étant une fonction définie sur I , xg étant un élément de
I ou une extrémité de I et ¢ un élément de R, on dit que f admet ¢ pour limite
en xg st, pour tout nombre € > 0 , il existe un nombre a > 0 tel que pour tout
élément x de I N [xg — a,xg + af, |f(x) — €] < e.

e Unicité de la limite.

Dans cette section, ¢ et ¢ désignent des nombres réels, f, g et h désignent des
fonctions réelles définie sur un intervalle I et a désigne un élément ou une extrémité
finie de I. Pour simplifier, on note

f tends vers £ en a
=l = ligl flz) =l <= f converge vers ¢ en a
a r—a

— f admet ¢ comme limite en a
non standard

f admet ¢ pour limite en a ssi pour tout nombre € > 0, il existe
un nombre a > 0 tel que pour tout élément  de INja—a,a+a] ,ona |f(z)—{| < e

f=l<= (Ve>0,3a>0:VzelNfa—aa+al|f(z) -l <e)
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La limite d’une fonction en un point est unique, lorsqu’elle existe.
9.1.2 Généralisation du concept de limite

e Limites a droite et a gauche.
e Extension au cas ou f est définie sur I\ {z¢}.
e Fxtension de la notion de limite en 00 et aux cas des limites infinies.

Il est possible de généraliser la notion de limite en faisant tendre x vers —oo, a par

la gauche, a, a par la droite, +0c0 et avec f(x) qui tends de méme vers —oo, vers ¢

par la gauche, vers ¢, vers ¢ par la droite, vers +00.De sorte qu’il existe 25 situations

mathématiques différentes.

Il existe un formalisme qui permet d’unifier les 25 différents aspects des limites :

Pour tout voisinage V' de la limite /, il existe un voisinage U du point a tel que
xelU — flz)yeV

quand X est proche de @ f(L) est proche de i

mais il n’est pas au programme et nous ne 'utilisons ici que pour illustrer et com-
prendre les concepts de limite, dont nous ne présenteront que quelques variantes

f admet ¢ pour limite a gauche en a ssi pour tout € > 0, il existe
un nombre « > 0 tel que pour tout élément x de I N[a — a,al, on a |f(z) — (| < e

lim f(x) =4

.T—‘>a_

lim f(z) =/ < (Ve>0,3a>0:Vzelnfa—a,al|f(z) - <e)
r<a

f (a_) =/

f admet ¢ pour limite a droite en a ssi pour tout € > 0, il existe
un nombre a > 0 tel que pour tout élément x de INja,a+ «f, on a |f(x) — (| < e

lim f(z) =/
z—a™t
lim f(z) =/{|— (Ve > 0,3 > 0:Vz € INja,a + of, | f(z) — (| < &)
r>a
f(a+) =/

f tends vers £ en 400 ssi pour tout nombre € > 0, il existe un
nombre M € R tel que pour tout élément x de I N[M,+oo[,on a |f(z) — | < ¢
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fol< lim f(z)=l<+= (Ve>0,3M € R:Va e IN[M, +oo,|f(z)— (] <¢)
+o0 r—r+00
f tends vers £ en —oo ssi pour tout nombre € > 0, il existe un
nombre m € R tel que pour tout élément x de IN] —oo,m] ,on a |f(z) — | < ¢

[ =<+ lim fl@)=t<= (Ve >0,Im e R:Vz € IN] —oo,m],|f(z) — (| <¢)

T—r—00
imites infinies
f diverge vers +o00 en a ssi pour tout nombre M € R, il existe
un nombre o > 0 tel que pour tout élément x de I N[a — o,a+a] ,ona f(x) > M

f—+o0 = li_r>n f(@)=4c0<= (VM eR,Fa>0:Ve e INfa—a,a+al f(z) > M)
a r—a

f diverge vers —oo en a ssi pour tout nombre m € R, il existe
un nombre a > 0 tel que pour tout élément x de I Nja — a,a+ ] ,ona f(z) <m
fr—oo<=lim f(z) = —c0 < (VmeR,3a>0:Vz € INja—a,a+ o], f(z) <m)
a Tr—ra
imites par va- [ tends vers £ par valeurs supérieures en assi [ tends vers £, en restant strictement

's superieures  qypérieur & ¢, lorsque x tends vers en a
ou inférieures

Notation 9.9 f—(T < f—/(avec f(x)>( (v — a)

f tends vers ¢ par valeurs inférieures en a ssi f tends vers £, en restant strictement
inférieur a ¢, lorsque x tends vers en a

Notation 9.10 f—/{" <= f—/lavec f(x) <l (x— a)

9.1.3 Opérations

programme

Opérations algébriques sur les limites.

Compatibilité avec la relation d’ordre.

Existence d'une limite par encadrement.

Si f admet une limite ¢ en zg et si (uy) est une suite réelle définie sur I et
tendant vers xg, alors (f(uy,)) tend vers £.

e Limite d’une fonction composée.

Dans cette section, nous considérons principalement les opérations concernant les
limites finies en un point réel. Au besoin, on utilisera le bon sens pour déterminer
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les opérations correspondantes pour les autres variantes de limite, car il n’est pas
question de les expliciter toutes.

fot = |fl>1

f—=t

g_aw,} :>f+g;>€—|—€’

a /
g_}é,}:fxgjéxf
a

— Autrement dit, on a

lim,(A\.f) = A\ lim,(f),
limg(f +9) = limg(f)+ lima(g),
lim,(f x g) = limy(f) x limg(g).

— Cette propriété est également valable pour des limites infinies, qui ne donnent pas d’indetermi-
nation (essentiellement —oo + 0o et 0 x 00)

Une fonction de limite non nulle en a ne s’annule pas autour de a.
=040 = (a>0:Vz€la—a,a+al, f(x)#0)
a
Si limg g(x) # 0, alors la fonction f/g est définie autour de a.
f—=
JNYS 4
goe (Tegr A0
a

— Autrement dit, on a

— Cette propriété est également valable pour des limites infinies, qui ne donnent pas d’indetermi-
nation (essentiellement 2 et 3)

Soient I et J des intervalles, f : I — R et g : J — R des
applications, ¢ et b des nombres réels et a un élément ou une extrémité de I. Alors,

fiaycJ
fb

g—>£
b
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Soient £ € R, a un élément ou une extrémité d'un intervalle I,
f I — R une application et u une suite a valeurs dans 7. Alors,

u—a
ot = f(up) = ¢

Les inégalités larges sont conservées par passage a la limite.

Soient f et g deux fonctions réelles convergentes en a. Alors,
f<g = limf <limg
a a

— Les inégalités strictes ne sont en général pas conservées.

— Utilisez les inégalités larges de préférence aux inégalités strictes.

f<g<h
It = g
h—(
a

Une fonction inférieure en valeur absolue a une fonction de limite nulle en a converge
vers 0 en a.

Ifl<g

90 = f70

9.1.4 Généralisations et opérations

De méme qu’il existe de multiples situations applicables au concept de limite, il
existe une multitude d’opérations possibles entre limites. Le but de cette section
est de permettre de distinguer les opérations possibles des autres via le concept de
forme indeterminée.

Pour simplifier les notations, nous utiliserons la notation symbolique et pratique
suivante (4 utiliser au brouillon seulement, car ne faisant pas partie officiellement
du cours)

{400 =400
f—r
qui résume le théoréme suivant a = f+g—+o0.
a

g — 400
a
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Opérations légales. Les opérations de la section précédente restent valides
lorsque  tends vers un point du type —oo, a”, a, a™, +o0.

Par contre, lorsque les limites sont du type —oo, £, T ou +o0, cela peut étre
différent.

Quelques opérations valides (utilisant la notation précédente et parfois co a la
place de +00) :

00 + 00 = 400 l+ 00 =+00 (¢ € R)
00 X 00 = 400 { x 00 = +00 (¢ >0)
— 00 X 00 = —00 —00 X (—00) = 400
L =0t L =400
+00 0+
O+ 0= +0)* —(7)=(—0)7 (L e R/ €R)

Formes indeterminées. Les formes indeterminées les plus fréquentes sont

o0 0
— 00 + 00, 0 x o0, 1°°, —, -, ete.
00 0
En général, on utilise le bon sens pour déterminer si une opération est légale
ou pas, les formes indeterminées apparaissant des qu’il y a un conflit entre deux
limites (I'une allant dans un sens contrecarré par I'autre)

f<yg

fj_'_oo} — g;)—FOO

9.2 Continuité en un point Séquence 6

Définition de la continuité d’une fonction d’'une variable en un point.

On adoptera la définition suivante : [ étant une fonction définie sur I , xg étant
un élément de I ou une extrémité de I et { un élément de R, on dit que f admet
¢ pour limite en xq si, pour tout nombre € > 0 , il existe un nombre o > 0 tel
que pour tout élément x de I N[xg— a,xo + al, |f(x) — | < e ; ainsi, lorsque xg
appartient a I,f est continue en xq, sinon f se prolonge en une fonction continue
en xg.

Opérations algébriques

Prolongement par continuité en un point.

Dans toute cette section, f : I — R désigne une application définie sur un intervalle
I contenant a



67

9.2.1 Généralités

continuité

a gauche f continue en a <= f — f(a)
a

a droite

— La continuité de f en a est une notion locale. Elle ne dépend que de ce qui se passe pour f
lorsque x est trés proche de a.

— f est continue & gauche en a ssi f(a”) = f(a)
— f est continue & droite en a ssi f(a) = f(a™)
— f est continue en a ssi f(a”) = f(a) = f(a™)

f continue a gauche en a <= f — f(a) <= f(a™) = f(a)
f continue a droite en a <= f—+> fla) <= f(a™) = f(a)

— La continuité de f & gauche (resp. & droite) en a n’a de sens que si f est définie sur un intervale
du type ]b,a] (resp. [a,b]).

lien . .
. N B 4 f continue a gauche en a
J continue en a fla7) = f(a) = flaT) { f continue & droite en a
prolongement
par continuité Soient [ un intervalle contenant a et une application f : I\

{a} — R vérifiant f — ¢ € R. Alors, Papplication f définie sur I par
a
est continue en a

f(x);:{f(x) siz#a

14 siz=a

— Cette application f est égale & f en tout point de I sauf en a, ot elle est continue et f n’est
pas définie. C’est la raison pour laquelle on I'appelle « prolongement par continuité de f en a » et,

trés souvent on la note simplement f au lieu de f (léger abus de notation, consistant a remplacer

f par )

9.2.2 Opérations

addition La somme, les multiples et le produit de fonctions continues est continue.
multiple

oduit . . . .
prod Soient f et g des fonctions continues en a. Alors, les fonctions

f+g, fxget Af sont continues en a pour A € R.

— En particulier, une combinaison linéaire de fonctions continues en a est continue en a.
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Le quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas en a, de deux fonctions continues
en a est continue en a.

Soient f et g des fonctions continues en a telles que g(a) # 0.

Alors, la fonction % est définie au voisinage de a et continue en a.

Lorsque cela a un sens, la composée d'une fonction f continue en a et d'une fonction
continue en f(a) est continue en a.

Soient deux applications f : I — Ret g: J — R avec a € I.

Alors,
faycJ
f continue en «a =—> g o f continue en a
g continue en f(a)
9.3 Dérivée en un point Séquence 12

Dérivées a gauche et a droite.

Dérivée en un point.Interprétation graphique.

Linéarité de la dérivation, dérivée d’un produit,dérivée d'une composée. Exemples.
Dérivée d'un polynome.

Dérivation des fonctions réciproques.

9.3.1 Généralitées

Dans cette section, f désigne une fonction a valeurs dans R définie sur un intervalle
contenant au moins 2 points, dont a. Pour la dérivée a gauche (resp. a droite), [
doit contenir un point & gauche (resp. a droite) de a.
Le nombre dérivée de f en a est la limite de son taux d’accroissement en a.

f’(a) — lim f(z)—f(a)

T—a r—a

T#a
Le nombre dérivé en a est unique lorsqu’il existe.
f est dérivable en a ssi f admet un nombre dérivé en a

— Le nombre dérivée est la limite des taux d’accroissements en a et on utilise aussi le changement
de variable z = a 4+ h pour écrire que
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f/(a):}llii%f(a—’_h})l_f(a)?

La propriété suivante permet de transformer un renseignement de dérivabilité en
approximation utile pour déterminer des limites non-triviales

Si f est dérivable en a, il existe une fonction o — a0 telle que

f@) = fla)+ f(a)(z —a) + (z —a)a(z)  (zel)

— Une réciproque de cette propriété sera énoncée et établie dans la section sur les développements
limités

fi(a) = lim {21

T—a—

fi(a) = lim f(wgg—f(a)

r—at -

Lorsqu’elles existent, les dérivées a droite et a gauche en a sont
uniques

Soit I un intervalle contenant un point a gauche et a droite de
a. Alors, f: I — R est dérivable en a ssi f admet des dérivées a gauche et a droite
égales en a. De plus, dans ce cas

fola) = f'(a) = fo(a)

f dérivable en a = f continue en a

— La continuité en a est une condition nécéssaire pour que f soit dérivable en a.

9.3.2 Opérations

Dans cette section f, g et h désignent des fonctions dérivbles en a, a valeurs dans
R, définies sur un intervalle I contenant au moins 2 points, dont a.

[+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a)
Pour A € R, A f est dérivable en a et (A« f)'(a) = X f'(a)
f X gestdérivable en a et (fxg)(a) = f'(a)x g(a)+ f(a) x ¢'(a)

— Les fonctions polynémes x — Y }'_, arx® sont dérivables sur R.
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Soient f et g des fonctions dérivables en a telles que g(a) # 0.

f

5 est dérivable en a et

PV Fa) x gla) - f(a) x ¢'(a)
(5) () = 9(a)

Alors, le quotient

— Une fonction g dérivable en a est continue en a. Si de plus g(a) # 0, la fonction g ne s’annule
pas autour de a, le quotient 1/g est définie autour de a, dérivable en a et satisfait

(-4

En particulier, on peut dériver le quotient f/g = f x é en écrivant

(£) @ =@ i < 2200

— Les fractions rationnelles (quotient de deux polynomes) sont dérivables sur R privé des points
annulant leur dénominateur.

Soit f : I — R dérivable en a, avec f(I) C J, et soit g : J = R
dérivable en f(a). alors, la fonction g o f est dérivable en a et

(go f)(a) = f(a) x g"o f(a)

Soit f une bijection dérivable en a, avec f’(a) # 0. Alors, la
bijection réciproque f~! est dérivable en b = f(a) et

(Y ) !

()

Lorsque I'on connait bien les propriétés d’une bijection f, il est généralement possible
d’en déduire des propriétés pour sa bijection réciproque, en s’inspirant du procédé
suivant

Méthode 9.45 (pour retrouver la dérivée d’une bijection réciproque)
Hllustration a l'aide des bijections réciproques tan et Arctan
1. Remarquer que f~lo f(z) =2 (xel)

Arctan (tan(z)) = (—g <x< g)
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2. Dériver la relation précédente pour obtenir que f/(x)x (f_l)/ (f(:c)) =1 (x €
I)

/ / _ _r T
tan’(z) x Arctan’ (tan(z)) =1 ( 5 <7< 2)

3. Diviser par f'(x) # 0 et simplifier en utilisant que y = f(x) avec x = f~1(y)
pour obtenir que

Aprés division par tan’(r) = tan(z)? 4 1, il vient

1 1 T T
!/ _ _ . —
Arctan’ (tan(z)) = o' (@)  tan(@)? 11 ( 5 << 2)

Comme y = tan(x) avec v = Arctan(y) pour y € R et —§ < x < T, il suit

Arctan’(y) = R
retan'(y) 1 (y €R)

9.4 Comparaison des fonctions Séquence 27

9.4.1 Fonctions négligeables

programme ® Fonction négligeable au voisinage de a. Notation f = o04(9g)
Extension au cas a = 00
Comparaison des fonctions exponentielles, puissances et logarithmes au voisin-
nage de l'infini, des fonctions puissances et logarithmes en 0.0On présentera a
nouveau les croissances comparées rappelées au premier semestre.

Dans cette section, a désigne un nombre réel ou un symbole a = 400 ou a = —o0 et
fy 9, h, F, G et € désignent des fonctions définies autour de a € R, c’est-a-dire sur
un intervalle I admettant a comme élément ou comme extrémité. Pour simplifier,
on note

f=<g [ = Oa(g)
a f est négligeable devant g en a

non standard
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fonction né- Une fonction est négligeable en a devant une autre fonction lorsqu’elle est égale au
gligeable  16duit de cette fonction par une fonctionde limite nulle en a.

f=o04(9) <= f(x)=g(x) x e(x) avec e =0
a
— Lorsque g ne s’annule pas autour de a, cela revient & dire que f/g tends vers 0 en a.

transitivité En a, si f est négligeable devant g qui est négligeable h, alors f est négligeable
devant h.

[=g=<h = f=<h
a a a

somme Les relations suivantes permettent de simplifier des relations faisant intervenir sommes,

pu‘;:;):;‘sz produit, puissances et quotients.
multiple
quotient f<g <= M <pug ()\ c R*,u c R*)

(f<hetg=<h) = f+g=<h
(f<xFetg<G) = fg<FG
f=<g= ff<g® (k=1)

1 1
f<g = —<= (f non nulle autour de a)
a galf

9.4.2 Fonctions équivalentes

programme ® Fonction équivalentes au voisinage de a. Notation f = ~(g)
a

e [~g=[f=g+0a9)
Extension au cas a = 00
Compatibilité de I’équivalence avec le produit, le quotient et ’élévation a une
puissance.

Dans cette section, a désigne un nombre réel ou un symbole a = +00 ou a = —o©
et f, g, h, F', G et 0 désignent des fonctions définies autour de a € R, c¢’est-a-dire
sur un intervalle I admettant a comme élément ou comme extrémité.
fonctions Une fonction est équivalente en a a une autre fonction lorsqu’elle est égale au produit
équivalentes e cotte fonction par une fonction de limite 1 en a.
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f~g
a

o . <~ f(z) =g(x) x B(z) avec f—1
f est équivalente a g en a a

— Lorsque g ne s’annule pas, cela revient a dire que f/g tends vers 1 en a.

frg <= f=g+o0d9)

f~r
a

f~g = g~ Ff
a a

transitivité  En a, si f est équivalente a g qui est équivalente a h, alors f est équivalente a h.
a a a
signe Deux fonctions réelles équivalentes en a ont méme signe autour de a.

f~g = f(z)et g(x) ont les mémes signes autour de a : ils
a

sont tous les deux nuls, strictement positifs ou strictement négatifs

produit Les relations suivantes permettent de simplifier des relations d’équivalence faisant

puissance : : : :
quotient intervenir produits, puissances et quotients.
(f~Fetg~G) = fg~FG
a a a
frg = ff~g
a a
f~g <— %Nl (f non nul autour de a)
a a9J
Attention : on n’a pas le droit d’ajouter des équivalents en général, c’est illégal. Pour
f(z):=1, F(x):=1, g(x):=-1 et G(z):=-1+uz,
par exemple, on a f(x) > F(z), on a g(x) > G(z) et pourtant on a
flz)+g(x)=0 76):1: = F(x) + G(x).
limite

f;w — f:é (¢ #£0)
f;>0 — fjl
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A Tinfini et en zéro, un logarithme croit moins vite qu'un monoéme. A linfini, un
mondme croit moins vite qu’une exponentielle (qu'une puissance).

In(z)® = P = e (a>0,8>0,y>0)

In(z)® < x=7
o+

9.5 Développements limités Séquence 23 et 33

L’étude des développements limités ne constitue pas une fin en soi et [’'on se gardera
de tout exces de technicité dans ce domaine. La composition des développements
limités n’est pas au programme. On se limitera, en pratique, a des développements
limités au voisinage de 0.

e Définition d’un développement limité. On fera le lien entre un développement
limité a Uordre 1 et la valeur de la dérivée. On pourra introduire et manipuler la
notation xpe(x) avant lutilisation éventuelle de la notation o(x™).

Somme et produit de développements limités.
Formule de Taylor-Young a l'ordre n pour une fonction de classe C™ (Résultat
admis)

e Application de la formule de Taylor-Young au développement limité de fonctions
usuelles (exponentielle, logarithme, x +— (1 + x)® | sinus et cosinus).

Dans cette section, n désigne un nombre entier positif ou nul, f désigne une fonction,
a valeurs dans R, définie sur un intervalle I, contenant au moins deux points, dont
a € R est un élément ou une extrémité.Nous abbrégeons « développement limité
a l'ordre n en a » par DL} (notation non standard) et nous notons le DL} d’une
fonction f de la fagon suivante :

DL2[f] =) cle—a)
N—— o

non standard

Par ailleurs, nous utilisons la notation A=B pour exprimer que le terme A de
gauche est égal a la troncature (obtenue en supprimant les termes négligeables) du
terme B de droite

9.5.1 Généralités

Une fonction admet un développement limité a 'ordre n en a ssi elle se comporte
essentiellement au voisinage de a comme un polynome de degré inférieur a n
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f admet un DL} ssi il existe des nombres cg, - -+, ¢, de R tels
n
que f(z) = 3 eule - a)f + ou((x — a)")
k=0
Lorsqu’il existe, le DL?[f] est unique (cg, - - -, ¢, sont uniques).

— Si f admet en a un développement limité & ’ordre n, alors f admet pour chaque entier m € [0,n]
un développement limité en a a 'ordre m et vérifie

flx) = ch(x —a)f + 04 ((x —a)™)

k=0

Autrement dit, le DL & l'ordre m de f est la troncature & l'ordre m du DL de f & 'ordre n (i.e.
on ne garde que les termes de degré inférieur & m).

— Une fonction f a un DL? ssi sa translatée z — f(a + x) a un DL.

faun DL? < J(cg, -, cn) € C"M: fla+u) = chuk + 0q (u™)
k=0

9.5.2 Opérations

La somme, le produit et les multiples de fonctions avec un DL} admettent un DL].
Si f et g ont un DL, alors DLP[Af] = ADL}[f] (A eR)
Si f et g ont un DL, alors DLg[f + g] = DLy |f] + DLg 9]

Si f et g ont un DL”, alors DL[f x g] =DL"[f] x DL"[g]

a

9.5.3 Développements limités de référence

1 n
1_x:Z:ck+oo(x”) (n € N)
k=0

— Cette formule est la plus important de toutes car elle permet d’effectuer les quotient de déve-
loppment limités.

— Sans somme, cettte formule devient

1
1—2x

=1l+z+a®+-- +a2" 4 op(a")
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9.5.4 Formule de Taylor-Young
Une fonction de classe C" au voisinage d'un point a admet un DLJ.

Soit n € N et f une fonction, a valeurs dans R, de classe C" sur
un intervalle I contenant a. Alors,

" (B (g
fle)=>" fk—!()(x —a)f + 0q((x — a)").
k=0

Les primitives F' d'une fonction f admettant un DL” admettent un DL,

Soit [’ une primitive d'une fonction f admettant un DL}, alors
F admet un DL?™! que I’on trouvre en intégrant celui de f. autrement dit,

DLy [F] = DL}[f]
— Si f: 1 — C est continue sur I et admet le DL
flz) = Z ap(r —a)k + aa((x — a)”),
k=0

alors, une primitive F' de f admet le DL?*?

n+1

F(z) = F(a)+ ) _ o

k=0

(x — a)kt!

il + 04 ((z — a)™ ).
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Plus simplement, le DL, d’une primitive est une primitive du DL

— on peut intégrer un DL, pour trouver de DL d’une primitive (on y gagne un ordre de précision).
Ne pas oublier la constante d’intégration

Si f admet un DL L[ f] et si f’ existe et admet un DL”[f'], alors
DL [f)" = DLy[/']
— Si f: I — R est une fonction dérivable sur I dont la dérivée f’ admet le DL? suivant
()= Zak(:p —a)f + o0, ((x — a)"),
k=0
alors, la fonction f admet un DL?*! donné par

n+1 (

f(z) = f(0) + ZakT + 04 ((x - a)"“).

Plus simplement, le DL d’une dérivée est, lorsqu’il existe, la dérivée du DL

— Si f/ admet un DL,, alors f admet aussi un DL, que ’on peut dériver pour trouver celui de
f' (on y perd un ordre de précision).
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10 Fonctions réelles (comportement global) Sé-

quence 11

10.1 Fonctions réciproques
Représentation graphique de la fonction réciproque

Soient f une bijection d'un intervalle I dans un intervalle J.
Alors, le graphe de f est le symétrique du graphe de f~! par rapport a la droite
d’équation y = x
10.2 Fonctions minorées, majorées et bornées

Fonctions majorées, minorées, bornées.
Dans toute cette section, m et M désignent des nombres réels, f désigne une fonction
réelle et D un ensemble non vide inclus dans son ensemble de définition

f est majorée sur D ssi il existe M tel que f(z) < M (z € D)
f est minorée sur Dssi il existe m tel que m < f(z) (x € D)
f est bornée sur Dssi il existe M tel que |f(z)| < M (z € D)
f est bornée sur D ssi f est minorée et majorée sur D

Les fonctions constantes sont bornées sur R

L’ensemble des fonctions bornées sur D est stable par addition,
multiplication externe et multiplication. En particulier, ¢’est un sous espace vectoriel

de F(D,R)
10.3 Fonctions monotones

Fonctions majorées, minorées, bornées, monotones.

Théoreme de limite monotone. Toute fonction monotone sur la,b] (—oo < a <
b < +00) admet des limites finies a droite et a gauche en tout point de |a,b|.
Comportement en a et b.
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Dans cette section, I est un intervalle contenant au moins 2 points et f est une
fonction a valeurs réelle définie sur

croissante fly) = f(z)
] est strictement croissante [ = I fly) > f(z) (v <y dans )
décroissante fly) < f(z)
] est strictement décroissante I'= ‘ fly) < f(z) (v <y dans 1)

Soit f: I — R, alors f est strictement monotone (resp. mono-
tone) ssi f est strictement décroissante ou strictement croissante (resp. décroissante
ou croissante).

Méthode 10.11 (Pour étudier la monotonie d’une fonction f)
1. Fixer z <y dans [
2. Etudier le signe de f(y) — f(x)
Une fonction monotone sur un segment est bornée
Une fonction croissante sur [a,b[ est minorée sur [a,b]
Une fonction croissante sur ]a,b] est majorée sur ]a,b]
Une fonction décroissante sur ]a,b] est minorée sur |a,b]
Une fonction décroissante sur [a,b] est majorée sur [a,b|
Une fonction monotone sur un intervalle ouvert I admet une

limite finie a droite et a gauche en chaque point de [

Pour la suite de cette section a € R; b € R ou b = +00 et f désigne une foinction
définie sur [a,b[.

Soit f une fonction croissante sur [a,b]. Alors,
f majorée <= f admet une limite finie en b
f non majorée <= f diverge vers +o0o en b

Dans tous les cas, on a lim f(z) = sup f(x).
x—b [a,b]

Soit f une fonction décroissante sur [a,b]. Alors,
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f minorée <= f admet une limite finie en b
f non minorée <= f diverge vers —oo en b
Dans tous les cas, on a lim f(z) = inf f(x).
x—b [a,b]

— On peut également écrire des variantes de ce théoréme sur des intervalles ouverts & gauche ]b,a].

10.4 Fonctions paires et impaires

Fonctions paires et impaires.

10.4.1 Généralités

Dans cette section, f : I — R désigne une application définie sur un ensemble [
symétrique par rapport a 0, c¢’est-a-dire vérifiant

rel < -—xel (10.1)
Remarque : dans la proposition (10.1), on peut remplacer le symbile <= par —>

f est paire sur [ <= f(—x) = f(z) (x€l)
f est impaire sur [ <= f(—x) = —f(z) (x € )

Méthode 10.22 (Pour déterminer la parité d’une fonction sur I)

1. Vérifier rapidement que [ satisfait (10.1)

2. Fixer x € [ et simplifier f(—z) (étape généralement simple, mais parfois tech-
nique).

3. Sil'on obtient f(x), la fonction f est paire.
Si 'on obtient — f(z), la fonction est impaire.
Dans les autres cas, la fonction est en général ni paire, ni impaire mais pas
toujours.

— Il n’est quasiment jamais demandé (cela ne sert pas) de prouver qu’'une fonction n’est pas paire
ou qu’elle n’est pas impaire.
Pour y arriver, il faut exhiber un contre-exemple

Les fonctions constantes sont paires sur R

La fonction identité de R est impaire sur R
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Si0€ [ etsif estimpaire sur I, alors f(0) =0

10.4.2 Opérations

Dans cette section, nous détaillons rapidement quelques opérations qui permettent
de déterminer plus rapidement (que par le calcul) si une fonction est paire ou im-
paire.Pour expliciter ces opérations, nous utilisons une notation pratique mais non
standard

paire + paire = paire impaire + impaire = impaire
paire X paire = paire paire X impaire = impaire
. . . . o . paire o .
impaire X impaire = paire paire — Paire
paire _ . . impaire __ . .
fnpaire — iMMpaire Tpaire = impaire
impaire __ . . . .
fmpaire — Paire fonction o paire = paire
impaire o impaire = paire paire o impaire = paire

Comme pour les limites, il existe quelques opérations, dont il n’est pas possible a
priori de prévoir le resultat (formes indeterminées), sans faire un calcul détaillé,
comme « paire + impaire = 7 »

Soit f une fonction dérivable sur I. Alors,
f paire sur I = f’ impaire sur I
f impaire sur I = f’ paire sur [

Soit f : I — J une bijection impaire. Alors, J satisfait (10.1)
et la bijection réciproque f~! est impaire sur J

— Une fonction paire ne peut pas étre bijective

10.5 Fonctions périodiques

Fonctions périodiques

10.5.1 Généralités

Dans cette section, T désigne un nombre réel non nul et f : I — R désigne une
application définie sur un ensemble [ invariant par la translation suivante

rel <+ x+Te€el (10.2)
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Remarque : dans la proposition (10.2), on ne peut pas remplacer le symbole <= par
le symbole —-

f est T-pérodique sur [

f admet la période T sur [ l = fla+T)=fl2) (zel)

— Une fonction périodique ne peut pas étre bijective

f est T anti-pérodique sur
C — T)=—
f admet l'anti-période T sur 1 f(z+T) f@) (ze

1)

Méthode 10.30 (Pour déterminer la périodicité d’une fonction sur [)

1. Intuiter le plus petit nombre réel (en valeur absolue) pour lequel I satisfait (10.1)
et qui semble convenir pour f

2. Fixer x € [ et simplifier f(z + T) (étape généralement simple, mais parfois
technique).

3. Sil’on obtient f(x), la fonction f est périodique, de période T
Si 'on obtient —f(z), la fonction est antipériodique, d’anti-période T.
Dans les autres cas, la fonction est en général ni périodique, ni antipériodique
mais pas toujours.

— 1l n’est quasiment jamais demandé (cela ne sert pas) de prouver qu'une fonction n’est pas
périodique ou qu’elle n’est pas antipériodique.
Pour y arriver, il faut exhiber un contre-exemple

T période = k x T période (keZ)

kxT période (k € Z* pair)

T antiovériod
antl-periode == { kxT  anti-période (k € Z* impair)

— Il est souvent utile de trouver la plus petite période (ou anti-période) d’une fonction. En général,
on la cherche parmi les diviseurs d’un nombre convenable T' # 0 précédemment trouvé

Pour T # 0, les fonctions constantes sont T-périodiques sur R

10.5.2 Opérations

Dans cette section, nous détaillons rapidement quelques opérations qui permettent
de déterminer plus rapidement (que par le calcul) si une fonction est périodique (pour
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le méme 7" # 0) ou antipériodique.Pour expliciter ces opérations, nous utilisons une
notation pratique mais non standard

périodique + périodique = périodique antipériodique + antipériodique = antipériodique
périodique X périodique = périodique périodique x antipériodique = antipériodique
antipériodique x antipériodique = périodique % = périodique
% = antipériodique % = antipériodique
% = périodique fonction o périodique = périodique

Comme pour les limites, il existe quelques opérations, dont il n’est pas possible a
priori de prévoir le resultat (formes indeterminées), sans faire un calcul détaillé,
comme

périodique + antipériodique =7 fonction o antipériodique =7

Soit f une fonction dérivable sur I. Alors,

f T-périodique sur I = f' T périodique sur [
f T-antipériodique sur I = f’ T-antipériodique sur [

10.6 Fonctions continues

Fonctions continues sur un intervalle, opérations algébriques, composition.
Théoreme des valeurs intermédiaires.
L’image d’un intervalle (respectivement un segment) par une fonction continue
est un intervalle (respectivement un segment). Notations matiy f et mingp) f-
e Théoreme de la bijection. Toute fonction continue et strictement monotone sur
un intervalle I définit une bijection de I sur l'intervalle f(I). Sa bijection ré-
ciproque est elle-méme continue et a le méme sens de variation.On utilisera ce
résultat pour l'étude des équations du type f(x) = k.En liaison avec l’algorith-
mique, méthode de dichotomie.
e Représentation graphique de la fonction réciproque.

10.6.1 Généralités

Dans cette section, D désigne un ensemble et f : A — R une application définie sur
un domaine A réel
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f continue sur D <= (f est continue en a pour a € D) (D C
Dy)

— Lorsqu’on dit qu’une fonction est continue, sans préciser sur quelle ensemble, cela sous-entend
qu’elle ’est sur son ensemble de définition. En cas d’ambiguité, il faut 1 préciser.

Les fonctions constantes sont continues.
La fonction identité est continue.

Les fonctions polyndémes sont continues.

C(D,R) =C°D,R) = {f : D — R continue}
C(I,R) est un R-SEV de F(I,R)

La somme, les multiples et le produit de fonctions continues sur
un ensemble D est continue sur D.

— En particulier, on calcule avec les fonctions continues comme avec les nombres réels

Le quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas, de deux fonctions continues est
continue.

Soient f et g des fonctions continues sur D telles que g(a) # 0 (a € D).

Alors la fonction 5 est définie et continue sur D.

Lorsque cela a un sens, la composée de deux fonctions continues est conctinue
Soient deux applications f: I — R et g: J — R. Alors,

faycJ
f continue sur I p = g o f continue sur [
g continue sur J

La bijection réciproque d’une bijection f continue est continue.

Soit f : I — J une bijection continue sur I. Alors, la bijection
réciproque f~! est continue sur J.

10.6.2 Théoremes fondamentaux



85

L’image d’un intervalle par une fonction continue réelle est un
intervalle

L’image d'un segment par une fonction continue réelle est un
segment

— Ce théoréme est & la fois un théoréme de compacité (concernant les majorations, minima et

maxima globaux de la fonction) et un théoréme de connexité (affirmant que I'image de I’ensemble
de départ (qui est en un morceau) est en un morceau)

Une fonction continue sur un segment est bornée
Une fonction périodique et continue sur R est bornée

théoréme des Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Alors [f(a), f(b)] C
valeurs in- f([a,b])

termédiaires

— Autrement dit, pour chaque y €]f(a), f(b)], il existe = €]a,b| tel que y = f(x). Toutes les valeurs
entre f(a) et f(b) sont atteintes entre a et b par la fonction f.

— Ce théoreme est un corrolaire du théoreme précédent

Le corrolaire suivant est communément utilisé pour remplir plus rapidement la ligne
du signe de f’ dans les tableaux de variation

Une fonction réelle continue sur [a,b] qui s’annule uniquement
en a et en b est soit strictement positive sur ]a,b|, soit strictement négative sur |a,b]

théoréme des

valeurs in- f continue sur |a,b]
termédiaires
F=e —  Jerlc f(lab])
ot
b

— Autrement dit, pour chaque y €]f(a), f(b)], il existe z €]a,b| tel que y = f(x). Toutes les valeurs
entre f(a) et f(b) sont atteintes entre a et b par la fonction f.

— Ce théoreme est un corrolaire du théoreme précédent

théoréme de
la bijection Soit f une application réelle, continue et strictement monotone

sur un intervalle 1. Alors, f est une bijection strictement monotone de I sur J =
f(I), qui est un intervalle. La bijection réciproque f~1 est continue sur J et a le
méme sens de variation que f
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Lorsqu’une fonction réelle possede sur un intervalle I deux des caractéristiques sui-
vantes : bijective, monotonie stricte, continuité, elle possede également la troisieme.

Soit f une application réelle définie sur un intervalle I. Alors,

f continue sur f continue sur f bijective sur [
f monotone stricte sur f bijective sur [ f monotone stricte sur 1

— En particulier, la bijection réciproque d’une bijection strictement monotone sur un intervalle
est également strictement monotone, de méme sens de variation.

10.6.3 Continuité par morceaux Séquence 17

Fonction continue par morceaux. Une fonction f est continue par morceaux sur le
segment [a,b] s’il existe une subdivision ag = a < a; < --- < an, = b telle que
les restritions de f d chaque intervalle ouvert la;,a; 1| admettent un prolongement
continu a l'intervalle fermé |a;,a;+1]. On exclut toute étude approfondie des fonctions
continues par morceaut.

Une subdivision d’un segment [a,b] est une suite strictement
croissante finie o = {zg,z1, -, x,} telle que xg = a et x,, = b. Autrement dit, on a

a:\x0<x1<---<xn_1<xnzzb.

~

subdivision o

Etant donné un segment [a,b], on dit qu'une fonction f : [a,b] —
R est continue par morceaux sur [a,b] s'il existe une subdivision o = {zg,--, 2}
du segment [a,b] telle que, pour 1 < i < n, la restriction a Uintervalle |z;_1, ;[ de f
soit prolongeable en une fonction continue sur le segment [x;_1,x;].

Une fonction f : [a,b] — R est continue par morceaux sur [a,b]
sst il existe une subdivision o = {zg, - -+, z,} du segment [a,b] telle que

f est continue sur |z;_1,;]
f admet une limite finie & droite en x;_; (1<i<n)
f admet une limite finie a gauche en x;

— autrement dit, pour 1 < ¢ < n, la fonction f doit étre continue sur l'intervalle ouvert Ja; 1, z;|
et admet une limite & droite en x;_; et une limite & gauche en z;.

— une telle subdivision o est alors dite adaptée (ou subordonnée) a f.

— on se moque totalement des valeurs de f aux points xg,x1,: -, Tp.
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Méthode 10.57 (pour prouver qu’une fonction f : [a,b] — R est continue
par morceaux)
1. Déterminer une subdivision o = {xq, - -, z,,} adaptée a f (les morceauz)
2. Fixer i € [1,n] et se restreindre a 1'étude de f sur Uintervalle ouvert |z;_1,x;[
(en général, on dispose d’une formule pour f sur cet intervalle)
a. Prouver que f est continue sur |z;_1,2;]
b. Prouver que f admet une limite finie a droite en z;_1 (il n’est pas nécéssaire
de la calculer)
c. Prouver que f admet une limite finie & gauche en x; (il n’est pas nécéssaire
de la calculer)

Une fonction continue sur un segment est continue par mor-
ceaux sur ce segment

L’ensemble des fonctions continue par morceaux sur le segment
[a,b] est stable par addition, par multiplication externe et par produit. En particulier,
c’est un SEV de C([a,b], R).

— la composée g o f d’une fonction g continue avec une fonction f continue par morceaux est de
classe C* par morceaux.

10.7 Fonctions dérivées Séquence 12

Fonctions dérivables sur un intervalle, fonction dérivée. Notation f.

Dérivée d'un polynome.

Dérivation des fonctions réciproques.

Théoreme de Rolle.

Egalité et inégalités des accroissements finis.

— Sim < f' < M sur un intervalle I, alors ~¥(a,b) € I*,a < bm(b —a) <
f(b) — fla) < M(b—a).<br/>

— Si|f'| <k sur un intervalle I , alors N(a,b) € I?,|f(b) — f(a)| < k|b— a.

Application, sur des exemples, a I’étude de suites récurrentes du type : upy1 =

f(un). Tout exposé théorique sur les suites récurrentes générales est exclu.

e (aractérisation des fonctions constantes et monotones par I’étude de la dérivée. St
f est une fonction dérivable sur un intervalle I et si f' > 0 sur I , f' ne s’annulant
qu’en unnombre fini de points, alors f est strictement croissante sur I.

e Définition et dérivation de la fonction Arctan. L’étude de cette fonction se limi-

tera strictement a ces deux points.
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10.7.1 Généralités
Dans cette section, D désigne un ensemble non vide inclus dans I’ensemble de défi-
érivabilité sur  nition d’une fonction f a valeurs dans R

un ensemble f dérivable sur D ssi  f dérivable en chaque point z € D

— La dérivabilité en un point a est une notion locale alors que la dérivabilité sur un intervalle est
une notion globale. Cette définition est le lien entre les deux notions.

nction dérivée
La fonction dérivée de f est la fonction f': z — f'(z)

Df' = {x: f dérivable en 2} = {x : f'(x) existe}
— La restriction au départ de f’ & I’ensemble de dérivabilité de f est une application
PR . df
— La fonction dérivée f’ de 'application f est plus rarement notée i ou encore D f
x

— 1l existe des fonctions continues sur R qui ne sont dérivables en aucun point.

Df' c Df
classe Cl
CYHIR):={f: I — R dérivable sur I : f' € CO(I)}
CYHIR):={f: I — R dérivable sur I : f et f’ continues sur I}
— fest de classe C° sur I ssi f est continue sur I.
— fest de classe C! sur I ssi f est dérivable de dérivée continue sur I.
C(I,R) est un R-SEV de C(I,R)
10.7.2 Opérations
Dans cette section, f et g désignent des fonctions dérivables sur le méme intervalle
I # (et A € R. Par ailleurs, les opérations décrites sont également valables si I'on
remplace « dérivable » par « de classe C' » dans toute la section
somme
multiple f + g est dérivable sur [
linéarité

A - f est dérivable sur [

f x g est dérivable sur
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— Les constantes et Iapplication identité 2 — x sont de classe C' sur R

— Les fonctions polynémes sont de classe C' sur R et leurs dérivées sont des polynémes. A fortiori,
on peut les dériver indéfiniment.

Soient f: [ — Ret g:J — R deux applications dérivables sur
I telles que g(x) #0 (x € I). alors, le quotient 5 est dérivable sur /

Soient deux applications f : I — R dérivable sur I, g : J — R
dérivable sur J telles que f(/) C J. Alors, la composée g o f est dérivable sur [

— Cette propriété est également valable si 'on remplace la condition « de classe C™ » par « n fois
dérivable ».

Soit f une bijection de I dans J, dérivable sur I telle que
f'(x) #0 (x € I). Alors, la bijection réciproque f~! est dérivable sur .J.

10.7.3 Monotonie

Dans cette section,f : I — R désigne une fonction dérivable sur I, intervalle conte-

nant au moins deux points.
f constante sur I < f'(x)=0 (xe€l)

f croissante sur I < f'(z)

0 (xel
f décroissante sur I <= f'(z) <0 (

)
zel)

VA%

— Cette propriété est vraie également lorsque f est continue mais pas dérivable aux extrémitiés
de I

f(x)>0 (xel) = [ croissante stricte sur [
f'(x) <0 (xel) = [ décroissante stricte sur [

— Cette propriété est vraie également lorsque f est continue mais pas dérivable aux extrémitiés
de I

Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle I,
contenant au moins deux points, dont la dérivée s’annule au plus en un nombre fini
de points. Alors,

( ) = f croissante stricte sur /
(x € I) = f décroissante stricte sur [
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— 11 existe des fonctions strictement croissantes dont la dérivée s’annule, comme z — 3.

10.7.4 Théorémes fondamentaux

Dans cette section, a < b et f : [a,b] — R désigne une fonction continue sur [a,b] et
dérivable sur ]a,b|.

fla) = f(b) = (Fc €labl: f'(c) = 0)

m< fllr)<M (a<z<b) = mb—a)<fb)— fla)<M(Ob-a)

@ <M (a<z<b) = [|f(b)— fla)] < M[b—aql

— si la dérivée f/ d’une application f : I — C est majorée par M sur I, alors, ’application f est
M-lipschitzienne sur 1.

Soit I un intervalle contenant au moins 2 points, dont a, et f
une fonction continue sur 7, de classe C* sur I\ {a} telle que f' admet une limite
finie en a. Alors, I'application f est de classe C! sur I.

10.7.5 Fonctions de classe C™ Séquence 27

e Fonction p fois dérivable en un point.

e Fonctions de classe CP, de classe C*° sur un intervalle.

e Opérations algébriques, formule de Leibniz. Théoreme de composition.
e La dérivée (n + 1) d'un polynome de degré au plus n est nulle.

Dans cette section, n > 2 désigne un nombre entier et f désigne une fonction définie
sur un intervalle I contenant au moins 2 points

f dérivable sur [

f dérivable n fois sur [ <= { f'dérivable n — 1 fois sur I
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La dérivée n'®™€ d’une application f dérivable n fois sur I est
Papplication f(® : I — R définie par ) (z) := ()" D(z) (zel)

Convention 10.84 La derivée d’ordre 0 de f est application f(© = f
— Etant donnés une fonction f: I — R, par convention, on note

vz €1, fO(z) = f(x).
La fonction f(©) = f est parfois appelée dérivée d’ordre 0 de la fonction f.

— Etant donnée une application f : I — R n fois dérivable sur I, on a

d dd d d

veel, F (@) dedzdr dzdx f@)

n dérivations successives

n
— la dérivée n'®™e de la fonction f se note f(™ ou plus rarement T fouD"f.
x

nction indéfi-
ent dérivable f indéfiniment dérivable sur ssi f est dérivable n fois pour

n €N

Les fonctions constantes et identité x — x sont de class C° sur
R

Pour la suite de cette section, n > 1 et f désigne une fonction n fois dérivable sur
un intervalle I contenant au moins 2 points

dérivations

successives f(n) — <f(p)> (n=p) ({L‘) (0 <p< n)

espace Ck
CY(IR) := {f : I — R dérivable : f' € C"}(I,R)} (n €
N*)

C"(1,R) forme un R-sous-espace vectoriel de C(/,R) pour n € N

— Pour n € N, 'ensemble (C™*(I,R), +,.) est constitué des fonctions f : I — R de classe C" sur I,
c’est & dire des applications f : I — R dérivables n fois sur I dont les dérivées f, f', f",--- f(
sont continues sur I.

f continue sur
f €C'(IR) < f dérivable n fois sur [ et

=1 continue sur I
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CtYIR)cC™(IR) (n€N)

— La suite des ensembles C"(I,R), construite par récurence a partir de n = 1, est décroissante au
sens de l'inclusion.

— On note souvent C™(I) plutét que C™(I,R).

C>®(I,R) ={f: I — R indéfiniment dérivable}
CO(IR)={f:] > R:VneN,feC"IR)}
— f est de classe C* sur I ssi elle est indéfiniment dérivable sur I

C*>°(I,R) forme un R-sous espace vectoriel de C(I,R)

10.7.6 Opérations sur les fonctions de classe C" Séquence 27

Dans cette section, A € R et f et g sont des fonctions dérivables n fois sur le méme
intervalle I # (). Par ailleurs, les propriétés décrites sont également valables si I'on
remplace « dérivable n fois » par « de classe C" » et « indéfiniment dérivables » par
« de classe C* » dans toute la section

Les sommes, les multiples et les produits de fonctions dérivables
n fois sur I sont dérivables n fois sur [

Les fonctions polyndémes sont indéfiniment dérivables sur R.

(f +9) @) = @) + g™ (@) (@eT)
(D@ =X [0@) (@ el)

— Dériver n fois est une opération linéaire. En particulier, pour A\,u € Ret f,g € C"(I), la fonction
Af + g est de classe C™ sur [ et

Af +ug)t = Xf0) 4 g™

(£ xa)W@) =3 (1) /9w 0P @en

k=0

— Cette propriété est également valable lorsque 1’on remplace la condition « de classe C™ » par
« n fois dérivable »
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Soient f: I — R et g: I — R des applications dérivables n

fois sur [ telles que g(z) # 0 (2 € I). Alors, le quotient g est dérivable n fois sur 1

— Cette propriété est également valable si 'on remplace la condition « de classe C"™ » par « n fois
dérivable ».

— Les fractions rationnelles (quotient de deux polynomes) sont de classe C*° sur R privé des points
annulant leur dénominateur.

Soient deux applications f : I — R dérivable n fois sur I et
g : J — R dérivable n fois sur J telles que f(I) C J. Alors, la composée g o f est
dérivable n fois sur [

— Cette propriété est également valable si ’on remplace la condition « dérivable n fois » par « de
classe C™ ».

Soit f : I — J une bijection n fois dérivable sur I telle que
f'(x) #0 (z € I). Alors, la bijection réciproque f~1 est dérivable n fois sur .J.

10.8 Etude globale des fonctions d’une variable

Dans cette section, nous cherchons a étudier une fonction f qui n’est connue que
par la donnée d’une formule pour f(x)

Méthode 10.103 (Algorithme classique d’étude)

1. Déterminer ’ensemble de définition Df de f
Etudier la périodicité de f pour réduire ’étude a un ensemble de longueur T
bien choisi (optionnel mais réduit le travail) .

3. Etudier la parité de f pour réduire ’étude a la partie positive d’'un ensemble
symétrique par rapport a 0 (optionnel mais réduit le travail)

4. Déterminer ’ensemble de dérivabilité Df’ de f

5. Déterminer le signe de la dérivée sur ’ensemble d’étude. c’est la partie technique
de lalgorithme, dans les cas les plus difficiles, il n’est pas rare de devoir dresser
le tableau de variation d’une autre fonction bien choisie pour y arriver

6. Dresser un tableau de variation de f (reporter 4+, — et 0 dans la ligne du signe
de f' et les fleches de monotonie et valeurs pour f)

7. Compléter le tableau de variation avec les limites (aux extrémités des fleches)

8. Déterminer les tangentes (dans la ligne des éléments géométriques) (optionnel
mais nécéssaire pour obtenir un graphe ressemblant)
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9. Etudier les branches infinies (branches paraboliques, asymptotes, position par
rapport aux asymptotes) (optionnel, augmente légérement la précision du graphe)
10. tracer I'allure du graphe de f

10.9 Recherche d’extrema Séquence 34, 35, et 36

10.10 Fonctions convexes Séquence 34, 35, et 36

convexité

Soient f: I — R, I intervalle.

f convexe sur [ <= Vxy € I,f(ax +by) = af(z)+bf(y)
— De maniére identique, la concavité est définie par :
f concave sur I <= Va,y € I,f(ax + by) < af(z) +bf(y)

— une fonction est convexe (resp. concave) si tout sous-arc de son graphe est sous (resp. au dessus
de ) sa corde.

inégalité de
convexité Soit f: I — R convexe.

Vn > 2.Voy, - a € LVAL A €RT, YT Ne=1=f| Y e | < ) Mef(p)
1<k<n 1<k<n 1<k<n

aractérisation

Soit f € CY(I,R).
f convexe sur I <= f’ croissante sur I
Soit f € C*(I,R).
f convexe sur [ < Vz € I,f'(z) > 0.

— f est convexe sur I ssi —f est concave sur I.

— On a la méme propriété avec « concave » a la place de « convexe » et « décroissante » a la place
de « croissante »

— Si elle est convexe (resp. concave), une courbe de classe C! est située au dessus (resp. au dessous)
de ses tangentes.

— Etant donnée une courbe convexe (resp. concave), les cordes dont I'une extrémité est fixée sur
la courbe et dont lautre extrémité décrit la courbe (dans le sens positif) sont de pente croissante
(resp. décroissante).
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11 Intégration

11.1 Primitives Séquence 17

e Primitive d’une fonction continue sur un intervalle.
e Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet inter-
valle. Résultat admis.

Dans cette section, F' et f désignent des fonctions définies sur un intervalle I

F' est une primitive de f sur l'intervalle I ssi F' est dérivable
sur [ et F'(z) = f(z) (xel)

Notation 11.2 Une primitive F' de f sur un intervalle I se note F(z) = [ f(¢)dt
1)

Si F' et G sont deux primitives a valeurs dans R d’une fonction
f sur un intervalle 7, alors, il existe ¢ € R tel que G(z) = F(z) +¢ (x € 1)

— Ne jamais oublier la constante d’intégration lorsque 1’on intégre !
Une primitive sur I d’une fonction de classe C™ sur I est de classe

CHlogur 1

Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive
sur cet intervalle

xa—i—l
/madx:a+1~l—c (a4 —1,2 > 0)

d
—w:1n|x|+c (x >0ouzx<0)
T

/cos(x)dx = sin(z) + ¢ (x € R)
/sin(x)dx = —cos(z) +c (x € R)

/exdx:ex+c (r € R)
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/1n(1:)dx =xzln(z) —z+c¢ (x > 0)

d
/ o f_ i Arctan(z) + ¢ (x € R)

11.2 Intégrales sur un segment Séquence 17 et 18

11.2.1 Intégrale des fonctions continues

Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Si f est continue sur un intervalle I, pour tout (a,b) € I? , on définit lintégrale de
fdeaabpar [ ff(t)dt = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur I . Cette
définition est indépendante du choix de la primitive F' de f sur I.

Dans cette section, f désigne une application a valeurs dans R, continue sur un
segment [a,b]

L’intégrale de a & b d’une fonction continue f : [a,b] — R est

/ ' eyt = F() - Fla),

ou F' désigne n’importe laquelle des primitives de f sur le segment [a,b]

— La valeur de I'intégrale ne dépend pas de la primitive F' choisie pour la calculer

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, contenant a.
Alors, 'unique primitive de f sur I, s’annulant en a, est 'application F' définie par

F:I —R
o [ f(t)dt

Par ailleurs, la fonction F est de classe C! sur [

Pour toute primitive F' sur un intervalle I d’une fonction f
continue sur I, on a

| swi=1r = F@) - F@) (e D).

En particulier, pour toute fonction f de classe C! sur I, on a
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/5MWﬂ=wm:ﬂm—fm)

11.2.2 Intégrale des fonctions continues par morceaux

Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Si f est continue sur un intervalle I , pour tout (a,b) € I% , on définit lintégrale de
fdeaabpar [ff(t)dt = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f sur I . Cette
définition est indépendante du choix de la primitive F' de f sur I.

L’intégrale d’une fonction f continue par morceaux sur|a,b] est

b n Tp
[ rwae=3" [ s
@ k=1"Y%k-1
ouxg=a<z <- <z, =">0désigne une subdivision de [a,b] adaptée & f.

— Cette intégrale ne dépend pas de la subdivision adaptée choisie. Par ailleurs, chaque petite
intégrale est définie en tant qu’intégrale sur un segment d’une fonction continue (le prolongement
par continuité & [xg_1,xx] de la restriction de f & |xg_1,xk[

Méthode 11.17 (en présence d’une intégrale) Vérifier qu’elle est bien défi-
nie, c’est-a-dire qu’on intégre une fonction continue (par morceaux) sur [a,b], avant
de la manipuler

— L’aire (algebrique) de la zone délimitée, pour a < z < b, par 'axe des abscisses et le graphe
d’une fonction f continue par morceaux est, par définition, l'intégrale de f de a a b.

— Modifier les valeurs d’une fonction en un nombre fini de points ne modifie pas son intégrale.

11.2.3 Propriétés

Relation de Chasles.
Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment.
Linéarité, relation de Chasles, positivité et croissance. Si f est continue sur [a,b]

et a < b,
b b
/NM</WWt

e (Cas d’une fonction continue, positive sur [a,b] et d’intégrale nulle.




aractérisation

Intégration
par parties

changement
de variables

98

e Intégration par parties.
e Changement de variable. Les changements de variable non affines devront étre
indiqués auzr candidats.

Dans cette section, f et g désignent des fonctions a valeurs dans R, continues par
morceaux sur un segment [a,b]?

Soit f une fonction a valeurs dans R, continue par morceaux

c b c
sur un segment contenant a, b et c. Alors, / f= / f+ / f.
a a b

/ab(Aerug):A/aberu/abg (\eRyu€R)

a<bet f(x)>=0 (a<x<b)l - ff}O

L’application |f| est continue par morceaux sur [a,b] et

/ff‘</j|f|

Soit f : [a,b] — R, une fonction continue et a valeurs positives

ou nulles. Alors,

b
f(x)=0 (a<z<h) = / f(t)dt = 0.
7=0 "

Dans cette section, I désigne un intervalle et les nombres réels a et b vérifient a < b.

Soient f et g des fonctions de classe C! sur [a,b]. Alors,

b b
[ g =t - [ g0

Soient f une fonction continue (par morceaux) sur [e,d] et ¢ :
[a,b] = [c,d] une fonction de classe C! sur [a,b]. Alors,
(b)

/bf(so(x))w’(x)dxz/ f(t)dt.
a ¢(a)
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Soient f une fonction continue (par morceaux) sur [¢,d] et ¢ :

[a,b] — [c,d] une bijection de classe C! sur [a,b]. Alors,
1

d ¢ (d)
dt = z)) ¢ (z)dw
[ a7 rew)ee)

C

— C’est le théoréme précédent avec appliqué pour ¢ = p(a), d = ¢(b), a = p~1(c) et b= ¢~ 1(d)

11.2.4 Sommes de Riemann

Sommes de Riemann a pas constant. La convergence des sommes de Riemann ne sera
démontrée que dans le cas d’une fonction de classe Ct. Interprétation de l'intégrale
en termes d’aire.

Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Alors

1 o1k 1k
/ f@dx:nkmkz_of(;) :nkffmﬁ;f(a>

— Methode des trapezes pour calculer des intégrales. Plutot que de calculer I'aire en utilisant des
rectangles a l’aide de la formule (z;41 — 2;) f(y:), on calcule aire en utilisant des trapézes a l'aide
de la formule

f(@i) + f(2it1)

($i+1 - xz) B ,

donnant Paire du trapeze passant par A(z;,0), B(z;,f(x;)), C(2;4+1,0) et D(xiy1,f(zi41)). Ainsi,
on a

b " | |
/a f#)dt = o Z(xi+1 - xz)w

11.3 Intégrales sur un intervalle quelconque Séquence 28

11.3.1 Intégrale généralisée simple

dans cette section, f et g désignent des fonctions continues par morceaux sur chaque
segment inclus dans un intervalle I fermé en a € R et ouvert en b, qui peut étre un
nombre réel ou I'un des symbdles —oo ou +oc.

L’intégrale suivante converge et est égale a

/{ / /abf(wdt = lim /axf(t)dt,
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si, et seulement si, la limite existe et est finie. Dans le cas contraire, l'intégrale
diverge.

Si f admet une limite finie en b € R, alors l'intégrale ﬁ f
converge. Notant fle plohm(]mnem‘ par continuité de f en b, on a

/; dz‘/)‘ £) dt

continue sur le segment {(l,,f)]

11.3.2 Intégrales des fonctions positives

Dans cette section, f et g désignent des fonctions continues et positives sur l'inter-
valle [a,b] ou a € R et ou b est un nombre réel ou le symbdle +oco.

Lb f converge <= 3N >0, [Ff(t)dt <M (a <x<Db)

la fonction T +—> LI f([)d[, est majorée sur {(l,b{

Théoreme 11.31  Supposons que 0 < f(z) < g(z) pour a <z < b.
o Si ﬁ f diverge, alors ﬁ’ g diverge.
e Si E g converge alors ﬂ’ f converge et 0 < ﬁ’ f< ﬁ g

Théoreme 11.32  Supposons que f = o (g) Alors,
e Si ﬁ f diverge, alors ﬁ) g diverge et [" [ = 0;,( IS g) (hors programme)
o Si E g converge alors ﬁ f converge ct jlb f=o( [Ib g) (hors programme)

Théoreme 11.33  Supposons que f ~ - Alors, Lb f et L” g ont méme nature.
e FEn cas de divergence, .L, f ? ‘L g (hors programme)

e FEn cas de convergence, [Ib [~ ]Ib g (hors programme)
b

11.3.3 Intégrales généralisées réelles

Dans cette section, f désigne une fonction continue sur |aj,ag[U- - -Ulay—1,a,] ou
Ur_ilar,ax41[, ot @ = a1 < --- < a, = b désignent des nombres réels ou les
symboles —oo et 400

L’intégrale suivante converge et vaut

[r=x ([ )
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ssi pour 1 < k < n et ¢ €lag,apr1] quelconque, les intégrales E: f et &k+1 f
convergent. '

f [ converge <= ﬁ [ converge (cel)
Lorsque les intégrales convergent, on a

b c b
[r=[r+[1
Lb Af converge <= ﬁ) f converge (A #£0)
De plus, en cas de convergence ﬁ Af=A E f

e Si ﬁ f converge et si ﬁ g diverge, alors ﬁ (f + g) diverge.
e Si E f et Lb g convergent, alors ﬁ (f +g)dt converge et

f+g u/f+/

Si ﬁ f et ﬁ’ g convergent alors
b b b
[orsmg=x[t+uf'y erpen.

a a
ﬁ f converge absolument ssi ﬁ ] f ‘ converge

Sia<betsi Lb f converge absolument, alors

/abf(t)dt‘ < /ab | f(t)|dt

11.3.4 théoréme fondamentaux

En ECS, il est clairement indiqué que les techniques de calcul (intégration par par-
ties, changement de variables non affine) doivent étre pratiquées sur des intégrales
sur un segment. A fortioti, pour appliquer ces techniques a une intégrale généralisée,
il faudra d’abord « poser un x » et écrire que

/f e o= tim [ p(oya

puis appliquet les théoremes, vus au premier semestre a l'intégrale ﬁ” f(t)de
Comme la formulation du programme officiel n’interdit pas le calcul de primitive
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sur un intervalle ou l'usage de la notation [f]fg, il pourra nous arriver d’utiliser

les propriétés suivantes :

Notation 11.41 Soit f une fonction définie sur U'intervalle ]a,b[, ou a et b sont
des nombres réels ou les symboles —oo ou +o00. Lorsque les limites suivantes sont
toutes les deux définies, on note

)" =1t f0) — i £0)

Soit F' une primitive sur un intervalle [a,b] d'une fonction f
continue. Alors,

[ soar=tre,

a
I'intégrale étant convergente ssi le crochet admet une limite finie

11.3.5 Intégrales de référence

Comme les intégrales ci dessous peuvent se calculer facilement via une primitive, on
peut éviter d’invoquer les propriétés suivantes (mais elles sont utiles comme référence
pour les études de nature)

+0o0
/ e~ dt converge <= a >0
0
oo dt
/ — converge <= a > 1
1t

Ldt
o converge <— a < 1
0
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Algebre

Dans tout cette partie, le symbole K désigne R ou C.
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12 Polynomes Séquence 20

12.1 Forme additive

12.1.1 Généralités

Un polynéme (formel) a coefficients dans K (de I'indeterminée
X) est une suite (ay)ren de nombres de K, nulle & partir d’'un certain rang n, que
’on note

oo n
Y apxt=rP=> aXx*
k=0 k=0

L’ensemble de tous les polynémes a coefficients dans K est noté K[X].

Notation 12.2

n
K[X] := {Zaka :n>=0etag, - an € K}
k=0

Une fonction polynéme peut étre associée a chaque polynome en substituant une
variable a l'indeterminée.

f : R — C est une fonction polynome ssi il existe N € R et
aop, - -+, any dans K tels que

N
flz) = Z apa” (x € R)
k=0

— Le nombre P(z) est la valeur (numérique) du polynéme P en z.
Calculer cette valeur revient a substituer x a la place de X dans l’expression de P
N
La fonction polynéme associée a un polynéme P = Z ap X" est

k=0
la fonction
f: R — C

N
>t

T = agT
k=0

Soient P et ) deux polynomes. Alors, P = ) <= Vz € K,P(x) =
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— Deux polynomes sont égaux ssi leurs fonctions polynémes associées sont les mémes.

— Autrement dit, deux polynémes ayant en tout point de R ou C méme valeur numérique ont
mémes ceefficients.

Les détails techniques subtils de la définition des polynomes formels ne sont pas a
connaitre. En particulier, on pourra librement les identifier aux fonctions polyno-
miales. Cependant, pour la suite de ce chapitre, les propriétés seront exprimés dans
le formalisme des polyndmes (parce que c’est plus naturel), dont le maniement est
familier : on les manipule comme les expressions comportant des variables

12.1.2 Opérations algébriques

Dans cette section, P et () désignent deux polynomes a coefficients dans K
[0.9] ©.9]
P=> aXt et Q=> pXF
k=0 k=0

addition La somme et les multiples (plus généralement les combinaisons linéaires) de poly-
multiple 5 mes & coefficients dans K sont des polynémes & coefficients dans K.

o0 [oe) 0
Z apX* + Z bp X = Z (ax + bk)Xk
k=0 k=0 k=0 M
o0 o0
\- Xk .= Aay ) X A e K
kz—()ak ;}( ) ( )
- - Ck

(K[X], +,-) est un K-espace vectoriel

produit e produit de polynomes a coefficients dans K est un polynéme a coefficients dans K.

o o o0
Z amX™ | x anxn = Z Z ay X by | XF
m=0 n=0

k=0 \m-+n=k

Ck

algébre
On calcule avec les polynomes comme avec les nombres réels

— Autrement dit, on calcule avec les polynémes comme on calcule avec les nombres réels en ce
qui concerne sommes, multiples et produits. Les propriétés classiques (distributivité, associativité,
commutativité, ..) sont valables pour les polynomes.
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Identité n—1
algébrique
P"—Q"=(P-Q)Y P*Q" """ (neN)
k=0
— Cette égalité est vraie pour n = 0 avec la convention selon laquelle P® = Q° = I,, et selon
laquelle une somme vide est nulle.
Bindéme n
de Newton n__ n kAn—k
(P+Q) —Z(k)PQ (n € N)
k=0
— Cette égalité est vraie pour n = 0 avec la convention selon laquelle P° = Q° = 1 et selon
laquelle une somme vide est nulle.
12.1.3 Dérivation
dérivée La dérivée d’un polyndmes a coefficients dans K est un polyndéme a coefficients
dans K.
00 / 00 0o
Z apXF | = Z kapXF—1= Z(A + Dap X*
k=0 k=1 =0
somme (P+Q) =P +@Q
multiple
produit ()\ . P)/ = \- P/
(PxQ)=P xQ+PxQ
— La dérivée d’une combinaison linéaire de polynomes est lacombinaison linéaire de leurs dérivées
AP+pQ) =A-P+p-Q
Formule n
de Leibniz (PQ)(n) _ Z n P(k)Q(n_k) (n c N)
k
k=0
12.1.4 Substitution
composée La composée de deux polynomes a coefficients dans K est un polyndéme a coefficients

dans K.
0.9]

PetQ= Zaka dans K[X])
k=0

QP)=0QoP=> aPt
k=0



107

formules 0o Xk
d 1
© Taylor P(X+a)=) P<’f>(a)F (P € K[X],a € K)
k=0 ’
P(X +a)= ZP<’<>(X)H (P e K[X],a € K)
k=0 '
— La somme est finie car les dérivées de P sont toutes nulles a partir d’un certain rang.
— Pour les polynoémes (uniquement), la variante (beaucoup moins utile) suivante est également
satisfaite
®(x) 0"
P(X+a)=> P (X) 7y
k>0
12.1.5 Degré
degré 00
deg(Zaka) = max{k : aj # 0} (P #0)
k=0
p
Convention 12.23 deg(0) = —o0
deg(c) =0 (c e K¥)
— Le degré d’un polynome non nul est un nombre entier positif.
00 deg(P)
YoapXt=rP= > aqXxt (P+£0)
— Pour un polynéome non nul, le coefficient ageq(p) est appelé coefficient du monéme dominant de
P
polyndéme n
o P#0
unitaire P = Z ap X ¥ unitaire <= 7 o
Gdeg(P) = 1
k=0
somme
multiple
produit deg(P + Q)= max { deg(P), deg(Q) si deg(P) # deg(Q)
dérivation

;
< max { deg(P), deg(Q)} sinon
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deg(AP) = deg(P) (P #0\ €KY

deg(P x @) = deg(P) +deg(Q) (P #0,Q #0)

deg(P')=deg(P) —1 si deg(P)>1
= —00 sinon

space K, [X] L’ensemble des polyndmes a coefficients dans K de degré inférieur a n est noté K, [ X].
K,[X] := {P € K[X] : deg(P) <n} (n€N)

P € Ky[X] <= 3(ap, - an) EK" P =qag+ a1 X + - +

K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X]

12.2 Forme multiplicative

12.2.1 Diviseurs
diviseur Un polynome P est un diviseur de @) ssi () est un multiple de P.
Q divise P <= Q|P <= JR K[ X],P=Q x R
P multiple de Q <= Q|P <= @ diviseur de P

— Lorsque P est un diviseur de @, on dit également que P divise @) et on note P|Q.

— Le polynéme 0 est un multiple de tout polynoéme (tous les polynémes divisent 0).
0]P<= P=0
QP = 0 < deg(Q) < deg(P) (P #0)

division eu-
clidienne Soient deux polynémes P et D # 0. Alors, il existe deux poly-
nomes @ et R, uniques, tels que P = QD + R et deg(R) < deg(D)

P # 0 est reductible dans K ssi P admet un diviseur D € K[X]
de degré vérifiant 0 < deg(D) < deg(Q)
Dans le cas contraire, P est dit irreductible dans K
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12.2.2 Racines et multiplicités

Dans cette section, n € N, a € K et P désigne un polynéme de K[X]
L’équation algebrique (polynomiale) associée & un polyndéme P = S8 jap X ket
I'équation P(z) = 0, c’est a dire

Z apzk =0

0<k<N

d’inconnue z variant dans K.
Un zéro (ou une racine) d’un polynéme P est une solution de I’équation polyndmiale
P(x) =0.

« racine de P

« zéro de P ‘<:>P(a):0

Pla) =0 <= (X —a)|P < 3Q € K[X],P = (X — a)Q

a est une racine de P de multiplicité n ssi
P(a)=0
P=D(a) =0
PM(a) #0

La multiplicité n de z en tant que racine d'un polynéme P est
un entier de N.

Si z est racine de P, n > 1 et sinonn =0

a racine de multiplicité n de P <— P = (X —a)"Ret R(a) #0
— (X —a)"|Pet (X —a)"t! JP

— La multiplicité de « en temps que racine de P est le plus grand entier n > 1 pour lequel il existe
R € K[X] tel que

P=(X-a)"R.

C’est aussi le plus grand entier n > 1 pour lequel on a
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P(a) =0,
P'(a) =0,
PO (a) =0
Les nombres deux a deux distincts aq, - - -, aj sont des racines
de P de multiplicité respective ny,- -, ng ssi (X —aq)™-- (X — ag)"™ divise P.

Un polynéme P # 0 admet au plus deg(P) racines distinctes

Si P € K, [X] admet au moins n + 1 racines, alors P =0
Tout polynéme non constant admet au moins une racine dans C.

deg(P) > 1= 3acC:Pla)=0

P irreductible dans C <= P € C{[X]*

12.2.3 Décomposition en produit

n

Dans cette section, P = chX " désigne un polynome de degré n > 1 a coeffi-

cients dans K, dont les racines complexes aq,. .. admettent respectivement les
multiplicité nq, ..., n,.

3(2’1,---,Zn) € (Cn,P =cCp H (X — Zk)

1<k<n

— Les nombres aj, ..., a, sont uniques (& une permutation pres). Ce sont les racines de P

P =c¢, ngkgp(X — g, )"k
Cette décomposition est unique a permutation des racines pres

— Cette identité constitue la décomposition de P en produit de polynomes irreductibles.
— Un polyndéme de degré n > 1 admet exactement n racines dans C, pas forcéme nt distinctes.
nl+---+n,=n

Un polynéme non nul admet autant de racines complexes, comp-
tées avec multiplicité, que son degré
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Les racines de X2 — sX + p sont z et 2/ ssi
s=z+2
p=2z7

— On obtient ces relations en développant 1’'identité
X2 —sX+p=(X—-8)(X—2)

et en identifiant les coefficients des mondémes X° et X1.

Décomposition des polynomes réels

Pour la suite de cette section P désigne un polynome a coefficients réels

lyndémes réels
« racine de P <= @ racine de P

Les racines complexes de P sont conjuguées. (" en particulier,
on peuz rassembler les racines de P qui ne sont pas réeelles par paires)

P irreductible dans R <= (P € R;[X]* ou P trindéme de discriminant A < 0)

Deux racines complexes conjuguées de P ont la méme multipli-
cité.

— On obtient un polynéme réel en couplant les racines conjuguées, en effet
(X —a)"(X —a)" = [(X —a)(X —@)]" = [X? — 2Re(a) X + [a?[]"
Si a € R, on remarque de plus que A = 4Re(a)? — 4|a|? < 0.

Un polynéme réel P = > 7 cx X de degré n > 1 se décompose
de maniere unique sous la forme

p q
P =co [ J(X =80 x [ (X2 + arX + o)™
=1 (=1

ou les 1, ..., 3, sont des racines réelles de P et ou le discriminant du trinéme réel
X2+ ayX +by est strictement négatif (il ne posséde dont que des racines complexes

irréelles conjuguées) et ou
n = Z ng + 2 Z my
1<U<p 1<l<q

racines n!¢me

de l’unité Xt"—1= 221 <X — e2ﬂ—ik/n> (TL > 1)
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13 Systemes linéaires Séquence 9

Tout développement théorique est hors programme.

e Définition d’un systéme linéaire.

e Systeme homogene. Systeme de Cramer.

e Résolution d'un systeme linéaire par la méthode du pivot de Gauss.
La méthode sera présentée a l’aide d’exemples. On adoptera les notations suivantes
pour le codage des opérations €lémentaires sur les lignes :L; < L; + aL; avec
i#j, Li < al; avec a # 0,L; <> L;, Li < aL; +bL; (a #0, i # j).
Ecriture matricielle d’un systéme linéaire.
Calcul de l'inverse de la matrice A par la réso-lution du systeme AX =Y.
Inversibilité des matrices triangulaires, diagonales.

— Les outils de ce chapitre font parti des bases importantes, ils sont utilisés en concours pour :
— Reconnaitre le type d’une suite et identifier ses éléments caractéristiques

— Trouver une formule pour u,,

— Utiliser la somme des termes d’une suite au cours d’un calcul complexe.

Utilisation en ds/concours : fréquente.

13.1 Systemes linéaires

Dans ce chapitre, m et n désignent des entiers, a;, b; et a; ; désignent des constantes
de K et x; désignent des variables qui prennent des valeurs dans K

Une équation linéaire de n variables x1, - - -, x,, avec second membre est une équation
du type

a1x1 + asxo + -+ apnry =0
L’équation est dite « homogene » ou « sans second membre » lorsque b = 0. Dans le

cas contraire, elle est dite « avec second membre ».

Un systeme linéaire est un systeme constitué d’équations linéaires.

a1ry  +aipry - ta1 T, = by
() as 1wy +agore -+ +azpr, = by
am, 121 +am72x2 o +am,nxn = bm

Le systéme est dit « homogene » ou « sans second membre » lorsque toutes ses
équations sont sans second membre. Il est dit « avec second membre » dans le cas
contraire.

— Le systéme homogene associé a (S) est le systeme
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a1y +aigre - taipr, =0
(H) 2171 +ag2r2 - +azpr, =0
Am1T1  +am2Ty o tapaT, =0

Un systeme linéaire est de Cramer ssi il a une unique solution

Un systeme linéaire est dit « carré » lorsqu’il possede autant d’équations que d’in-
connues (m = n) et « rectangulaire » dans le cas contraire (m # n).

Un systeme linéaire carré est dit « triangulaire supérieur » lorsque ses coefficients
en dessous de la diagonale principale (les a; j pour ¢ > j) sont nuls.

— On dit aussi qu'un systéme rectangulaire est triangulaire supérieur lorsque les coefficients du
carré supérieur gauche en dessous de la diagonale principale sont tous nuls.

— La notion de systéme triangulaire inférieur existe aussi, mais traditionnellement, on travaille
plutot avec des systemes triangulaires supérieurs

— Un systeme triangulaire supérieur se résoud relativement facilement, par réinjection dans les
lignes supérieures.

Un systeme linéaire carré est dit « diagonal » lorsque ses coefficients en dehors de la
diagonale principale (les a; ; pour ¢ # j) sont nuls.
— Un systeme diagonal est trivial a résoudre.

— On dit aussi qu'un systéme rectangulaire est diagonal lorsque les coefficients du carré supérieur
gauche en dehors de la diagonale principale sont tous nuls.

Deux systemes sont dits équivalents ssi ils ont les méme solutions.

Deux systemes sont équivalents ssi ils ont les méme solutions.

> Simplification de systémes

x—l—y:l(:)} r=1

13.2 Opérations élémentaires

En intervertissant deux lignes (opération élémentaire Li <— L;), on transforme un
systeme d’équations linéaires en systeme équivalent.
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— Souvent, il n’est pas nécessaire d’intervertir les lignes

> Systéme « diagonale » ou « triangulaire » :

2y =6<:> 3z =9
3z =9 2y =6

itiple de ligne En multipliant une ligne par un nombre non nul (opération élémentaire Li +— A\L;),
on transforme un systeme d’équations linéaires en systeme équivalent.

> Simplification de ligne :

20 +4y =6 r+2y=3 x=3
{3x—6y:9‘:*{x—2y:3‘:’{y:o

Combinaison En ajoutant a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes (opération élé-
aire de lignes  yentaire Li <— Li + Y. j#iAjLj), on transforme un systéme d’équations linéaires
en systeme équivalent.

Li —={ Li +j2#>\ij (A € K)

> Pivot : Ly +— Lo — 214

—2y:2 T+2y =3 z =4
{2x+3y9 { Ty="17 {yl
Pivot (sans Pour éviter un pivot de Gauss sans effectuer de division, il est utile d’avoir recours
division) 3 1’opération suivante

L; aLi—i-bLj
Ce = (a #0,b € K)
Lj Lj

> Pivot : Lo +— Lo — 21,4

—2y:2 T+2y=3 x=4
{2x+3y9(:>{ 7y7‘:’{y1
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En effectuant plusieurs opérations élémentaires, on transforme un systeme linéaire
en systeme équivalent a condition de les éffectuer successivement (en série).

— On évitera d’effectuer plusieurs opérations élémentaires simultanément (en paralléle) car cela
ne transforme pas forcément un systéme linéaire en systéme équivalent.

230—1—4y:6<7&> 5z — 2y =15 Ly+— L+ 12
3r—6y =9 Sr —2y =15 Ly <+— Lo+ L1

— Lorsque le résultat de plusieurs opérations élémentaires ne dépend pas de 'ordre dans lequel
elles sont effectuées (prendre le temps de le vérifier), on pourra les effectuer en paralléle.

20 +4y =6 x+2y=3 Ly <+— Ly/2

En isolant dans une ligne une variable que I'on substitue dans les autres lignes, on
transforme un systeme d’équations linéaires en systeme équivalent.

— Cette opération n’est pas élémentaire mais revient a effectuer plusieurs opérations élémentaires
— La substitution est déconseillée parce qu’elle conduit plus facilement a des erreurs qui, par effet
boule de neige, sont le plus souvent catastrophiques et difficilement corrigeables

13.3 Reésolution

Pour résoudre un systeme linéaire, on lui applique successivement des transforma-
tions pour le simplifier et obtenir un systeme équivalent triangulaire ou diagonal.
Pour résoudre le systéme, on procede par substitutions en diminuant progressivement

le nombre de variables.
— Ceux qui utilisent cette technique de résolution sont con-damnés a commettre des erreurs.

La méthode de Gauss consiste a résoudre le systéme, en procedant par pivots pour
éliminer des variables et rendre le systéme soit diagonal recommandé, soit triangu-
laire.

— Il est recommandé d’utiliser cette technique de résolution : les calculs sont simples, rapides,
compréhensibles et moins sujets aux erreur, qui sont elles mémes, faciles a trouver et a corriger.

Méthode 13.9 (Méthode de Gauss)
1. choisir un pivot non nul (de préférence un petit nombre entier)
2. Effectuer l'opération L; <— al; — bLpivot pour éliminer les variables sur la
colonne du pivot
a. Factoriser et simplifier les lignes au besoin
b. Enlever les lignes 0 = 0 (dédupliquer les lignes identiques)
c. En cas de ligne 0 # 0 (ou de relations incompatibles), le systéme n’a pas de
solution.
3. Recommencer en choisissant un pivot sur une autre ligne et une autre colonne
4. Lorsque le systeme est diagonal, faire passer les variables supplémentaires a
droite de 1’égalité
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=1

T+ y +32=7 :>L<—L—L 20 + 42 =6 <= v+ 2z =
r+3y+ z =7 3 3 1 dy + 22 =6 20+ 2z =
Ly — Ly + Lo ,+[374 + z =4

<= y+22= 3 <— —1—222
L3<—L3—2L2 o 5 _

— JK —J 7| =

Li+— L1 —L = 3
‘:’L;<—L;—223 - }

soit la solution nulle

Un systéme linéaire homogene a i ) o .
y & soit une infinité de solutions

La solution générale d'un systéme linéaire S est la somme d’une de ses solutions
particulieres et de la solution générale du systeéme linéaire homogene (H) associé.

Soit xg une solution particuliere de S, de systeme homogene

associé H. Alors,
x solution de S <= x — z( solution de H

— Lorsqu’un systeme linéaire admet une infinité de solutions, il est possible d’exprimer une partie
des variables en fonctions des autres, qui peuvent prendre toutes les valeurs possibles.

r4+y=l<=—z=1-y (yeR)<—=y=1—2x (x € R).

soit aucune solution
Un systeme linéaire a | soit une unique solution
soit une infinité de solutions
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14 Matrices Séquence 13

Matrices rectangulaire

Ensemble M,, ,(K) des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans
K.

Opérations dans M, ,(K).

Produit matriciel.

Transposée d'une matrice et transposition d’un produit, Notation tA.
Addition, multiplication par un scalaire. On pourra faire le lien entre le
produit AB et le produit de A avec les colonnes de B.

Cas des matrices carrées

Ensemble M,,(K) des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.
Matrices triangulaires, diagonales, symétriques, antisymétriques.

Matrices inversibles, inverse d’une matrice. On admettra que pour une matrice
carrée, uninverse a gauche ou a droite est l’inverse.

Ensemble GL,,(K).

Inverse d’un produit. Transposition de l'inverse.

Formule donnant I'inverse d’une matrice carrée d’ordre 2.

Les outils de ce chapitre font parti des bases importantes, ils sont utilisés en concours pour :
Reconnaitre le type d’une suite et identifier ses éléments caractéristiques

Trouver une formule pour wu,,

Utiliser la somme des termes d’une suite au cours d’un calcul complexe.

Utilisation en ds/concours : fréquente.

14.1 Matrices

Une matrice a p lignes et ¢ colonnes d’éléments de K est un

tableau de pg nombres de K

a1 a2 ... Qlp
a1 G2 ... Q24 )
A= (ajj)i1cicr = ) _ p lignes
1<5<q : :
ap1  Gp2 ... Opg

-~

q colonnes
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— Les matrices a p lignes et une colonne sont appelées matrices colonnes ou vecteurs colonnes a
n lignes/composants.

— Les matrices a n lignes et n colonnes sont appelées matrices carrées de taille n.
— Les matrices a une ligne et ¢ colonnes sont appelées matrices lignes
— Une matrice est dite carrée si elle a autant de colonnes que de lignes

— La taille d’une matrice carrée est son nombre de colonnes et de lignes

espace des L’ensemble des matrices, a p lignes et ¢ colonnes, d’éléments de K est noté M,, ,(K).
matrices

M, 4(K) := {A: matrice a p lignes et ¢ colonnes d’éléments de K}
— Par convention, on note M, (K) := M,, ,(K).

matrice nulle La matrice nulle de M, ,(K) est la matrice, notée 0, dont tous les coefficients sont
nuls.

Notation 14.3 0= (0)1<icp = ( )
1<j<q
non standard
— Une maniere alternative (et plus officielle) de représenter la matrice nulle est

0 --- - 0

0 -+ - 0

matrice unité  La matrice unité (ou identité) de taille n est la matrice carré de M,,(K) dont tous
identité ]og coefficients valent 1 sur la diagonale principale et 0 ailleurs.

1
Notation 14.4 I, := n lignes (n>1)
1

n colonnes

— Une maniére alternative (et plus officielle) de représenter la matrice identité est
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14.2 Opérations

Dans cette section n, p et ¢ désignent des entiers strictement positifs et A et B
désignent des matrices de M, ,(K)

14.2.1 Sommes

La somme de deux matrices est la matrice de la somme de leurs coeflicients.

somme
(aiJ) 1<i<p + (bi,j) 1<i<p = (az‘,j + bi,j) 1<i<p
1<i<q 1<i<q 1<i<q
— La matrice A + B est la matrice
ai1 +b1,1 al,q—i—bl}q
aij+bij
ap1 + bp1 e ap,q +bpg
14.2.2 Multiples
multiple Le produit d’'un nombre et d’une matrice est la matrice obtenue en multipliant

chacun de ses coefficients par le nombre.
A- (aw') 1<i<p 1= (Aai,j) 1<i<p
1<5<q 1<5<q

— La matrice ) - A est la matrice

>\CL1,1 e )\CLLq

AA = Aafi,j

)\ap@ . )\ap q

)

14.2.3 Produits

produit
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Soient A € M, ,(K), B € M,, (K). Alors, AxB := ( Z a@kbk,j)

1<i<p
1<k<n 1<j<q
—_——

Cij

— Pour que le produit de A par B soit possible, il faut que le nombre de colonnes de A soit égal
au nombre de lignes de B.

— Le produit A x B a autant de lignes que A et de colonnes que B.

— pour effectuer rapidement un produit de matrices, la construction mentale suivante est recom-
mandée :

b1,1 Q by
) )
q
3
b2 1 =] b2
_ ; \q
Cij=ai1bij+ -+ a;nbn; £ .
.
bn,l \L b'n,q
a1 ai2 ... Qin c11 - L Clk
— Ligne 1 — Cij
an,1 ap2 ... Qpn : :
’ ’ ’ Cm,1 - L Cmik

— Attention : le produit matriciel n’est pas commutatif

(é)x(o 1):(8 é) £ (0)=(0 1)><((1))

Dans la suite de cette section, les lettres A, B et C' désignent des matrices dont les
dimensions rendent possibles les opérations considérées.

secte (AxB)xC=Ax (BxC)= Ax BxC
bilincarite (A+pB)C =MC+uBC
C(AM + uB) = ACA + uCB :
ronile (A-A)xB=Ax(A-B)=\-(AxB) (AeK)
lément neutre
a gauche Pour Ae My, ,(K), [, x A=Aet AxI,=A

a droite
aux deux . . . . . .
— La matrice I, est un élément neutre (& droite et & gauche) pour x dans ’ensemble des matrices

carrées de taille n
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I.xA=AxI,=A (A e M,(K))

14.2.4 Transposition

Dans cette section, les lettres p et ¢ désignent des entiers strictement positifs et
A = (a; ;) 1<i<p désigne une matrice.

1<j<q
transposition
YA = Y ) ieicr = (s i) 1<
= (al,]) 1<i<p = (ay,z) 1<i<q
1<5<q 1<5<p
— La transposée de la matrice
al,l CLLQ e an
a2,1 aA22 ... dA24 .
A=(a;;)1<icr = . . p lignes
1<ji<q . .
ap,1 Gp2 ... dpg
g colonnes
est la matrice obtenue par symétrie de la matrice A par rapport a sa diagonale principale
ail a1 ap11
" air2 a2 ... Qap2 .
A= (a;;) 150 = ) ) q lignes
T 1<i<p . .
1,q Q2,4 --- GQpg
P colonnes
— Les lignes Ly, -+, L, de A deviennent les colonnes Cy, -+, C;, de A.
— Les colonnes C1, - -,y de A deviennent les lignes L}, -, L; de YA
— La transposée d’une matrice n X p est une matrice ¢ X p. En particulier, la transposée d’une
matrice carrée de taille n est une matrice carrée de taille n.
Dans la suite de cette section, les lettres A et B désignent des matrices dont les
dimensions rendent possibles les opérations considérées.
involution
linéarité ¢ <tA> =A
produit

‘M +uB)=NA+u'B (AeKuck)

“(AB) ="'B'A
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14.2.5 Inverse
Dans cette section, A et B désignent des matrices carrées de taille n.
Binverse de A<—= Ax B=BxA=1,

Lorsqu’il existe, 'inverse d’une matrice A est unique et est noté
A—l

— Une matrice A est inversible ssi elle admet un inverse
— Si A et B vérifient cette relation, alors A et B sont nécéssairement carrées, de taille n

— Une matrice carrée A est inversible ssi AX # 0 pour chaque vecteur colonne X # 0.

A est inversible ssi il existe une matrice B inverse de A

Dans la suite de cette section, A et B désignent des matrices inversibles de méme
taille.

(Ax Byl =B"1x A1

t(A_l) _ (tA>

— Atttention & ne pas se tromper dans ’ordre du produit

14.2.6 Rang

A chaque matrice A, on peut associer un nombre entier unique rg(A), appelé rang
de A

rg(A) = r <= 3P,Q inversibles telles que A = P x <[r > X
Q

— Le rang r d’'une matrice n x p vérifie

En particulier, on a 0 < r < min(n,p).

Le rang d’'une matrice est égal au rang de sa transposée.
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Soit A matrice, alors rg(A) = rg (tA>

— A fortioti, le rang d’une matrice est aussi la dimension de I’espace vectoriel engendré par ses
lignes.

On ne change pas le rang en multipliant une matrice par une matrice inversible.

rg(A) = iigg >><< ig (B inversible)

— Les opérations élémentaires ne changent pas le rang d’une matrice. En effet, les opérations
élémentaires sur les lignes (resp. les colonnes) reviennent a multiplier la matrice a gauche (resp. a
droite) par une matrice inversible.

A=0<=1g(A) =0
A inversible <= A carrée et rg(A) = taille(A)

Méthode 14.26 (Pour calculer le rang d’une matrice A)

1. choisir un pivot non nul (de préférence un petit nombre entier)
Utiliser le pivot pour eliminer les autres nombres sur la méme colonne (resp. la
ligne)

3. Utiliser le méme pivot pour éliminer les autres nombres sur la méme ligne (resp.
la colonne)

4. Recommencer jusqu’a ce que tous les nombres non nuls de la matrice soient seuls
sur leur ligne et leur colonne

5. (optionnel) Faire des échanges de lignes, de colonnes, multiplier des lignes ou
des colonnes par une constante non nulle pour obtenir des 1 sur la diagonnale
principale

6. Le rang est la quantité de nombres non nuls isolés sur leur ligne et leur colonne
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NUSSE (12— -2t
L3<—L3—3L1
3 4 5 6
1 2 3 4 CQ<—CQ—201
= Ig 0 -1 -2 -3 Cg(—O3—3Cl
0 -2 -4 -6 Cy<+— Cy—4C,
1 0 0 0
= g 0 —2 -3 { L3 +— Ly — 2Ly
0 —2 -4 —6
11 0 0 0
L 03<—Cg—202
e 8 02 03 {04%04—302
11 0 0 0
= rg| 0 0 0
0 0 0 O
= 2

14.3 Matrices carrées

Dans cette section, les lettres A,B et C' désignent des matrices carrées de méme
taille.

14.3.1 1 Trace

trace La trace d’'une matrice carrée est la somme de ses coefficients sur la diagonale prin-
cipale.

Tr(ai,j) 1<i<n - — E am'
1<j<n -
1<ig<n

— La trace d’une matrice & coefficients dans K est un nombre de K.

linéarité

produit Tr(M +uB) =ATrA+puTr B (A e Ku € K)

Tr(AB) = Tr(BA)
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14.3.2 Matrices diagonales

Une matrice carrée est dite diagonale si ses coefficients en dehors de sa diagonale
principale sont tous nuls

A diagonale «— A — | e=a;=0 (i#])

Les multiples, les sommes et les produits de matrices diagonales sont des matrices
diagonales.

Soient A\, € K, A,B diagonales.

N+ pB

AB } sont diagonales

Une matrice diagonale est inversible si, et seulement si, ses termes diagonaux sont
tous non nuls.

a a#0 a - a~!
inversible <= : et . = _
—1
gl 770 gl gl
— L’inverse d’une matrice diagonale est une matrice diagonale. En particulier, on a

—1 _
« O[l

Y Y

14.3.3 Matrices triangulaires supérieures

Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure si ses coefficients en dessous de
sa diagonale principale sont tous nuls

A triangulaire supérieure <= a;; =0 (i > 7)

—= A=
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— Une matrice carrée est dite triangulaire inférieure si ses coefficients en dessous de sa diagonale
principale sont tous nuls

(@i ;)1<i,j<n triangulaire inférieure <= (i < j = a;; = 0)
Une matrice est triangulaire supérieure ssi sa transposée est triangulaire inférieure.
. . s . t . . . s .
A triangulaire supérieure <= "A triangulaire inférieure

Les multiples, sommes et produits de matrices traingulaires supérieures sont des
matrices traingulaires supérieures.

Soient A\, € K, A,B triang. sup..

AN+ uB .
AB } sont triang. sup.

— Si A est triangulaire supérieure et inversible alors A~! est triangulaire supérieure.

Une matrice triangulaire est inversible si, et seulement si, ses termes diagonaux sont
tous non nuls.

o o a#0
.- | inversible <=
~ v#0
— L’inverse d’une matrice triangulaire supérieure est une matrice triangulaire supérieure

— L’inverse d’'une matrice triangulaire inférieure est une matrice triangulaire inférieure

14.3.4 Matrices symétriques
Une matrice carrée est symétrique ssi elle est égale a sa transposée.
A symétrique <= A=A

— Une matrice est symétrique ssi elle est symétrique par rapport a sa diagonale principale.
Autrement dit, ssi ses coefficients de part et d’autre de la diagonale principale sont égaux

14.3.5 Matrices anti-symétriques

Une matrice carrée est symétrique ssi elle est égale a 'opposée de sa transposée.
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A anti-symétrique < "A=—A

— Une matrice est anti-symétrique ssi ses coefficients sur la diagonale principale sont nuls et ses
coefficients de part et d’autre de la diagonale principale sont opposés.

14.3.6 Matrices qui commuttent

A et B commuttent <= AB = BA
— Pour ) € K, la matrice AI,, commute avec toutes les matrices carrées de taille n.
L’identité algebrique suivante est satisfait par des matrices qui commuttent

Soient n € N et A et B des matrices carrées qui commuttent.
Alors, A" — B" = (A — B) Z AFBt
k+4=n—1

— Cette égalité est vraie pour n = 0 avec la convention selon laquelle A° = B? = I, et selon
laquelle une somme vide est nulle.

Le bindme de Newton est satisfait par des matrices qui commuttent

Soient A,B matrices carrées avec AB = BA, n € N.

(A+Br= Y (Z)Aka

k+{l=n

— Cette égalité est vraie pour n = 0 avec la convention selon laquelle A° = B? = I, et selon
laquelle une somme vide est nulle.

14.4 Matrices et systemes linéaires

Dans cette section, X = (z;)1<i<n €t B = (b;i)1<i<n désigne deux matrices colonnes
de M, 1(K) et A = (aj;)i<i<n désigne une matrice rectangulaire de M,, . (K).
1<y

SYAS

a11xr1 o FarpTp = by
AX = B <
Un1T1 -+ FanpTp = by

— Les matrices A = (a;,j) 1<i<n X 1= (23)1<i<n €t B := (b;)1<ign sont dites associées au systéme
1<j<p

linéaire.
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— Le systeme linéaire est homogene ssi B est la matrice nulle.

a1171 -0 Faipr, = 0
AX =0 <=

an,.lxl —|—an.,pxp = 0
AX=B<+= X=A"1B (A inversible)
— Un systéme linéaire est de Cramer ssi il admet une unique solution.
— Un syteme n x p est de cramer ssi n =p =17 ou r est le rang du systeme.

— On peut utiliser cette relation pour inverser une matrice inversible

14.5 Rang d’une matrice

Dans cette section, M désigne une matrice de M, ,,(K)

14.5.1 Généralités

Soient n et p deux nombres entiers strictement positifs. Alors, le rang d’une matrice
M e M,,,(K) est le rang de la famille constituée par ses colonnes Cf, - - -, C), dans
'espace vectoriel des colonnes a n lignes M, 1(K), c’est a dire la dimension de
I’espace vectoriel engendré par cette famille.

Rg(M) = Rg(Ch, - -+, Cp) = dim Vect(Cy, - - -, Cp)
M est inversible <= rg(M) =n (M e ./\/ln(K))

Le rang d'une matrice M € M,, ,(K) ne change pas si on la
multiplie par une matrice carrée inversible.

Le rang d’'une matrice est égal au rang de sa transposée
0 < rg(M) < min(n,p) (M € My(K))

Une matrice, qui contient une sous-matrice de rang r, est au
moins de rang r

Une matrice M € M,,, est de rang r ssi il existe P € Gl,,(K)

et Q € Gl,(K) tels que P x M x Q = (Ié‘ 8)

— pour calculer le rang d’une matrice M, on peut la transformer a I’aide des opérations élémen-
taires sur les lignes ET les colonnes afin d’obtenir une matrice du type J,. Le rang de la matrice
est alors le nombre entier r obtenu pour la matrice de type J,.
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15 Espaces vectoriels Séquence 10

Le programme se place dans le cadre des espaces vectoriels sur K avec K = R ou C.

Structure d’espace vectoriel.

Sous-espaces vectoriels. Cette étude doit étre accompagnée de nombreux exemples
issus de l'algébre (espaces K™ | espaces de polynomes, espaces de matrices), de
Uanalyse (espaces de suites, de fonctions).

Combinaisons linéaires.

Sous-espace engendré. On ne considérera que des combinaisons linéaires de fa-
milles finies.

Une famille finie d’un espace vectoriel E est la donnée d’une liste finie (x1,- -+, )
de vecteurs de E. Le cardinal de cette famille est n.

Définition d’une famille libre, d’une famille génératrice, d’'une base. On se limi-
tera a des familles et des bases de cardinal fini. Exemple de la base canonique de
K",

15.1 Espaces vectoriels

15.1.1 Loi interne

Dans toute cette section, E désigne un ensemble non vide et *x désigne une loi
interne de F, c’est-a-dire une application f : ' x E — E dont le résultat est noté

zxy = f(zy)

x loi interne de K <= rxy € £ (re Eyel)

— Autrement dit, le nombre z * y existe et appartient a E quels que soient z,y € E.

* loi commutative <= rxy =y *x (re EyyeR)

— Le résultat du calcul ne dépend pas de lordre (spatial) dans lequel il est effectué : le résultat
est le méme si 'on échange de place z et y.

x loi associative <= (rx*y)+z = xx(yxz) (r € Ey € E,z € E)

— Le résultat du calcul ne dépend pas de l'ordre (temporel) dans lequel il est effectué
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e neutre pour x < ec LFetrxe=ax=ex*x (x € E)
— Multiplier a gauche ou a droite par un élément neutre ne change rien.

Une loi interne admet au plus un élément neutre.

La multiplication admet 1 comme élément neutre dans N mais n’en admet aucun dans 2N.

0 est ’élément neutre pour 'addition dans C.

— 1 est ’élément neutre pour la multiplication dans C.

Soit * une loi interne de £ admettant un élément neutre e. Alors,
x inverse de y pour x <= r*xy =€ =Yy * T
Il existe au plus un inverse d'un élément

— Multiplier a gauche ou a droite par I'inverse donne 1’élément neutre.
— Un élément = de E est inversible pour * ssi z admet un inverse dans E pour

— On utilise le mot « opposé » de préférence a « inverse » pour 'addition

15.1.2 Loi externe

Dans cette section, + désigne une loi interne d’un ensemble non vide E et - désigne
une loi externe de F selon le corps des scalaires K, une application f : K x £ — E
dont le résultat est noté A -z = f(\x)

- loi externe de £ <= \-z € F ANeKz€eE)
— Autrement dit, le nombre A - x existe et appartient & F quels que soient A € K et z € FE.

- loi associative <= (Ax pu) -z = - (p-x) AeKpeKzxe
E)

— Le résultat du calcul ne dépend pas de l'ordre (temporel) dans lequel il est effectué

ANeKpeKzek)

. . . . M I
distributive sur + <— { Ay ANeKxeFEyekFE)
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15.1.3 Espace vectoriel

Soient +, - lois de F.

+ loi interne, associative, commutative,
admettant un élément neutre noté 0,
(E,+,-) K-espace vectoriel <= tous les x € E sont inversibles pour +
- loi externe, associative, distributive sur +
Vee Ell-x=x

— Un tel ensemble sera également appelé un « espace vectoriel sur K ».

— Pour simplifier, un espace vectoriel est un ensemble E plutot sympathique dont on peut ajouter
les éléments ou en prendre des multiples.

— Un espace vectoriel sur C est également un espace vectoriel sur R.
— Un espace vectoriel contient au moins un élément : 1’élément neutre Og.

— Pour simplifier les notations, on écrira Az a la place de \ - x.
L’ensemble K™ muni des lois usuelles + et - définies par

{(x17"'7xn>+(y17"'7yn) = (x1+y17"'7xn+yn)
A (1,0 xn) = (A1, Axp)

forme un espace vectoriel sur K.

Pour n > 1, (K", +,-) est un K-espace vectoriel

Soient A un ensemble non vide et F' un K-espace vectoriel.
Alors, L’ensemble F(A,F) muni des lois + et - définies pour f et G dans F(A,F)
par

(f+9)(z) = [flz)+9(z) (z € A)
A-Nx) = X flz) (A eKz e A)

forme un espace vectoriel sur K.

L’ensemble de fonctions F(R,R), muni des opérations + et -
usuelles, forme un R-espace vectoriel
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L’ensemble des suites RY, muni des lois + et - usuelles, forme
un R-espace vectoriel

Dans la suite de cette section (E,+, ) désigne un K-espace vectoriel

T vecteur <= r € F
A scalaire <= A € K

Le produit d’un scalaire par un vecteur est nul si, et seulement si le scalaire est nul
ou le vecteur est nul.

Arx=0<«= A A=0o0uz=0

. e s . n
x combi. linéaire de x1,---,x, €
— T = E AL
pour les coeffs A\i,---, A\, € K —
— Les coefficients Aq,---, A, réalisant cette décomposition de x sur les zi,---,z,, ne sont pas

nécessairement uniques.

— Un K-espace vectoriel est stable par combinaison linéaire a coefficients dans K

21, T € B et A, Ay € K== M.y + Moo + - + Ayt € B

15.2 Sous-espaces vectoriels

15.2.1 Généralités

Dans toute cette section, (E,+,-) désigne un K-espace vectoriel
Un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel (E, +, ) est un espace vectoriel F’
inclus dans F tels que les lois de F' soient la restriction a F' des lois de E.

FCFE

F(+,.) SEV de F <— {F(Jr, VKBV

— pour simplifier, un sous-espace vectoriel F' de E est un espace vectoriel plus petit que E (au
sens de I'inclusion), muni des mémes lois.

— Soit F un K-espace vectoriel. Alors {0} et E sont deux sous-espaces vectoriels de F.

Si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors O = Op

Soit F K-espace vectoriel.
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FCFE
F SEV de E < F#10
F stable par combi. linéaires

— Autrement dit, F forme un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel E F # (), FF C E et
V(\u) € K2, V(x,y) € F?, Ar+py€F,
c’est-a-dire stable par addition et par la multiplication exterieure

V(x,y) € F?, r+yerF
VAeK,Vr e FE, AreF

Méthode 15.22 (Pour montrer que F' est un K-espace vectoriel)
1. Montrer que F' C E, pour un K-espace vectoriel de référence £

2. Montrer que F # (). Pour cela, il est conseillé de montrer que Og € F
3. Montrer que F' est stable par combinaisons linéaires, c¢’est-a-dire

Y(\p) € K2 V(2,y) € F2 o +uy € F
Une intersection de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de F

.ﬂl Fj est un SEV de E ((Fy)ier des SEV de E)
1€

15.2.2 Espaces vectoriels engendrés

Dans cette section, (E,+,-) désigne un K-espace vectoriel et A désigne une partie
non vide de F

Le (sous-) espace vectoriel (de E) engendré par une partie A C E est le plus petit
sous-espace vectoriel de E (pour l'inclusion) contenant A.

Vect(A) = N F (ACE)
ACF sevde E
n
Vect(A) = {Z Mg in=>lxp €A - xy €A (A, -, M) € K”} (ACE)
k=1

— Le sous espace vectoriel engendré par une partie A est I’ensemble des combinaisons linéaires a
coefficients dans K qu’il est possible de former avec les éléments de A.
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n
Vect(zy, -« xy) = Z)\kxk (A, ) €K (n>=1et (z1, -, x,) € E")
k=1

15.2.3 Familles de vecteurs

Dans cette section, F = (x1,- -+, x,) désigne une famille de vecteurs d'un K-espace
vectoriel
Une famille de vecteurs de E est génératrice ssi son espace vectoriel engendré est

E

F engendre E <= E = Vect(F)

— Une famille F est génératrice si I'on peut fabriquer touls les vecteurs de l'espace avec des
combinaisons linéaires de ses éléments

FengendreF < Vx € E,dn > 1,3(e1, -, e,) € F,AANL, - A € Kz = Aer + -+ e
Pour une famille finie, on peut écrire plus simplement
(e1, -, en) engendreE <= Ve € E,A\L, - A\, e Kz = Ajeg + - + \pep.
<example>La famille constitué des vecteurs (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1) engendrent R3. </example>

— Si (a1, -+, z,) engendre E, on peut écrire tout vecteur x de E' comme une combinaison linéaire
des éléments de cette famille

Ve e E, 3\, -, A\p 2= Aep+-+ Apep

Une famille de vecteurs est libre ssi il existe une seule combinaison linéaire nulle
de ces vecteurs (celledont tous les coefficients sont nuls).

n
(1, -, xy) libre <= (Z Mz =0 N\ = ---:)\n:O)
k=1
— On dit également que la famille (z1,z9, -, x,) est linéarement indépendante dans E.

— Une famille infinie de vecteur est libre ssi chacune de ses sous-familles finie de vecteurs est
libre.

— Si (z1,- -+, x,) est libre, on peut identifier les coefficients :

Arter + -+ Apen = prer + -+ pipe, = Vi € [[Lnﬂ)‘i = Hi
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(x1,22, -, Ty) non libre

.7 "
(‘T17x27.'-71‘n) liée <— El()\l,y)\n>7é(0770> Z)\kxkzo
k=1

— On dit également que la famille (z1,x9, -+, 2,) est linéarement dépendante ou qu’elle admet
une relation de dépendance linéaire.

base

F base de F/ <= F est libre et génératrice dans F

— Les bases d’un espace vectoriel E sont les familles libres et génératrices de E

— Autrement dit, on a
(e1, -, en) base de E <= Vx € E,3( A\, -, \p) 1z = Zx\kek
k=1

Les nombres (A1, -+, A,) sont appelés coordonnées (ou composantes) du vecteur z dans la base
(€1, en).

— L’espace vectoriel K™ est muni d’une base "canonique" (qui s’introduit naturellement) : la famille
(e1,- -, e,) constituée des vecteurs

Vie{lv"'an}v €4 ::(07"'7071a07"'50)'
La méthode suivante sera admise et utilisée judicieusement (avec 11 semaines d’avance)

Méthode 15.31 (ECS*) SiB={ej,- -, ek} est une base de E, alors
o Festlibre < rg(Matp(F)) = card(F)
e Fest génératrice dans E < rg (Matp(F)) =k

15.3 Espaces vectoriels de dimension finie Séquence 21 et 22

programime

Espaces admettant une famille génératrice finie.
Existence de bases
Si L est libre et si G est génératrice, le cardinal de L est inférieur ou égal au
cardinal de G.
Dimension d’un espace vectoriel. Notation dim(E)
Caractérisation des bases. Dans un espace vectoriel de dimension n, une famille
libre ou génératrice de cardinal n est une base.
e Rang d’une famille finie de vecteurs.
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e Théoreme de la base incomplete.
e Dimension d’un sous-espace vectoriel. S7 ' est un sous-espace vectoriel de E et
st dim(F) = dim(E) , alors F = E.

15.3.1 Dimension
Dans cette section, F désigne un K-espace vectoriel

E de dimension finie <= FE contient une famille génératrice
finie

(é1,- -, em) libre dans E

<
(f1,--+, [n) génératrice de E} = msn

FE de dimension infinie <= F contient une famille libre infinie

Toute famille libre d’un espace vectoriel F, engendré par une famille finie F, peut
étre complétée avec des vecteurs de F pour en constituer une base.

(e1,- -+, em) libre :>E|p€[[0,n]]et1<i1<~~<z'p<n:
(f1, -+, fn) génératrice (e1,- - emfiy, -+, 9i,) base

Tout espace de dimension fini admet au moins une base

Pour la suite de cette section, F/ # {0} désigne un K-espace vectoriel de dimension
finie

Etant donné un espace vectoriel engendré par une famille finie, il existe un unique
nombre entier positif ou nul, appelé dimension de E sur K, égal a la fois au nombre
d’éléments de toutes les bases (d'une base) de E, au nombre d’éléments de la plus
grande (en nombre) famille libre de F et au nombre d’éléments de la plus petite (en
nombre) famille génératrice de £

Convention 15.37 dim ({0})=0

dimg (F) = card(B) (B base de E)
En particulier, la dimension d’un espace vectoriel est indépendante de la base choisie
pour la calculer

dimg (F)= max{card(F) : F C E et libre}
= min{card(F) : F engendre E'}
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— le théoréme précédent ne s’appliquant pas & l'espace vectoriel {0}, par convention, il sera dit
de dimension 0.

aractérisation Dans un espace de dimension finie n, une famille de n vecteurs est une base ssi ellle
est libre ssi elle est génératrice

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors,

(e1,---,en) libre <= (e1,- -, e,) génératrice
< (e1,- -+, ep) base

sous-espace  UNl sous-espace vectoriel d’'un espace de dimension finie est lui méme de dimension
finie, plus petite. De plus, ils sont égaux ssi leurs dimensions sont égales

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel £ de di-
mension finie. Alors F' est de dimension finie et dimg (F) < dimg(F)

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E de di-

mension finie. Alors,
F = F < dimg(F) = dimg(F)

— Pour prouver que deux ensembles E et F sont égaux, on procéde en général par double inclusion
mais pour les espaces vectoriels, on utilise de préférence la méthode plus facile suivante :

e Prouver que F' C E. Cela implique que dimg(F) < dimg(F).

e Prouver I’égalité des dimensions ou établir que dimg (F') > dimg(E).

15.3.2 Bases canoniques et dimensions de référence

Si E est un C-espace vectoriel de base {ey,- -, e,} alors, E est

également un R-espace vectoriel de base {ej,ieq,ea,iea, - - -, en,ien }. En particulier
dimg(F) = 2dim¢(F)

N-uplets
dimK(K”) =N
La base canonique de K" est la famille {eq, - - -, e, } définie par e;, = (0,---,0,1,0,---,0) (1<
EM€ position
k<n)
dimg(C) = 2n
La base canonique de C", en tant que R-espace vectoriel, est la famille {e1, f1, - -, en,fn}

définie par
e =(0,---,0, 1 ,0,---,0)
fe=1(0,---,0, ¢« ,0,---,0) (1<k<n)
kieme position
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K[X] un K-espace vectoriel de dimension infinie

dimg K[ X]=n+1
La base canonique de K[X] est la famille de polynémes (X% X1, ... X™)

dimg M, 4(K) = pg
Une base de My, 4(K) est la famille (E; ;) définie pour 1 < i < pet 1< j < g,
ou F;,j désigne la matrice dont tous les coefficients sont nuls saut celui sur la jieme
ligne et la 7M€ colonne, qui vaut 1.

Les espaces vectoriels F(I,K), C"(I,R) et C*°(I,R) sont de di-
mension infinie pour n € N et [ intervalle contenant au moins deux points.

RN est un espace vectoriel de dimension infinie

15.3.3 Rang d’une famille de vecteurs

Dans cette section, F désigne une famille de vecteurs d'un espace vectoriel £ de
base B = (e1,- -, en) (E est de dimension finie) et x désigne un vecteur de E.
Le rang d’une famille de vecteurs est la dimension de ’espace qu’ils engendrent.

rg(F) = dim Vect(F)

— Le rang d’une famille F est le nombre d’éléments de sa plus grande sous famille libre G C F.

I
Matp(r) =] © | <=z =r1€1+ -+ Ipeye
Tn
— (x1,-++,x,) sont les coordonnées du vecteur = dans la base B

— Bien faire attention & ne pas confondre les coordonnées d’un vecteur, avec le vecteur lui méme
(cette confusion est d’autant plus probable lorsque F est K™ ou un espace de matrices)

Le rang d’une famille de vecteurs est le rang de leurs matrices coordonnées (dans
n’importe quelle base)

Soient X7q,---, X}, les matrices des vecteurs z1,--- x, dans la

base B. Alors,
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rg(zy, - xn) = 1g(X1, -+, Xp) = dim Vect( X7y, - -+, X,)

— C(C’est aussi le rang de la matrice rectangulaire dont les colonnes sont X, - -+, X,.

Une famille finie est génératrice ssi son rang est égal a la dimension de 1’espace la
contenant. Une famille finie est libre si son rang est égal a son nombre d’éléments

F famille génératrice de E <= rg(F) = dim(FE)

F famille libre dans F <= rg(F) = card(F)

15.4 Produits cartésiens, sommes et supplémentaires Séquence 20 et 21

Somme de deux sous-espaces vectoriels

Somme directe de deux sous-espaces vectoriels. Tout vecteur de la somme se
décompose de maniéere unique.

Sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Somme et somme directe de k sous-espaces vectoriels.

Existence d'un supplémentaire en dimension finie.

Dimension d’une somme de deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel de
dimension finie.

Dimension d’'un supplémentaire. Si F' et G sont supplémentaires, dim(F') +
dim(G) = dim(E).

Dimension d’'une somme directe de k espaces vectoriels.

Concaténation de bases de sous espaces vectoriels. Caractérisation de sommes
directes par concaténation des bases.

15.4.1 Produit cartésien

Si E et F' sont des K-espaces vectoriels, alors E x F 1'est éga-

lement pour les opérations définies par

(zy) + () =@+2"y+y) pour (z,y) et (z/,y) dans E x F
A(zy) = (Axz\y) pour A € K et (z,y) dans £ x F

Si E et F sont de dimensions finies, I/ x F' I’est aussi et
dimK<E X F) = dimK(E) + dimK(F)
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15.4.2 Sommes et supplémentaires

La somme de n sous-espaces vectoriels Fy, - - - E, d'un K-espace

vectoriel E est ’espace vectoriel

La somme Ej +---+ E, est directe et notée E1 ®--- P E,, ssi

r1+--+x, =0

Soient FE1,---, F, sont des sous-espaces de dimension finie de
E, qui sont en somme directe. Alors, dim(Ey @ --- @ Ey,) = dim(Fy) +- - -+ dim(FEy,)

—

rH=-=x,=0 (:C1€E1,"'=Tn€En)

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors

Si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie

de F, alors

F+d
FoG

={z+y:ze€ FyedG}
— FnG={0}

Soient F' et G des sous-espaces de E. Alors

F et G sont supplémentaires dans £ <= FE=F&(G <+ {

Tout sous-espace F' d’un espace E de dimension finie admet un

E=F+(d
FoG

supplémentaire G dans E et dimg(G) = dimg (£) — dimg (F)

Soient F1,---, B, des sous-espaces vectoriels de E munis de
bases (finies) By, - - -, By.

El@“‘@En

Alors

—

(Bl, - -,Bn) est une base de 4 +---+ E,,

5 (0,fr)
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15.5 Applications linéaires Séquence 16 et 26

A la séquence 16, on pourra utiliser (avec 10 semaines d’avance) les outils de cette
section en remplacant éventuellement la phrase « de dimension finie n » par « ad-
mettant une base de n vecteurs ». Cela sera détaillé plus explicitement en cours.

Dans cette section E, F' et G désignent des K-espaces vectoriels.

15.5.1 Applications linéaires

Dans cette section, E et F' désignent deux K-espaces vectoriels et f : E — F est
une application

flinéaire <= f(A\x + py) = Af(z) + puf(y) MpeKay e
E)

Méthode 15.67 (Pour prouver que f : £ — F est une application linéaire)
1. S’assurer que E et I’ sont bien des espaces vectoriels
2. Vérifier que f : E — F est une application : pour z € E, montrer que f(z)
existe et appartient a F'
3. Etablir la linéarité de f : pour A\ et u dans K et z et y dans E, vérifier que
fa + py) = M (x) + pf (y)
f morphisme <= f application linéaire
f endomorphisme <= E = I et f application linéaire
f isomorphisme <= f application linéaire bijective

f automorphisme <= E = F et f linéaire et bijective

— Une application linéaire est également appelé un « morphisme d’espaces vectoriels »
— Deux espaces vectoriels sont isomorphes ssi il existe un isomorphisme entre eux

— Une application linéaire f : E — F est une forme linéaire ssi F = K.

Notation 15.72 L(E,F)={f:E — F application linéaire}
Notation 15.73 L(F)={f:FE — E application linéaire}

Muni de I’addition et de la multiplication externe des applications, I’'ensemble L(E, F’)
des applications linéaires f : £ — F forme un K-espace vectoriel.
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(L'(E,F), +, ) est un sous-espace vectoriel de F(FE,F) sur K

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

f € L(E,F)

g€ L(F.C) } = go feL(EG)

Soient u et v deux endomorphismes de E. Alors, u et v commuttent <=
UoOvV=vou

f linéaire et bijective => f~! linéaire et bijective

L’ensemble des automorphismes de E' est un groupe (non-commutatif) pour la com-
position des applications, appelé groupe linéaire de F.

Notation 15.78 Aut(E) = GI(E) = {f € L(F) bijective} (E K-EV)

— L’élément neutre de (GI(F), o) est I'identité Idg.

On calcule dans (L(E),+,-,0) comme dans M, (K),+, -, x),
c’est a dire un peu comme avec les nombres rééls en se rappelant que la composition
n’est pas commutative

— Plus simplement, la loi de composition opeut intéragir avec les lois + et - pour les applications
linéaires. Ainsi, la loi o est distributive sur la loi +

Vf,g€ L(F,G),Yhe L(G,H),ho(f+g)=hof+hog.
Vh € L(H.F),Vf.g € LIF.G),(f +g)oh=foh+goh

La loi o respecte la loi du scalaire mobile (elle commute avec -)

VAEK, VfeL(EF), VgeL(FG), Agof=(Ag)of=go(\).

Convention 15.80 u°=Idg (u € L(E))

Notation 15.81 u"=yo---ou (u€ L(E),n>1)

n fois

Notation 15.82 v :=ulo---ou”l  (ueGl(E),n>1)

n fois

Soient u et v deux endomorphismes de E qui commuttent.

Alors,
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n—1
u”—v”:(u—v)Zukovn_l_k (n eN)
k=0

Soient u et v deux endomorphismes de E qui commuttent.

(u+ )" = zn: (Z)uk o™k (neN)

k=0

Alors,

15.5.2 Noyau et image

Dans cette section, E et F' désignent des K-espaces vectoriels et f : £ — F une
application linéaire.

L’image réciproque d’un espace vectoriel par une application linéaire est un espace
vectoriel

f~YH)estun SEVde £ (H SEV de F)

Le noyau d’une application linéaire est I’ensemble des vecteurs (au départ) dont
I'image par f est nulle

Ker(f) :={zr e E: f(x) =0}
— Déterminer le noyau d’une application linéaire u, c’est résoudre I’équation
u(z) = 0.
Le noyau d’un morphisme f : E — F' est un sous-espace vecto-
riel de F
f injective <= Ker(f) = {0}

Méthode 15.89 (Pour étudier si une application linéaire est injective)
Calculer son noyau

f(H) est un SEV de F (H SEV de E)

L’image d’une application linéaire est l’ensemble des images (a l'arrivée) par f des
vecteurs au départ

Im(f) = {f(z) -z € E}= J(F)
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— Déterminer le noyau d’une application linéaire u, c’est résoudre I’équation

u(z) = 0.

f surjective <= Im(f) = F (f : E — F linéaire)
— déterminer le noyau (I'injectivité) d’une application linéaire est en général beaucoup plus facile
que déterminer son image (sa surjectivité). La dimension des espaces vectoriels, que nous intro-

duirons plus tard, va nous permettre de déterminer 'image (la surjectivité) BEAUCOUP plus
facilement.

{r e E ulx)=0}=9o si b & Im(u) (be F)
=z + Ker(u) sib=u(xp)

— L’ensemble solution S de I'équation u(xz) = 0 n’est jamais vide, c’est Pespace vectoriel Ker(u).

— Lorsque b # 0, 'ensemble solution de I’équation u(xz) = b est vide si b n’est pas une image de
u et est égal a

xo + Ker(u) = {zo + h : h € Ker(u)}

lorsque b est une image b = u(xg).

15.5.3 Homothétie, projections, symétries.

Dans cette section, f désigne un endomorphisme d’'un K-espace vectoriel £

Homothéties

f est une homothétie de rapport A <= h = Aldg (A € K)

Une homothétie de rapport \ # 0 est un automorphisme de F,
de bijection réciproque ’homothétie de rapport inverse A~!1d g

— Une propriété remarquable des homothéties vectorielles est qu’elles commutent avec tous les
endomorphismes de E. Autrement dit,

VieL(B), (Ad)of=fo(\dg)=Af.

En particulier, on peut utiliser le binéme de Newton pour les homothéties.
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Les homothéties commuttent avec tous les endomorphismes de
E

Projections

Dans cette section, p désigne un endomorphisme d’un K espace vectoriel K = FF@ H.
projection

p est un projecteur sur F' parallelement a H < { p(x) = :5

— Une telle projection est un projecteur

F =TIm(p) = Ker(p — Idg)

Soit p un projecteur sur F parallélement & H. Alors, { G = Ker(p)

aractérisation

p projecteur <= P’ =p
— En dehors des rares cas pour lesquels E = {0} ou p = Idg, aucun projecteur n’est bijectif

— On utilise également le mot « projecteur » a la place de « projection »

Symétries

Dans cette section, s désigne un endomorphisme d’un K espace vectoriel K = ' H.

symétrie

s symétrie de F' parallelement a G <= s(@) == (veF)
s(x) = —x (x € G)
Une symétrie s de E est un automorphisme, dont la bijection
réciproque est elle-méme
Soit s une symétrie de F' parallelement a H. Alors, { Z i Egigi —_i— %35 ;
symétries

s symétrie <= s> = s

15.5.1 Rang

Dans cette section, F et F' désignent des K-espaces vectoriels

espaces iso-
morphes
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E et F sont isomorphes ssi il existe un isomorphisme f :
E — F entre eux

E isomorphe avec K" <= dim(E) =n

— Plus précisément , pour chaque base B = {e1,---,e,} de E, Papplication
K" — E
Ao dn) = Y Ak
1<k<n

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

— le théoréme précédent affirme que :

— Tous les K-espaces vectoriels de méme dimension n > 1 ont la méme structure.

— Plutot que de travailler dans un espace théorique E, on peut fixer une base et travailler dans
I’espace K™ avec les coordonnées.

— Le choix de la base détermine I'isomorphisme.

Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes ssi ils ont méme dimen-
sion

Deux espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes
ssi ils ont la méme dimension

Soient E,F' de dim finie. Alors, dim £(F,F) = dim(FE) x
dim(F)

Si&=A{e1, -, en} et F={f1, -, fp} sont des bases respec-

tives de E et F, alors la famille d’applications linéaires {g; j} 1<i<n définie par
Isjsp

VAL A, gij(Arer + -+ Apepn) == Aif;
forme une base de L(E,F).

Le rang d’une application linéaire est la dimension de son image (lorsqu’elle est de
dimension finie).

Soit v une application linéaire dont I'image est de dimension
finie. Alors, rg(u) := dim Im(u)
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Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finie
n=1etue L(EF). Alors,

u bijective <= u injective <= u surjective <= rg(u) =n

On ne change pas le rang d’une application linéaire de rang fini en la composant a
gauche ou/et a droite par un isomorphisme.

On ne change pas le rang fini d’une application linéaire en la
composant a gauche ou a droite par un isomorphisme

15.5.2 Matrices

Dans cette section, x désigne un vecteur de E, un espace vectoriel de base £ :=
{e1,---,ep}, et F désigne un espace vectoriel de base F := {f1,---, f,}.

» xl
T = Z rie; <= Matg(z) =

i=1
Tp

La matrice du vecteur x dans la base £ est unique. De plus,
I’application réalisant cette association est un isomorphisme

— A chaque vecteur = de F est associée la matrice (unique) de ses coordonnées dans la base &.
L’application réalisant cette association est 1’isomorphisme

E — Mp71(K)
r = Matg(z)

— Parfois, les matrices colonnes de M,, 1(K) avec les vecteurs de l'espace vectoriel K™. C’est

pratique mais il faut savoir que c’est dangereux d’identifier des vecteurs colonnes & des n-uplets
que l'on écrit en ligne...

La matrice d’une famille de vecteurs est la matrice dont les colonnes sont les matrices
des vecteurs.

Soient vy, - - -, v, des vecteurs de F, de matrice V7, - -+, V,, dans
E. Alors, Matg(vy, -+, vq) = (V1 Vo . Vn)

— Autrement dit, on a

VJ c [[1,(]]]1)]' = 1<Z< Qi ;€ e Matg(’l)l, .. ',’Uq) = (ai,j) }é;éz
P
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Soit u : £ — F une application linéaire. Alors, Matg r(u) =
Matr(u(er), - ulep))

— Autrement dit, notant F := {fi,---, f;} la base finie de F', on a

Vj € [1,q]ule;) = Z a; ; fi = Matg(u) = (a@j)}ggp

- i<aq
1<i<p

La matrice de I’application linéaire u associée aux bases & et
F est unique. De plus, 'application réalisant cette association est un isomorphisme

— Cette propriété est fondamentale car, elle permet de transformer un probleme théorique portant
sur des applications linéaires en probléeme calculatoire et concret portant sur des matrices de

coordonnées.

— En bref, le fait de fixer une base £ de E et une base F de F permet d’associer de maniere
unique a chaque application linéaire u : E — F une matrice U de M,, ,(K) et réciproquement.

— L’application précédente étant un isomorphisme, on a
Yu,v € L(E,F), YAu €K, Mate F(Au+ pv) = AMate 7(u) + pMate, 7(v).

aractérisation Une application linéaire est complétement caractérisée par la donnée de ses images
sur une base (ou plus généralement sur une famille génératrice)

V(vi,--vp) € FP, ue L(EF): ule) = (1<i<p)

égalité  Deux applications linéaires sont égales ssi elles coincident sur une base (ou plus
généralement sur une famille génératrice)

Soient u et v deux applications linéaires de L(FE,F'). Alors,
u=v <= ule)=0v(e) (1<i<p)

rang

Soit u : £ — F une application linéaire. Alors, rgu = Matg 7(u)

En particulier, le rang d’une application linéaire est indépendant des bases choi-
sies pour le calculer

— Le rang d’une application linéaire, comme le rang d’un systéme linéaire est le rang de la matrice
qui leur est associée

aractérisation



image

composée

inverse

Matrice
de passage

inverse

change-
ment de base
vecteur

149

Soient u € L(E,F), £ et F bases de E et F. Soit v : E — F
une application linéaire. Alors, u bijective <= Matg r(u) inversible

Soit u : £ — F' une application linéaire. Alors,
Matr(u(z)) = Matg z(u) x Matg(z) (x e E)
— Autrement dit, si X est la matrice des coordonnéees de x € F dans la base &, si U est la matrice

de I'endomorphisme u dans les bases £ et F et si Y est la matrice des coordonnées de y € F' dans
la base F, on a

y=u(z) =Y =UX.
La matrice d'une composée est le produit des matrices (dans le méme ordre)

Soient u : £ — F et v : F — G deux application linéaires
avec G base de 'espace vectoriel de dimension finie G. Alors,

Matgg(vou) = Matrg(v) x Matg r(u).
La matrice d’une bijection réciproque est I'inverse de la matrice de la bijection
Soit u : E — F un isomorphisme. Alors, on a
Matgg(u™t) = Matg z(u)~t.

La matrice de passage de la base B a la base C est la matrice de I'identité de C dans
B, c’est aussi la matrice des coordonnées des vecteurs de la base C décomposés sur

la base B

Soient B et C deux bases d'un espace vectoriel £ de dimension

finie. Alors, Mat(B — C) = Matc 3(1dg)
Une matrice de passage est inversible

La matrice de passage de la base B a la base C est I'inverse de la matrice de passage

de la base C a la base B

Soient B et C des bases d’'un méme espace vectoriel de dimen-
sion finie. Alors,

Mat(B — C) = Mat(C — B)~!
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Soit B et C des bases d’'un méme espace vectoriel F de dimen-
sion finie. alors,

Mate(z) = Matge(Idg) x Matp(x) (x € E)

changement
de bases Soit u : E — F un morphisme entre des espaces de dimension
applica-

tion linsaire i0i€ F., de bases E et &, et F, de bases F et F. Alors,
Matglj}-/(u) = Mat]:?]:/(IdF) X Matg,]:(u) X Mat&g(ldE)
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Probabilités

L’objectif au premier semestre est de mettre en place un cadre simplifié mais forma-
lisé dans lequel on puisse mener des calculs de probabilités sans difficulté théorique
majeure.Dans la continuité du programme de terminale, I’étude préalable du cas fini
permettra de consolider les acquis et de mettre en place, dans des situations simples,
les concepts probabilistes de base, en nefaisant appel qu’aux opérations logiques et
arithmétiques élémentaires. C’est pourquoi, pour le premier semestre, on se restrein-
dra & un univers (2 fini, muni de la tribu P(€2).

On évitera pour cette premiere approche un usage avancé de la combinatoire, et I’'on
s’attachera a utiliser le vocabulaire général des probabilités.
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16 Espaces probabilisés Séquence 7 et 8

16.1 Expériences aléatoires

programime
e Observation d’une expérience aléatoire - Evénements

— Expérience aléatoire. On dégagera ces concepts a partir de ’étude de quelques
situations simples.

— Univers €2 des résultats observables, événements. Opérations sur les événe-
ments, événements incompatibles. On fera le lien entre ces opérations et les
connecteurs logiques.

— Systeme complet d’événements fini. Une famille (A;)icr, ot I est un sous-en-
semble fini de N, est un systéme complet si elle vérifie les conditions deux
suivantes :A; N Aj =0 et Ujer A; = Q

expérience
aléatoire Une expérience aléatoire est un processus (renouvelable) de ré-

sultat incertain
— Chaque renouvellement de l'expérience est appelé une épreuve. Une épreuve peut combiner

plusieurs épreuves élémentaires, consécutives ou simultanées. Par exemple, le jet de deux dés peut
étre considéré comme la combinaisons de deux épreuves élémentaires.

univers L’ensemble des résultats d’une expérience aléatoire est appelé univers des possibles
ou univers des résultats observables.

2 = {résultats possibles}

— L’univers des possibles est finis ssi ’ensemble €2 est de cardinal fini.

— L’univers des possibles est traditionnellement noté Q.

16.2  Tribus Séquence 2/
tribu

complémentaire

T tribude Q <= T C P(Q), Q€ T et T stable pour { union (dénombrable)

— Lorsque lensemble © est dénombrable (en particulier lorsque Q est fini), ’ensemble de ses
parties P(2) est une tribu.



espace pro-
babilisable

événements

opérations

153

{0,Q} est une tribu de ©
— La tribu grossiére de €2 est la plus petite tribu de € au sens de l'inclusion
P(2) est une tribu de Q

— P(9Q) la plus grande tribu de © au sens de 'inclusion

16.3 Espaces probabilisables

Dans cette section €2 désigne un ensemble non vide
Un espace probabilisable est un ensemble muni d’une tribu.

(92, T) espace probabilisable <= T tribu de

Les résultats potentiels d'une expérience aléatoire sont appelés des événements. Un
événement d’un espace probabilisable est un élément de sa tribu.

Soient (€2,7), un espace probabilisable. Alors, A événement <=
AeT

() est I'événement impossible
— L’événement () n’est jamais réalisé.

Q2 est I’événement certain
— L’événement (Q est toujours réalisé.

Un événement est élémentaire, lorsqu’il contient exactement
un élément de 2.

Convention 16.11 On dit que « I'événement A implique I’événement B » lorsque
ACB.

Pour la suite de cette section, les lettres majuscules representent des événements
I'ensemble A = A est I’événement contraire de A.
I’ensemble A U B est I'événement « A ou B ».
I’ensemble A N B est I'événement « A et B ».

I'ensemble A \ B est I’événement « A mais pas B ».
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Le complémentaire d’un événement est un événement

Une réunion finie (resp. dénombrable) d’événements est un évé-
nement

Une intersection finie (resp. dénombrable) d’événements est un
événement

vénements in- Deux événements sont incompatibles si’ils sont disjoints.
compatibles

A et B incompatibles <= AN B = ()

Les évenements (A;);er sont mutuellement incompatibles ssi
A;iNAj =0 pouri##j

téme complet
Pour I ensemble fini (resp. dénombrable), les événements (E;);cr
\ . , C[ENE =0 (i#])
forment un systeme complet fini (resp. dénombrable) ssi UE =9
el

16.4 Espaces probabilisés

programme
e Définition d'une probabilité sur P(2). Une probabilité sur P () est une applica-
tion additive P a valeurs dans [0,1] et vérifiant P(Q) = 1. Cas de l’équiprobabilité.
e Notion d’espace probabilisé. Lors du premier semestre, on se restreindra a la
tribu P(2).

e Formule de Poincaré ou du crible pour deux et trois événements.

Dans cette section, (£2,7) désigne un espace probabilisable
probabilité
Une probabilité sur un espace probabilisable (€2,7) est une
application P : T — [0,1] vérifiant P(2) =1 et

P U A | = Z P(4;) ((A;)ierévénements mutuellement incompatibles avec [ dénombrable)
el el

— On a nécéssairement P(&) = 0, ainsi que

P(A) =1-P(A)
P(B\ A) =P(B)— P(ANB)

En particulier, si A C B, alors P(B\ A) = P(B) — P(A).
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espace pro-

babilisé (Q,T,P) espace probabilisé <= P probabilité de (£2,7), espace
probabilisable
événement
quasi-certain A quasi-certain <= P(A) =1

énement qua-

si-impossible A quasi-impossible P(A) =0
A négligeable
événements
équiprobables Des événements sont équiprobables ssi ils ont tous la méme

probabilité de se réaliser

robabilités et
univers finis Soit Q = {wy, -+ -,wy} un univers fini. Alors,

. Vi e [1,n],pi =0
JP probabilité sur 2 : Vi € [1,n], P(w;) = p; < B
b R

probabili-
té uniforme La probabilité uniforme sur un univers fini 2 , non vide, est

I'application P : P(Q2) — [0,1] définie par

card A
P(4) = card €

(ACQ)

— On retiendra que la probabilité (uniforme) p d’un événement est donné par

nombre de cas favorables

nombre de cas possibles

formule de

Poincarré P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—(P(ANB)+P(ANC)+P(BNC))+P(ANBNC)

nule du crible

P(-l] U---U A”) — Z(—l)/"fl Z P(A['[ NN A;])).

k=1 1< << <n

— Pour des événements A, B, C et D, cela donne
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P(AUB) =P(A)+ P(B)—-P(ANDB)
P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)— (P(ANB)+P(AnC)+ P(BNC)) + P(ANBNC)
P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C) + P(D)
—(P(ANB)+ P(ANC)+ P(AND)+ P(BNC)+ P(BND)+ P(CND))

(P(ANBNC)+P(ANBND)+P(ANCND)+P(BNCND)+PANBNC))
—P(AnBNCND)

16.5 Limite monotone Séquence 24

programime

e Théoreme de la limite monotone Pour toute suite croissante (Ay) d’événements

+o00

P = 1l

(U) B Pn)
n=0

Pour toute suite décroissante (Ay) d’événements

+00
P(ﬂ>=wﬁapmw

n=0

Dans cette section, la monotonie des suites d’événements est relative a l'inclusion

P( U An) = lim P(A4,) ((Ap)n>o suite croissante d’événements)
n—oo

n=0

P ﬂ An) = lim P(A,) ((An)n=0 suite décroissante d’événements)

Pour toute suite d’événements (A,,)n>0,

P(UAn>:nli_>rréoP< U Ak) et P(ﬂAn):nlggOP( N Ak)

n=0 0<k<n n=0 0<k<n

16.6 Probabilités conditionnelles

programme
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e Probabilité conditionnelle. Notation Py . P4 est une probabilité. (,P(£2), Py4)
est un espace probabilisé.

e Formule des probabilités composées. Si P(A) # 0, P(AN B) = P(A)P4(B). Si
P(A1N---NAy—1) # 0 alors P(N}_,A;) = P(A1)Pa,(A2) - -Pa,n...na,_, (An).

e Formule des probabilités totales. Si (A;);er est un systéme complet fini, alors
pour tout événement B on a

P(B)=> P(BNA;)

il

Formule de Bayes. On donnera de nombreux exemples d’utilisation de ces for-
mules.

Dans toute cette section, (£2,7,P) est un espace probabilisé et les lettres majuscules
désignent des événements

Etant donné un événement E de probabilité non nulle, la probabilité conditionnelle
de A sachant E est le nombre défini par

Pp(A) =255 (P(E) #0)

— L’événement A sachant E est parfois noté A|E
— La probabilité conditionnelle de A sachant E peut également étre notée P(A|E).

— Ne pas confondre la notation A|E (A sachant que E est réalisé) avec I'événement A\ E (A mais
pas E)

— Si FE est de probabilité nulle, on a P(ANE) = 0 et P(A) = P(A\ E). En d’autres termes,

le fait de savoir que I’événement F est réalisé n’apporte quasiment aucune information pertinente
supplémentaire (pour les probabilités).

La probabilité conditionnelle sachant E est une nouvelle probabilité sur 2

Lorsque P(E) # 0, on définit une probabilité de (Q,7) en po-
sant

PEZ T — [0,1]

— En particulier, (Q,7,Pg) est un nouvel espace probabilisé (les événements sont les mémes mais
leurs probabilités sont différentes)

— La probabilité conditionnelle étant une probabilité, elle satisfait les propriétés suivantes
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Pg (A) =1-Pg(4)
Pgp(B\A) = Pg(B)— Pp(ANB) Pg(AUB)= Pg(A)+ Pg(B) — Pg(AN B)

En pratique, la formule de conditionnement permet de calculer facilement la proba-
bilité d’une conjonction (intersection) d’événements.

P(ANE) = P(E) x Pp(A)  (P(E) #0)

La formule des probabilités composées permet de calculer la probabilité d’une inter-
section multiple.

P(AiN:-NAp) = P(A1)x Py, (A9)x- X Payroia,_(An)  (P(A1 NN Ayy) £0)

— La condition P(A1N---NA,_1) # 0 assure l'existence de toutes les probabilités conditionnelles.

P(A) = Z P(ANE;) ((E;)ier systeme complet fini (resp. dénombrable)
el

P(A) = Z Pg,(A)xP(E;) ((Ej)ier systeme complet fini (resp. dénombrable) vérifiant P(E;) # 0
iel

— La formule des probabilités totales est fondamentale pour le calcul des probabilités

— Lorsque le systeme total Fy,-- -, B, comporte des événements négligeables, on a tout de méme

P(A)= Y Pg(A) xP(E)

P(E;)>0

— La formule sert trés souvent dans le cas d’un systéme total & deux éléments E, E :

P(A) = Pg(A) x P(E) + Pg(A) x P(E)

Soit (E;);er un systeme complet fini (resp. dénombrable) d’évé-
nements vérifiant P(F;) # 0. Alors,

~ Y P(Ey) Py, (A)
kel

Pa(E;) (1<i<n)
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— La formule sert trés souvent dans le cas d’un systéme total & deux éléments B, B :

P (B)— P(B)XPB(A)
AT P(BYPR(A) + P(B)Pg(A)

16.7 Indépendance

e Indépendance de deux événements. Si P(A) # 0 , A et B sont indépendants si
et seulement si P4(B) = P(B).On remarquera que la notion d’indépendance est
relative a la probabilité.

e Indépendance mutuelle de n événements.Sin événements A1, - - -, A,, sont mutuel-
lement indépendants, il en est de méme pour les événements B; , avec B; = A;
ou A;.

Deux événements sont indépendants si la probabilité de leur intersection est le pro-
duit de leurs probabilités

AL B« P(ANB) = P(A) x P(B)

AlB«— Al B« Al B+« AlB

ALB <= PyB)=P(B) (P(A#0)
<~ Pp(A)=P4) (P(B)#0)

Des événements sont mutuellement indépendants si la probabilité de toute intersec-
tion finie est le produit de leurs probabilités

Aq,---, A, sont mutuellement indépendants ssi
P(Ailm"'mAz‘k>:P(Ail)x"'XP<Aik) (1 <EkEL<netl<ig<--- <Zk<n)

Soient Ay, - -+, Ay, des événements mutuellement indépendants.
Alors, posant B; = A; ou B; = A; pour 1 < i < k < n, les événements By, - - -, By,
sont mutuellement indépendants.
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Variables aléatoires réelles Séquence 14

e Variables aléatoires réelles
On introduit dans cette section la notion de variable aléatoire réelle définie sur
un univers fini. Lesvariables aléatoires sont alors a valeurs dans un ensemble fini,
ce qui simplifie la démonstration desformules.

Une variable aléatoire réelle sur (£2,P(2)) est une application de Q dans R.
On adoptera les notations habituelles telles que [X € I] , [X = z] , [X < x]
, etc...

Systeme complet associé a une variable aléatoire.

Fonction de répartition d’une variable aléatoire X. <i>F X (x) = P (X <x)
</i>

Loi de probabilité d'une variable aléatoire réelle.

variable aléatoire Y = g(X), ol ¢ est définiesur X () . Etude de la loi
de Y = ¢g(X). La fonction de répartition caractérise la loi d’une variable
aléatoire. On se limitera a des cas simples, tels queg(z) = ax +b , g(z) = 22,
ect...

o Espérance d'une variable aléatoire. E(X) =3_ v q)zP(X =)

17.1

Théoreme de transfert. E(g(X)) = 3, c x(q) 9(x)P(X = ) Théoréme admis.
E(aX +b) =aE(X)+0.

Variance et écart-type d’une variable aléatoire. Notations V(X)) et o(X).
Cas particulier ou V(X) =0 .

Calcul de la variance. Formule de Koenig-Huygens : V(X) = E(X?)—E(X)2.
V(aX +b) = a?V(X) .

Variables centrées, centrées réduites. Notation X* pour la variable aléatoire
centrée réduite associée a X

Généralités

Dans cette section, (€2,7) désigne un espace probabilisable (la tribu 7 des événe-
ments est P(€2) au premier semestre et T tribu quelconque au second semestre).
Pour x € R et A C R, nous adoptons les notations habituelles

X H]=o02]) = {weQ:X(w)<z} = [X 7]
X {r)) = {weQ: X(w) =2} = [X=x]
X H4) = {weQ:X(w)eA} = [XeA]

etc.
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Une V.A.R. sur un espace probabilisable (£2,7) est une applica-
tion X : Q — R vérifiant

{lwe: X(w)<zeT (x € R)

[X<x] événement

X est une V.A.R. certaine ssi il existe ¢ € R tel que X (w) =

X est une V.A.R. quasi-certaine ssi il existe ¢ € R tel que

L’univers image d'une V.A.R. X sur un espace probabilisable (Q2,7)
est 'ensemble image X () = {X(w) : w € Q}

— Pour le calcul de probabilités, 'univers image X (€2) sert davantage et est donc plus important
que 'univers Q.

Le systeme complet associé a une V.A.R. X sur un espace pro-
babilisable (£2,7), avec X({2) dénombrable, est la famille d’événements {[X =

x]}xeX(Q)

Pour la suite de cette section, X désique une V.A.R. sur un espace probabilisé

(Q,T,P).
La loi de X est la probabilité Px définie sur X (2) par
Px(A)=P(X € A) (A événement de X (Q))

— Au premier semestre, X () est fini et les événements de X (Q2) sont tous les sous-ensembles de
X(9)

— Cette formule sera également valable au second semestre, lorsque R sera muni de la tribu

(borelienne) engendrée par les intervalles du type | — 0o, z] (z € R)

La fonction de répartition de X est Fx 'application Fx : R —
[0,1] définie par

Fx(z) = P(X < 1) (x € R)
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La fonction de répartition F'x d'une var X est croissante, conti-
nue a droite, sur R et vérifie Fx — 0 et Fy +—> 1
—00 o0

Remarque : Si X () est dénombrable, elle est aussi constante par morceauz (en
escalier)

La fonction de répartition caractérise la loi d’une variable aléa-
toire

17.2 Espérance et variables aléatoires discretes — Séquence 14 et 25

e Définition d’une variable aléatoire réelle discréte définie sur (2,T). L’ensemble
des valeurs prises par ces variables aléatoires sera indexé par une partie finie ou
infinie de N ou Z.

e Caractérisation de la loi d’une variable aléatoire discréte par la donnée des valeurs
P(X = x) pour z € X(Q)

o Tribu engendrée par une variable aléatoire discréte. La tribu Tx des événements
lics a X est la tribu engendrée par le systeme complet ([X = 1])zex(q). Cette
tribu est aussi appelée tribu engendrée par la variable aléatoire X et constitue
I"information apportée par X .

o Variable aléatoire Y = g(X), ot g est définie sur l’ensemble des valeurs prises
par la variable aléatoire X. Etude de la loi de Y = g(X).

e FEspérance d’une variable aléatoire. Quand X () est infini, X admet une espé-

rance si, et seulement si, la série Z xP(X = x) est absolument convergente.
zE€X(Q)

e Théoreme de transfert. Quand X () est infini, g(X) admet une espérance si, et

seulement si, la série Z g(x)P(X = z) est absolument convergente, et alors

X (Q)
E(g(X)) est la somme de cette série. Théoréme admis.

Dans cette section, (2,7,P) désigne un espace probabilisé et X une V.A.R. dont
I'univers image X (2) est fini ou dénombrable Une variable aléatoire finie est une
variable aléatoire dont 'univers image est fini.

Définition 17.10 X V.AR. finie <= X (Q) fini

— Si X(Q) ={z1, -, .}, alors le systéme complet associé & X est la famille

{(X =), (X =z)}
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Une variable aléatoire finie est une variable aléatoire dont I'univers image est fini.

X V.AR. discrete <= X (Q2) dénombrable

La fonction de masse d’une V.A.R discrete X est

px : X(2) — [0,1]
r = PX=ux)

— La fonction de masse de X est également appelée (abusivement ?) « loi de probabilité de X ».

Si X est finie . discret lors F' = P(X=y
(resp. discréte), alors Fx () g ( y)
yeX(9)
y<z px (y)

R)

Si X est finie (resp. discréte), px(z) = P(X = x) = Fx(z) —
Fx(z™) (z€R)

— Lerapport entre fonction de répartition et fonction de densité est un peu le méme que le rapport
entre primitive et dérivée, a partir de I'une, on peut retrouver 'autre.

Une V.A.R. discrete X admet une espérance

E(X)= > aP(X=x)
r€X(Q) px (@)

si, et seulement si, cette somme est absolument convergente

Soit X une V.A.R finie, d’'univers image X () = {z1, -, 2n}.
Alors

E(X)=) xxP(X = )
k=1

Théoreme 17.17  Soit X une V.A.R. finie (resp. discréte) et f une fonction définie
sur X (€2). Alors,
E(f(X))= Y f@)P(X =x)
zeX(Q)
si, et seulement si, cette somme est absolument convergente

— Cette formule permet de déterminer 'espérance d’une v.a. composée Y = f(X), que 'on peut
également calculer via la formule

(x €
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E(Y)= Y aP(Y =y)

yeEY ()

17.3 Espérance et variables aléatoires a densité Séquence 30

Définition d’une variable aléatoire a densité. On dit qu’une variable aléatoire X
est d densité si sa fonction de répartition Fx est continue sur R et de classe Ct
sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de points.

Toute fonction fx & valeurs positives, qui éventuellement ne differe de F% qu’en
un nombre fini de points, est une densité de X. Pour tout = de R, Fx(z) =

/_a;o fx (t)dt

Caractérisation de la loi d’une variable aléatoire a densité par la donnée d'une
densité fx

Toute fonction f positive, continue sur R éventuellement privé d’un nombre fini
de points, et telle que focf f(t)dt = 1 est la densité d'une variable aléatoire
(résultat admis).

Transformation affine d’une variable a densité. Les étudiants devront savoir cal-
culer la fonctionde répartition et la densité de aX +b (a #0).

Espérance d'une variable a densité. Une variable aléatoire X de densité fx ad-
metune espérance E(X) si et seulement si Uintégrale [72° xfx (z)dz est absolu-
ment convergente. Dans ce cas, E(X) est égale da cette intégrale. Exemples de
variables aléatoires n’admettant pas d’espérance.

Une V.A.R. X est a densité ssi sa fonction de répartition Fx

est continue sur R, de classe C' sur R éventuellement privé d’un ensemble fini de
points

Pour la suite de cette section, X désigne une V.A.R. a densité

[ iR — R est une densité de X ssi f ne différe de Fy qu’en

un nombre fini de points

f densité de X <= Fx(z) :/az f (x € R)

f R — R est la densité d’'une V.A.R. X ssi f est positive,

continue sur R privé d’un nombre fini de points et vérifie ffoooo f=1
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X est une V.A.R. a densité ssi aX +b est une V.A.R. a densité
(a #0,b € R)

Méthode 17.23 (Pour obtenir fonction de répartition et densité de Y = a X +b)
1. Calculer Fy(y) pour y € R

Fy(y) = P(Y < y) = P(aX+b < y) = PaX < y—b)= P (X < H) — Fy (U*b>
- P (x> 1t)

2. Dériver (la composée obtenue) pour en déduire la densité fy

) _1p y—b -
fro) = B x () sia>0
= —%]"X (%) sia <0
espérance
Une V.A.R. X de densité f admet une esperance
+00
E(X) = / xf(z)dx
si, et seulement si, cette intégrale conver_ge absolument
17.4 Espérance
programime

o FaX+b =aEX)+b
e Variables aléatoires centrées
e Moment d'ordre r (r € N) Notation m,(X) = E(X")

Dans cette section, X est une V.A.R. finie, discréte ou a densité sur un espace
probabilisé (2,7 ,P).

pérance d’une

V.A.R. qua- Soit ¢ € R et X = ¢ presque sirement. Alors, E(X) = ¢

si certaine

moments

Le moment d’ordre & € N* de X est le nombre my(X) =
E(X*), sl existe.

".A.R. centrée
X est une V.A.R. centrée ssi X admet une espérance et

E(X) =0
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X est une V.A.R. positive et centrée ssi X = 0 presque siire-
ment

Soient (A,u) € R? et des V.AR. X et Y admettant une es-
perance. Alors, la V.A.R. AX + puY admet une espérance et EAX + pY) =
AE(X) + pE(Y)

Soit X une V.A.R. admettant une esperance. Alors,
E(aX +b)=aE(X)+b (a € Rb €R)

Méthode 17.31 (Pour centrer une V.A.R X, qui admet une espérance) Lui
soustraire son espérance pour obtenir la V.A.R. centrée Y = X — E(X)

Dans la suite de cette section, X admet une espérance
X>20ps. = EX)>20
a< X<bps. = a< EX) <)

X<Yps = EX)<E®Y)

La tribu image de X est la tribu
Tx ={ACX(Q):(XeAeT}
— Tx est une tribu de I'univers image, de sorte que (X (£2), 7x) est un espace probabilisable.

— Pour le calcul de probabilités, les événements de la tribu image servent davantage et sont donc
plus importants que les événements de I'univers 2.

— Etant donné un événement A de la tribu image, on notera parfois
(XeA)=X1A)={we: X(w) € A}.
— Etant donné = € R, on notera également

X=z)={weQ: X(w) =z} e X<z)={we: X (w)<xz}

L’application Px : Tx — [0,1] est une probabilité
A — PXeA
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— En particulier, (X (), X (T ), Px) est un espace probabilisé. C’est I’espace probabilisé image de
(Q,T,P) par X.

17.5 Variance

programme

Variance et écart-type d’une variable aléatoire discréte. Notations V(X)) et o(X)
Calcul de la variance. Formule de Koenig-Huygens : V(X) = E(X?) — B(X)?
V(aX +b) = a®V(X)

Cas particulier ou V(X) =0

Variables centrées, centrées réduites. Notation X™* pour la variable aléatoire cen-
trée réduite associée a X.

Dans cette section, X désigne une V.A.R. sur un espace probabilisé (Q,7,P), qui
admet une espérance.
variance  La variance est le moment d’ordre 2 de la va centrée X — E(X)

Lorsqu’elle existe, la variance d’'une V.A.R. X est le nombre
V(X) =E((X - BE(X))?)
V(X) =0 ssi il existe ¢ € R tel que X = ¢ presque stirement
rmule de Kee- L variance est la différence de I'espérance du carré et du carré de I’espérance.
nig-Huygens

X admet une variance (et une espérance) ssi X admet un
moment d’ordre 2

Lorsque la variance de X existe,

V(X) = E(X?) - BE(X)?

transforma-
tion affine Si X admet une variance, alors AX + p admet une variance
pour A € Ret peR
VIAX +p) =XV(X) AeRucR)
positivité

V(X) = 0 lorsque X admet une variance
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17.6 Ecart type

Dans cette section, X désigne une V.A.R. sur un espace probabilisé (Q,7,P), qui
admet une variance.
L’écart type est la racine carrée de la variance

o(AX +p) =|AMo(X) (AeRueR)

V(X)=1

X est réduite <— o(X) =1

Méthode 17.48 (Pour réduire une V.A.R. X d’écart type o # 0) Diviser
par o pour obtenir une V.A.R réduite Y = %

Soit X une V.A.R. admettant une espérance p et un écrat type

o > 0. Alors, on définit une V.A.R centrée et réduite X* en posant

X —p
g

= X=p+oXx

17.7 Approximations Séquence 34, 35 et 36 ?

17.7.1 Théorémes fondamentaux

e Inégalité de Markov pour les variables aléatoires discretes. St X est une variable
aléatoire positive admettant une espérance, alors pour tout A > 0 :

i <) < BX)

e Inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour les variables aléatoires discretes. Pour
toute variable X admettant espérance et variance, pour tout € > 0
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V(X)

P(X - B(X)| 2 2) < -5

Soit X une V.A.R. positive presque strement admettant une
espérance. Alors,

(e >0)

Soit X une V.A.R. admettant une variance. Alors,

P(IX —E(X)|>¢) < (e >0)

17.7.2 Convergence en probabilité

e Convergence en probabilité : si (X,,) et X sont des variables aléatoires définies sur

(Q,T,P), (X,,) converge en probabilité vers X si, pour tout £ > 0, limP(HXn —
P

X| > ¢]) = 0.Notation X, = X

e Loi faible des grands nombres pour la loi binomiale. Si (X)) est une suite de
variables aléatoires telleque X, — B(n,p) , alors (%) converge en probabilité
vers p
La loi faible des grands nombres permet une justification partielle, a posteriori,
de la notion de probabilité d’un événement, introduite intuitivement.

Dans cette section, (X, )nen et X sont des variables aléatoires définies sur (2,7 ,P)

Xy B X = lim Py oo (|Xn—X|>€) =0 (c>0)

Xn

Xp = B(n,p) (neN) = . £>p

17.7.3 Convergence en loi
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e Définition de la convergence en loi d'une suite (X,),cn de variables aléatoires

vers X. Notation X, £>X

Cas ou les X, et X sont & valeurs dans N.

Si (npy) tend vers un réel strictement positif A, convergence d’'une suite de va-
riables aléatoiressuivant la loi binomiale B(n,p,) vers une variable suivant la loi
de Poisson de parameétre .

e Théoreme limite central pour la loi binomiale et pour la loi de Poisson.Si (X)) est
une suite de variables aléatoires telle que X,, — B(n,p) (respectivement X,, —
P(nA)), alors la suite de variables aléatoires centrées réduites (X,;) converge en
loi vers une variable aléatoire suivant la lot normale centrée réduite. Théoreme
admis.

Dans cette section, p € [0,1], A > 0 et (X,)nen, X et Y sont des variables aléatoires

définies sur (2,7 ,P)

Xn X = ILm Fx,(z) = Fx(x) (F continue en )
n—,oo

L .
— X, — Y avec Y de loi normale

centrée, réduite
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18 Lois usuelles Séquence 14

18.1 Lois discretes finies

programime <h2>Lois usuelles</h2>
e Variable aléatoire certaine.
e Loi de Bernoulli, espérance et variance. Notation X — B(p). Variable indicatrice
d’un événement. Notation 1.
e Loi binomiale. Notation X — B(n.p).
— Coefficients binomiaux, notation (g) En lien avec le programme de terminale,

le nombre (Z) * sera introduit comme le nombre de chemins réalisant p succés
pour n répétitions dans un arbre binaire.

— Formule du triangle de Pascal.

— Formules () = sty () = (,2,) et () = 5 (350)

— Formule du binéme de Newton donnant (a + b)". Lorsque a et b sont stricte-
ment positifs, on pourra faire le lien avec la loi B(n, aL%)

— Espérance et variance d’une variable de loi binomiale.

e Loi uniforme sur [1,n] , espérance, variance. Application, a 'étude de la loi
uniforme sur {a,---,b}, ou (a,b) € Z%. Notation X < U({a,---,b}).

e Lois discretes usuelles a valeurs dans un ensemble définies sur [’espace probabilisé
(Q,T,P). On généralisera les lois B(p), B(n,p) et U([a,b]) vues lors du premier
semestre.

Dans cette section, X désigne une variable aléatoire réelle finie

18.1.1 Loi certaine

loi certaine
X suit une loi certaine, égale a m <= P(X =m) =1

— Pour une telle V.A.R., on dit que X suit la loi certaine égale & m et aussi que X = m presque
stirement.

Pour la suite de cette section, X désigne une variable aléatoire réelle certaine égale
amelR

Univers image

X(Q) = {m}

densité
fonction de
répartition
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Osiz<m
FX(z)_{lsix>m
E(X)=m
V(X) =0

18.1.2 Loi uniforme

Une v.a. finie suit la loi uniforme lorsque tous ses événements élémentaires sont
équiprobables.

X—=U({x1, o)) = PX=x)=1 (1<i<n)

— Le symbdle X — U(FE) est une abbréviation pour « X suit la loi uniforme sur 'ensemble E ».

X<Q) = {$1, o -,fL’n}

Pour la suite de cette section, X désigne une variable aléatoire réelle de loi uniforme
sur [1,n].

0 siz<l1
Fx(z)=<¢E sik<z<k+1 (1<k<n)
1 sin<zx
n+1
E(X) = 5
n?—1
V(X) = B

— L’espérance d’une va de loi uniforme est la moyenne des valeurs prises par la va.

18.1.3 Loi de Bernoulli
Dans cette section, p € [0,1] et g=1—p
X —=Bp)<=PX=1)=pet P(X=0)=¢q
_ Le symbdle X <5 B(p) est une abbréviation pour « X suit la loi de Bernoulli de paramétre p ».

— Notant g=1—p, ona g = P(X =0).
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— La loi de bernoulli de parameétre p = % est la loi uniforme sur {0,1}.

Pour la suite de cette section, X désigne une V.A.R. de loi de Bernoulli de parametre
D.

X () ={0,1}
Osiz <O
Fx(z)=¢ qsi0<z <1
1sil<zx
E(X)=p
V(X) =pq

18.1.4 Loi binomiale
Dans cette section, n € N*, pe [0,1]] et g=1—1p
X < B(np) < P(X =k)= (Z)pkqn_k (k € [0,n])

— Le symbdle X < B(n,p) est une abbréviation pour « X suit la loi binomiale de parameétres n
et pr».

— La loi binomiale associée aux parametres n = 1 et p est la loi de bernoulli de parametre p.

Pour la suite de cette section, X désigne une V.A.R. de loi binomiale de parametres
n et p.

X(Q) =[0,n]
E(X)=np
V(X) = npq

— La somme de n variables aléatoires suivant une loi de Bernoulli de parametre p suit une loi
binomiale de parameétres n et p.

18.2 Lois discretes infinies Séquence 25
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e Loi géométrique (rang d’apparition d’un premier succes dans un processus de
Bernoulli sans mémoire). Espérance et variance. Notation X — G(p). Si X —
G(p), pour tout nombre entier naturel non nul k,

P(X =k)=p(1-pr!

e Loi de Poisson : définition, espérance, variance. Notation X — P(\)

Dans cette section, p €]0,1], ¢ =1 —p, A > 0 et X désigne une V.A.R.

18.2.1 Loi géométrique

X =G(p) = PX=k=p" (k=1

— Le symbole X < G(p) est une abbréviation pour « X suit la loi géométrique de parametres
Dy

— La loi géométrique modélise le rang d’apparition d’un premier succeés dans un processus de
Bernoulli de parameétre p sans mémoire : la probabilité p(k) correspond & la probabilité d’obtenir
k-1 échecs suivis d’un succes dans une succession de k épreuves de Bernoulli.

Pour la suite de cette section, X désigne une V.A.R. de loi géométrique de parametre
.

X(Q) =N
E(X) =4
V(X) =%

18.2.2 Loi de Poisson

k
X P\ < PX=k=2%5e* (keN)
— Le symbole X < P()) est une abbréviation pour « X suit la loi de Poisson de parameétres A ».
— La loi de Poisson est une loi qui décrit le comportement du nombre d’événements se produisant

dans un laps de temps fixé, si ces événements se produisent avec une fréquence moyenne A connue
et indépendamment du temps écoulé depuis I’événement précédent
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Pour la suite de cette section, X désigne une V.A.R. de loi de Poisson de parametre

A
Univers image
X(Q)=N
espérance
variance E(X) =\
V(X)=A
18.3 Lois a densité Séquence 30
programme
e Loi uniforme sur un intervalle. Espérance. Notation X — U|a,b].
X —-U[0,1] <= a+ (b—a)X — Ula,b|
e Loiexponentielle. Caractérisation par 'absence de mémoire. Espérance. Notation
X = &E(N)
1
X = €(l) <~ XX — &E(N)
e Loi normale centrée réduite, loi normale (ou de Laplace-Gauss). Espérance. No-
tation X — N (u,0?)
2 * X — H
X < N(u,0°) = X* = — N(0,1)
o
On attend des étudiants qu’ils sachent représenter graphiquement les fonctions
densités des lois normales et utiliser la fonction de répartition ® de la loi normale
centrée réduite.
18.3.1 Loi uniforme (continue)
Dans cette section, les nombres réels a et b vérifient a < b et X désigne une V.A.R.
a densité.
densité

fonction de
répartition
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-

X o Ulah] <= fx(z) = { =R
0 sinon
0 siz<a

X s Uab] <= Fx(x)=( =y sia<z<b
1 sib<z

X = U[01] <= a+ (b—a)X — Ua,b] (a <)

Pour la suite de cette section, X désigne une variable aléatoire réelle de loi uniforme

sur [a,b].
Univers image
X(€) = [a,0]
espérance
. b
variance E(X) — + a
2
bh— 2
vix)= =2
12
18.3.2 Loi exponentielle
Dans cette section, A > 0 et X désigne une V.A.R. a densité.
densité
fonction de . )\e*)‘x six > 0
répartition X = &) = fx(2) = { 0 sinon
A : >
X;>5()\)<:>FX($):{1 e sle>0
0 sinon

X&) <=3X—=EX) (A>0)

Pour la suite de cette section, X désigne une V.A.R. de loi exponentielle de para-

metres A
Univers image

X () = [0, +oo]

espél:ance 1

variance E(X) ==

(X) =5

1

V(X) = —

)\2
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PX>T(X>T+t):P(X>t) (TZO,ZfZO)

Une V.A.R. suit une loi sans mémoiressi X > 0 et
P(X>z+y)=PX >z)P(X >y) (x> 0,y >0)

Une V.A.R. X suit une loi sans mémoire ssi X =0 p.s. ou X
suit une loi exponentielle
18.3.3 Loi normale

Dans cette section, p et o désignent des nombres réels et X désigne une V.A.R. a
densité.

X — N(u,0?) <= fx(z) = ——¢ %(%)2 (x € R)

t2
() “zdt

- ke

X%N(u0)<:>Fx(

/ % ? t
a\/ 27

X = N(uo?) <= X* =L N(0,1) (peRo>0)

Pour la suite de cette section, X désigne une V.A.R. de loi normale de parametres
2
ueto
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15.4.1 Produit cartésien
15.4.2  Sommes et supplémentaires
15.5 Applications linéaires Séquence 16 et 26
15.5.1 Applications linéaires
15.5.2 Noyau et image
15.5.3 Homothétie, projections, symétries.
15.5.1 Rang

117
117
119
119
119
119
121
122
122
124
124
125
125
126
126
127
127
128
128

129
129
129
130
131
132
132
133
134
135
136
137
138
139
139
140
141
141
143
144
145
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15.5.2 Matrices

Probabilités

16 Espaces probabilisés Séquence 7 et 8

16.1
16.2
16.3
16.4
16.5
16.6
16.7

Expériences aléatoires
Tribus Séquence 24

Espaces probabilisables
Espaces probabilisés

Limite monotone Séquence 24
Probabilités conditionnelles
Indépendance

17 Variables aléatoires réelles Séquence 14

17.1
17.2
17.3
17.4
17.5
17.6
17.7

Généralités

Espérance et variables aléatoires discretes Séquence 14 et 25
Espérance et variables aléatoires a densité Séquence 30
Espérance

Variance

Ecart type

Approximations Séquence 34, 35 et 36 ?

17.7.1 Théoremes fondamentaux

17.7.2  Convergence en probabilité

17.7.3 Convergence en loi

18 Lois usuelles Séquence 14

18.1

18.2

18.3

Lois discretes finies

18.1.1 Loi certaine

18.1.2 Loi uniforme

18.1.3 Loi de Bernoulli

18.1.4 Loi binomiale

Lois discretes infinies Séquence 25
18.2.1 Loi géométrique

18.2.2 Loi de Poisson

Lois a densité Séquence 30

18.3.1 Loi uniforme (continue)
18.3.2 Loi exponentielle

18.3.3 Loi normale

147

151

152
152
152
153
154
156
156
159

160
160
162
164
165
167
168
168
168
169
169

171
171
171
172
172
173
173
174
174
175
175
176
177



