1. Ily aautant de mots de passe que de 8-listes d’éléments de I’ensemble E constitué
des 26 minuscules, 10 chiffres et 6 signes de ponctuation. Il y en a

(26 + 10 + 6)8 = 428

2. Pour constituer un tel mot de passe, on commence par constituer une 5-liste avec
les minuscules (il y en a 265) que 'on complete avec une 3 liste sans répétition
des 10 chiffres (il y en a A?O). Au total, il y a 26° x A:I’O mots de passe.

3. L’ensemble de ces mots de passe est constitué de tous les mots de passe (42%),
privé des mots de passe ne comportant ni chiffre, ni signe de ponctuation (26%).
Au total, il y en a 428 — 268.

4. L’ensemble de ces mots de passe est cnstitué de tous les mots de passe (42%),
privé des mots de passe sans signe de ponctuation (il y en a (26 + 10)® = 36°) et
des mots de passe comportant exactement un signe de ponctuation (on choisit
le signe de ponctuation, sa position, et on complete les 7 cases qui restent avec
des minuscules ou des chiffres : il y en a (?) X (?) x 367). Au total, il y en a

428 — 368 — (?) (f) 367

5. Pour constituer un mot de passe avec exactement trois chiffres et un signe de
ponctuation,

On choisit 3 positions pour les trois chiffres ((g) possibilités)

On choisit les chiffres pour ces trois positions (103 possibilités)

On choisit la position du signe de ponctuation ((?) possibilités)

On choisit le signe de ponctuation ((?) possibﬂités)

A

. On complete les quatre cases restantes avec des minuscules (264 possibilités)

Au total, il y en a
8 3 5 6 4
(3) x 107 x (1) X (1) x 26

6. Pour constituer un tel mot de passe, on choisit huit chiffres distincts ((180)), puis

on les dispose dans 'ordre croissant. Au total, il y en a (180) =40
spéciale dédicace : K., tu peux les écrire tous, si tu le souhaites, je valide

Exo C. A. 1. Comme les tirages de boules sont indépendants et comme les boules ont
les mémes probabilités d’étre tirées, on utilise la probabilité uniforme pour
calculer nos probabilités conditionnelles. En particulier, on a

PU1(R/€) %
PU2(Rl€) % =1
Puy(Ry) =19

Il résulte alors de la formule des probabilités totales appliquée au systeme
complet d’événements (non négligeables) {U1,U2,Us} que

P(Ry) = P(U1) x Py,(Rg) + P(Uz) X Pu,(Rg) + P(Us) x Py, (Ry)

:l><2+1x1+%><0:&:
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2. a. D’apres l'indépendance des tirages des boules (une fois I'urne choisie),

2 n
PU1(R1 m"'mRrJ = PU1<R1) X X PUl(Rn) = <g>

b. De méme, on a

PUQ(Rl N---NR,) = PUQ(Rl) XX Py, (Ry) =1"=1
Py,(RiN---NRy) =Py, (R1)x - xPy(R,) =0"=0

c. Lesrésultats précédents et la formule des probabilités totales appliquée au
systeme complet d’événements (non négligeables) {U1,Us,Us} induisent que

P(Rin---NR,) =PU)x Py (RiN---NRy,)+ P(Uz) X Py,(RiN---NRy)

—|—P(U3) X PUg(Rl MN---N Rn)
1 2\n 1 1 1 /2\n
=3 x(§)"+3x1+3x0=5(3)"+

W=

3. D’apres les résultas des questions 2a et 2c¢, nous avons

Comme P(R; N R2) # P(R1)P(R2), les événements R; et Ry ne sont pas
indépendants pour la probabilité P.

. 1. Soit k € [2,n]. Alors, il résulte du résultat de la question 2a et de la définition
ds probabilités conditionnelles que

P(RiN--NR,_1NRy) 3
P(RiN---NRg_1) %(

k1
_|_§
—1

PRm---mRk,l(Rk) = + 1 (g
3 5

2
5
2. a. Nous déduisons du résultat de la question Ala que

— 7 8
(A1) = P(Ry) (R1) 5= 15
b. Pour > 2, nous remarquons que A, = R1N---NRy_1NRy. En particulier,
nous déduisons de la formule des probabilités composées (vu qu’il n’y a
pas indépendance entre les R;) que

P(Ak) = P(Rl) X PRl(Rl N RQ) X -ee X Ple...an_2(Rk_1) X PRlﬂ...ﬂRk_l(Rk>

= % X < ?:_21 PRlﬂ---ﬁRgfl(R£)> X (1 - PRlﬁ---ﬁRk,1 (Rk))
; 1 (%)EH (%)kﬂ
= 1= < [[}=, m x [ 1— m (produits telescopiques)
_ 1y (6) = (3)n
P )+ (3)+n
k—



c. On remarque que A = Ur_, Ay, de sorte que I'on déduit de la formule des
sommes géométriques de raison différente de 1 que

P(A) =1-P(Ul_ 1Ak) =1->7_,P(Ag) (événements mutuellement incompatibles)
— k= 12 (E
2 n

OO oy

2) (Somme géométrique de raison # 1)

Exo D. 1. a. Réaliser un tableau de variation de g aide beaucoup pour la suite
La fonction g est dérivable sur R en tant que différence de fonctions déri-
vables. De plus, on a

gd(x)=e"—1 (x € R)

En particulier, il résulte de la croissance stricte de la fonction exponentielle
et de I'égalité eV =1 que

Jdx)>0<=2>0 ¢x)=0<2=0 ¢x)<0<=2<0

La fonction g est donc strictement décroissante sur | — oo, 0[ (sur | — oo, 0]
d’apres la propriété 10.76 du cours) et strictement croissante sur |0, +o0]
(idem sur [0, +o0[).

b. La fonction g est continue, strictement croissante sur [0, +oo[ donc est une
bijection ¢ de [0,4o0[ dans g([0, +oo[) = [1,+oo] (il résulte en effet du
théoreme de croissance comparée que xll}liloo g(x) = +oo. En particulier, il

existe une unique solution strictement positive /3, de I’équation g(z) = n
(car g(0) = 1 < n), il s’agit de B3, = G~ (n).

De méme, il existe une unique solution «,, stritement négative a 1’équation
g(x) = n (pour les mémes raisons, car Igmoog(x) = 400.

2. a. Pour n > 2, nous déduisons l'inégalité g(n) > 1 de la croissance de g sur
Iintervalle [0, +oo] et de g(0) = e — 0 = 1. De plus, nous remarquons que

1

g(lnn) =e™" —In(n) =n —In(n) < n.

>0
b. Pour n > 2, nous remarquons que

g(In(2n)) = " _In(2n) = 2n—In(2)—In(n) = n+(n—In(n))—In(2) = n+g(In(n))—In(2).

Comme ¢(In(n)) > In(2) (car il est bien connu que 2 < e et donc que
In(2) < In(e) = 1), nous en déduisons que

g(In(2n)) =n+ g(In(2b)) —In(2) > n

J/

>0
c. Pour n > 2, nous avons ¢g(In(n)) < n = ¢(B,) < g(In(2n)), d’apres les
résultats précédents. La fonction g étant strictement croissante sur [0, +o0],
nous avons alors nécéssairement

In(n) < B, < In(2n) (n>2).



Exo IV.

1.

e Comme ug = a > 0, la propriété Py est vraie

e Supposons maintenant P, pour un entier n € N et prouvons Pp1.

3 2
Up+1 = 5 Uy > 0
définition Pn

A fortiori P,,4+1 est vraie.
En conclusion, la propriété P, est vraie pour chaque entier n € N.

Stratégie : pour prouver que la suite est arithmético géométrique, il semble logique
de calculer v,41 et de chercher a l’exprimer sous la forme avy, + b
Par définition de la suite v et de la suite u, nous avons

3 3
Upt1 = Inupyp =1In (§u%> = ln§ +2Inuy, =In3 —In2+ 2v,

A fortioti, v, est arithmético-géométrique (avec a =2 et b =1n3 —In 2).

Cherchons d’abord I'unique suite constante ¢ vérifiant ¢ = ac 4 b, c’est a dire
c=In3—-—n2+2c<=c=n2—-1n3
En procédant a une soustraction, avec la relation v,+1 = avy, + b), il vient
Upt1 — ¢ =2(vy — €)
En particulier la suite v,, — ¢ est géométrique de raison 2, de sorte que
vy —c=(vg —c¢) x 2" (n € N)

Comme vy = In «, nous obtenons alors que v, = In2—In3+ (¢ —In2+1n3) x 2"

Comme u,, = e, il suit

2
3¢

— en2-In3+(a—In2+In 3) x2" eln2,—In3,(a—In2+In3) x2" a—In 2+1n 3)x2"

Unp

La suite u converge ssi a —In2 + In3 < 0. Plus précisémment,

e Sia—In2+In3 < 0, v, diverge vers —oo et u,, converge vers 0 par composition
avec ’exponentielle

e Sia—In2+In3 =0, v, et u, sont des suites constantes (et donc convergentes),
égales respectivement a In2 — In 3 et %

e Sia—In2+1In3 >0, v, diverge vers +o00 et u,, diverge vers 400 par com-
position avec I'exponentielle

La fonction f est définie et dérivable sur R\ {—2}. Sa dérivée, qui vaut
, 6x(x+2) — 322 3224 122 r+4
f (‘/L‘) = —= = aj’—’
(x +2)? (z +2)? (z +2)7
est du signe de z(x + 4). Par ailleurs, un calcul rapide montre que f — —oo,

o
f — —oo, f —>+ +o0o et f +—> +o00. En particulier, la tableau de variation de la
92— -9 0

fonction f est



Exo V.

1.

x |—oo —4 -2 +00
flle) + 0 - - 0 +
12 400 400
f(x) VAN NS
—00 —00 0

Il résulte du tableau de variation (et du théoréme des valeurs intermediaires)
que l'équation f(x) = 1 a deux antécédents : I'un dans | — 2,0[ et l'autre dans
10, +00[. A fortiori, f n’est pasinjective sur | — 2, +o0.

De méme, il résulte du tableau de variation que f(] — 2,+o00[) = RT # R. A
fortiori, f n’est pas une surjection de | — 2, +-o00[ sur R*.

Etant donné y € R™, nous remarquons d’une part que y — /24y +y2 < 0 et
d’autre part qu’un nombre positif z satisfait

y=g(x) <=y=: 2<:>3:c —y(:c—|—2)<:>a:—%x =0
@(x—%)zr—ﬂy%:ME»( 24y+y)< ‘24y+y>:0

2
g = PR 5

En particulier, I’équation y = g(z) admet une unique solution x > 0 de sorte
que g est une bijection. De plus, sa bijection réciproque est

gl: Rt — RF
y+v/24y+y?
y o

D’apres le tableau de variation de f, la fonction g est strictement croissante (et
donc injective) et satisfait g(R*) = R*. A fortiori, g est bijective.

Conseil : traiter cette question en dressant un tableau de variation de f et de g

Sur l'intervalle [0, +oo[, les fonctions polynémes = +— —x + 72, r— 1+uxet
x +— —x sont dérivables. Comme 1+ x > 0 et comme le logarithme est dérivable
sur |0, +oo[, la fonction z +— In(1 + z) est également dérivable sur [0, +4o0.
A fortiori, les fonctions f et g sont dérivables sur [0, +oo[ en tant que sommes
de fonctions dérivables. De plus

1—(1 _
P@) = 1= 5 = <o
J@) =a+f(e)="00"0 2=~ (23>0

A fortioti, f et g sont respectivement décroissantes et croissantes sur [0, +o0].
Comme f(0) = 0 et comme f est décroissante sur RT, on a f(z) <0 (z > 0),
c’est-a-dire

In(l+z) <z (x> 0)

De méme, comme ¢(0) et g est croissante sur R™, on a g(z) > 0 (z > 0) et
donc



ln(l—l—x)}x—% (x > 0)

3. Pour n € N*, prouvons par récurrence la propriété P, : u, > 0
e P est vraie car uy; = % >0

e Supposons maintenant P, pour un entier n € N et prouvons Pp,1.

1
Un+1 2 <1 + 2n+1> > 0
définition ~———— P»
>0

A fortiori P41 est vraie.

4. Soupir... encore une démonstration par récurrence = des points donnés gratui-
tement (enfin, pour ceuxr qui ont pris la peine de comprendre et de maitriser le
concept facile de démonstration par récurrence. Pour info, il y a souvent des
questions qui se traitent par récurrence en ds/concours)

n
1
Pour n € N*| prouvons par récurrence la propriété P, : Inu, = Z In <1 + 27:)
k=1

1
1 1
e Py est vraie car Inu; = In (g) =In (1 + 5) = ,}1 In (1 + Q_k)

e Supposons maintenant P, pour un entier n € N et prouvons P, 1.
Comme u, > 0 et up+1 >0, on a

s o (o x (14 b)) = D+t (14 k)
définition
n 1 n+1
= 1n(1+2—k)+lnln( 2+1> Zln(1+ )
P, k=1

A fortiori P41 est vraie.

5. D’apres 'inégalité établie a la question 2 pour k € N et x = 2%,

1 1/1\2 1 1
ﬁ_§<2—k) gln(1+2—k)<2—k (k>0)

Soit n > 1. En sommant la relation précédente pour 0 < k < n, il vient

n 2 n n
1 1/1 1 1
> () )< xm () < 2w

A fortiori, nous obtenons que

SN N L R 1 ~ 1

Sasr e rn(trg) <X 5

k=0 k=0 =0 k=0
Sh Tn In un, Sn

nous avons

6. S, est la somme des termes d'une suite géométrique de raison % = 1, de sorte que



11— 1
X —g—=1-— (n>1)
2 2"

De méme T}, est la somme des termes d'une suite géométrique de raison zlL # 1,

de sorte que
1-4& 1 1
4?1
X ==-(1—— >1
ERE ( 4n> (=1

L1

4 gn+1
Tnzl—l
1

R

Il résulte de ces deux formules que S, converge vers 1 et que 7}, converge vers %

7. a. Nous avons précédemment montré que u,, > 0 pour n > 1. Comme

2n+1) > Up X 1 =uy,

Up+1 = Up X (1—1—

nous concluons que la suite u est strictement croissante

b. La suite 5, est majorée car elle converge. Comme Inu, < 9,, la suite Inu,
est majorée et nous en déduisons qu’il en est de méme pour la suite u,, par
composition avec la fonction exponentielle, qui est croissante. Comme la suite
u est strictement croissante, elle est alors forcément convergente.

c. Comme limS, =1, lim7T,, = % et limu, = ¢, par conservation des inégalités
larges par passage a la limite, nous déduisons de S, — %Tn < In(uy) < S,
que

<In/<1

§:1— X
6

DO | —
W =

En composant avec 1’exponentielle, il vient alors /6 < <e.



