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Corrigé Maths EML 2014 ECS

PROBLEME 1. |

PARTIE I. Propriétés générales de T
1. Soit f élément de E. f étant continue que R, elle admet une (infinité de) primitive(s)
F vérifiant F’ = f sur R, donc de classe C'. Comme

VeeR,  T(f)() = %(F(x 1) —F(a—1)).

T(f) est dérivable sur R de dérivée x +— %(f(x +1) — f(z — 1)), elle-méme continue
sur R. Bref
T(f) € Ba et Vi € R T(/) () = 5(f(z +1) — fa— 1),
2. o Pour tout f de E, T(f) € E; et E; C E donc T(f) € E.

e Pour tout (f,g,\) € E? x R, Vz € R,

x+1 r+1
T +0)w) =5 [ O +a@dt=g [ A+ gl

41 x+1
St / fleyat + / g(@)dt = XT(f)(x) + T(9)(x).

—1 z—1

‘T est un endomorphisme de E. ‘

3. |.| € E car |.| est continue sur R mais |.| € ImT car ImT C E; et |.| € E; puisque |.|
n’est pas dérivable en 0.
‘T n’est pas surjective. ‘

4. Effectuons le changement de variable u = —t, de classe C!, dans lintégrale non
impropre définissant T(f) :

—x+1 r+1
Ve e R0 =5 [ swd=g [ fcudu

) T()(=x) si f est paire
| =T(f)(z) sifest impaire

‘ T(f) posséde la méme parité que f. ‘

—+o0 +oo
5 e Si / f(t)dt converge, Rt : z / f(t)dt est le reste d’une intégrale conver-
— 00 T

m R*(z)=0.

gente. En particulier, i
r—+00

Des lors, T(f)(z) = %(R*(x +1)—Rt(z—1)) —— 0.

Tr—r—400

x
e Et de méme, R~ : z — / f(¢)dt définit le reste d’une intégrale, avec
— 00

mgrzloo R™(z) =0.
Das lors, T(f)(z) = %(R‘ (@+1) =R (z 1)) ———=0.

Si /+°<> f(¢)dt converge, alors T(f)(z) —— 0 et T(f)(x) —— 0

r——+00 T——0Q

— 00

e Pour tout x de R,
1 {— COS(M)]IH cos(z — ) — cos(x + )

T(s)(x) = 5 - —o,

27
par 2m-périodicité de cos.mPlar conséquent, s € KerT, et comme s # 0,
‘ KerT # {0} et T n’est pas injective. ‘
Remarque : comme E n’est pas de dimension finie, la non surjectivité de T ne permet
pas directement de conclure d sa non-injectivité.

s
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PARTIE II. Premier exemple
Soit (a,z) € R2.
eaw

1
I = (eale D) _ ga(z—1)) — @) ga0
Tmmw:§/ eotdt = J 5g © ) = S (et — o) sias

-1 1 sia=0
Et il s’ensuit

(VaeR,  T(fa) = ¢(a)f(a).|
e ¢ est de classe C*° sur R* car quotient & dénominateur ne s’annulant pas de
fonctions C°.
De plus e —e ™ = e%(1 —e"2%) ~ 1x2a ~ 2adonc ill% pla) =1 = ¢(0),

a—0 a——+oo

donc ¢ est continue en 0.
Enfin, pour tout a non nul,
la) —p(0) e —e*—2a 1+a+a?/2+0(a?) — (1 —a+a?/2+0(a?)) — 2a

a—0 2a2 2a2

=o0(l) — 0
a—0

Donc ¢ est dérivable en 0 avec ¢’(0) = 0.

Cette valeur n’est pas surprenante puisque ¢ est paire. D’autre part, on pouvait cal-
culer la limite de ¢ en O et utiliser le théoreme de prolongement des fonctions de
classe CL.

Toujours pour a # 0,

_ 2a(e®+e %) —2(e*—e" ) ea—1)+e (a+1)

/
¢'(a) e = oo
e*(la—1)+e *(a+1) .
© est dérivable sur R avec ¢'(a) = 2a2 sia#0
0 sia=0

e Une étude rapide de la fonction dérivable g : a — e¢%(a — 1) + e %(a+ 1) sur R
donne ¢'(a) = a(e® —e™®), positif et ne s’annulant qu’en a = 0, donc g est strictement
négative sur | —oo; 0[ et strictement positive sur | 0; 400 |

e*(a—1)+e *(a+ 1) est du signe (strict) de a. ‘

e Comme ¢’ est du signe de g,

© est strictement décroissante sur | —oco; 0] et strictement croissante sur [0; 400 [. ‘

-3 -2
10. Soit A € [1; +oo[. Comme ¢ est continue strictement croissante sur [0; 400, ¢
réalise une bijection de [0; +oo [ sur ¢([0; +oo[) = [¢(0); limye @[ = [1; 400

11.

Ainsi il existe a € [0; 400 tel que A = p(a).
On a alors : T(f,) = ¢(a)fa = Afa. Donc f = f,, qui est non nulle, convient.
‘Pour tout A € [1; +oo|, il existe f € E\ {0} telle que T(f) = Af. ‘

Ce qui montre que tout réel au moins égal a 1 est une valeur propre de T.

PARTIE III. Deuxiéme exemple
e h est continue et paire sur R car inverse d'une fonction continue et paire ne
s’annulant pas sur R, donc h € E.
o Par 4., T(h) est paire : il suffit de calculer T(h)(x) pour z > 0.
e Pour0O<a<1:

T(h)(z) = 1/0 LI l/m+1 BN l(ln(2+x)+ln(27x)) =
2 ), —t+1 2 )y t+1 2 N
In(4 — %)

2
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e Pourl<ux:

x+1 T
T(h)(x) = % /_1 t%dt _ % (In2 + ) — In(z)) = %m IQ.
_ In(4—2%) sizel0;1]
T(h) est paire avec T(h)(z) = { 4 2 .
3 (In(x 4+ 2) —In(z)) siz>1

12. La question 1. donne directement

1 1 1
s\zgs +2>§0 sizel0;1]
x —x
(T(h))'(x) = 3y1 1 1 )
5\ 753 $)< size[l;4o0]
cette dérivée ne s’annulant que si z = 0.
Par parité,

‘T(h) est strictement croissante sur | —oo; 0] et strictement décroissante sur ]0; +oo]. ‘

Et on peut préciser
la tangente en 0 (resp. en 1) de la courbe de T(h) a pour équation

1
y=1n2 (resp. y = —g(x —1)+1In3)

13. Avec la fonction h, nous avons d’une part, pour |z| > 1,

1 1
T(h)(z) = 3 In(1+2/ |z|) —, ce qui prouve que T(h)(z) —— 0, et ’autre

1t
part comme h(t) e T / h(t)dt diverge par la régle des équivalents pour les
—+00 J1

+oo
fonctions positives, puisque 'intégrale de Riemann / Edt diverge.
1

‘ La réciproque du résultat obtenu & la question 5 est fausse. ‘

PARTIE IV. Recherche d’extrémums locaux pour une fonction réelle de
deux variables
14. o Comme F est de classe @' sur | 1; +oo[ et (x,y) — zy est polynomiale donc de
classe @ sur ]1; +o00[* & valeurs dans ] 1; +o0o|, les théoremes algébriques usuels
assurent que

.

H est de classe @ sur | 1; 400

o V(z,y)e]l; —l—oo[2

7

oH 1 1 29 2 1 1 2
9 (2 y) = F'(z) — 2yF (2y)) = —— — = — 2_ 1 ,
8x(x’y) () = 2yF'(zy) r+2 =z my+2+a: m+2+a: Ty + 2
OH 1 1 2x 2 1 1 2x

—(z,y) = F'(y) — 22F (zy) = —— = — .
gy Y =FW) @) = e Ty w2y T yre Y ayez
15. Vu la grande symétrie de x et y dans la définition de H, on peut s’attendre & ce que,
st point critique il y a, il vérifie x = y...

Analyse.
Supposons que (z,y) € | 1; +00 [ est un point critique de F.

1 1 2

+—:
+1 y+1
—0,0=>d*F2 z ay+2 T =2 " = 9=

v i(z,y) =(0,0) L G 2vw 24y Y

y+2 y  xy+2

https://groupe-reussite.fr/stage-en-prepa-hec



Groupe Réussite

=z =y (le lecteur est prié de détailler les menus raccourcis calculatoires...)
1 1 2z

Avec z =y, %(I,x):O:>2+—x+g—m20:>x2—2x—2=0 (le lecteur
a)u seule solution & cette ultime équation dans ]0; 400 [ est z = 1+ /3.
Réciproquement.
V(z,y) =vf(1+V3,1+3) = (0,0).
H admet un unique point critique, c’est (xo,0) = (1 4+ /3,1 +/3).
16. Avec les données fournies, (rt — s?)(xo,90) ~ —1,9 x 1073 < 0 donc H n’admet pas
d’extremum local en (xg, yo). Comme ce point est 'unique point critique de H,

H n’admet aucun extremum local sur | 1; +o00 [*.

45 — 26+/3
18

Les courageuz pourront vérifier que (rt — s%)(xo,y0) =

45% = 2025 < 2028 = 262 x 3.

PARTIE V. Transformée d’une densité
17. Soit (A,B) € R% Comme T(f) est de classe €' et comme on connait mieux T(f)’
que T(f), une intégration par parties s’impose

B B

| 1@ = )@}~ [ (a1 = @ = D)ads
Al B+1 A+1 A

b (B/ flx)de — A f(z)dx

< 0, puisque

B-1 A—-1
B+1 B—-1

_/ f(u)(u—l)du+/ f(v)(v—i—l)dv),
A+1 A—-1

aprés deux changements de variables C' u =z +1letv =2 — 1.
On partage ensuite les deux derniéres intégrales :

/B+l Flu)(u—1)du = /BT o f (v)da + /B_l af(z)dr — /B+1 f(z)dz

A+1 A+1 A+1
Et :

/B_l f@)(v+1)dv = /A+1 rf(r)dr + /B_1 of (x)de — /B_l f(z)da.

A—1 A-1 A+1 A—1
Deux des termes se simplifient, et en regroupant les intégrales ayant les mémes bornes,
par linéarité, on a exactement

B 1 B+1 A+1
/A T(f)(@)da = (/ (B — 2)f(x)da +/ (A — 2)f(z)dz

B-1 A-1

B+1 B-1
—|—/A+1 f(sc)dsc—F/A_l f(z)dz:)

18. Soit B € R. Alors : Vo € [B—1;B+1], |B—uz| < 1, et comme f est positive
(puisque densité),
Voe[B-1;B+1], |(B-2)f@) < f(@)
Par 'inégalité triangulaire,

B+1 B+1 B+1
/ (B—a:)f(x)dm‘ </ (B - 2)f(x)| dz g/ F(z)de. Ainsi

B-1 B-1 B-1

B+1
VB € R, '%/ (B — z)f(z)dz| < T(f)(B).

B-1

+oo
Comme / f(t)dt converge (et vaut 1... densité!), la question 5 assure que
— 00

Blir}rl T(f)(B) = 0. Le théoréme d’encadrement donne alors
—+00

B+1
lim 1 / (B —2z)f(z)dz = 0.

B—+oo 2 B-1
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A+1
Un raisonnement analogue montre que lim — / (A —z)f(x)dz = 0.
A——oc0 A—1

+oo
Et toujours puisque / f(t)dt = 1, en passant a la limite lorsque A tend vers —oo
— 00

et B tend vers 400, tous les termes de la relation de 17 admettent une limite finie et
on a

+o0
/ T(f)(t)dt existe et vaut 1.

— 00

Et comme T(f) est continue (car dérivable) et positive par positivité de I'intégrale,
‘T(f) est une densité. ‘

PROBLEME 2. |

6.

PARTIE 1. Quelques généralités
e VM e M,(R),®p(M) =AM — MA € M, (R).
e V(M,N) e M,(R)%2,VA€R,
PA(AMM+N) =AM +N) — (AM +N)A = A\(AM — MA) + AN —NA = A\d, (M) +
DA (N).

‘ ® 4 est un endomorphisme de M, (R). ‘
Dp(l,) = AL, —I,A = A — A =0 donc I,, € Ker(®4) et Ker(Pp) # {0}, donc
® 4 n’est pas injective. Comme P, est un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension finie, ®4 n’est pas surjective.
‘ ® 4 n’est ni injectif, ni surjectif. ‘

PARTIE I1. Etude d’un cas particulier
Comme A est triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux :
Sp(A) = {1,3}. Comme A est une matrice d’ordre 2 ayant 2 valeurs propres dis-
tinctes,

‘ A est diagonalisable et Sp(A) = {1, 3}. ‘

Pa(Ern) = (8 _01 >, Pa(Er2) = (8 _02 >’ ®a(B21) = <; _01 ) «

0 1
Pp(Egp) = ( 0 0 )a d’onl 0 0 1 0
-1 -2 0 1
Mats ((I)A) = 0 0 5 0
0 0O -1 0

En raison de ses 3 colonnes colinéaires non nulles, et indépendantes de la 4°™°,
| rg(Mats(®4)) = 2.

o Comme rg(Mats(®a)) = 2 et Matg(Pa) € My(R), 0 est une valeur propre de
®p avec dimEg =4 — 2 = 2. On peut méme préciser que Eg = Vect(Iz, A).

o D) (Eq2) = —2E; > donc —2 est aussi une valeur propre de ®4.

o rg(Matg(Pa) — 214) < 4 car sa 3°™€ ligne est nulle donc 2 est une valeur propre
de (I)A~

e Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, la somme de leur dimen-
sion ne peut pas excéder 4, il n’y pas d’autre valeur propre possible.

Sp(®4) = {~2,0,2}, dimE 5 = 1, dimEy = 2 et dim By = 1. |

Le théoréme de diagonisabilité s’applique : Z dimEy = 4 = dim M3(R),
AESp(Pa)

‘ ® A est diagonalisable. ‘

PARTIE II1. Etude du cas ot A est diagonalisable
Puisque A est diagonalisable, il existe une matrice P de GL,,(R) et une matrice D
de M,,(R) diagonale telles que P~*AP = D. En transposant cette relation,
tP tAt(P—l) — tD.
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Or 'D = D puisque D est diagonale, et ‘P*(P~1) = Y(P~IP) = ‘I, = I,,, ce qui
prouve que *(P~1) = (*P)~1. D’on ‘PYA(*P)~! =D.
‘ YA est diagonalisable et a les mémes valeurs propres que A. ‘
Supposons AX = AX et 'AY = Y.
P (XTY) = AXTY — X'YA = AXPY — X(PAY) = AX'Y — X¥(pY) = (A — p)X*'Y.

‘XtY est un vecteur propre de ®5 (associé a la valeur propre A — p).

Soit (i, ) € [1; n]*. Ecrivons V; = Z apXyp et V; = Zﬂng.
k=1 =1

Alors V; th = (Z aka> (Z Be th) = Z ok BeXp th S Vect(ff)
k 4

k¢

V(i,j) € [1;n]*,  V;'V; € Vect(F).
Et comme le préambule de ’énoncé nous rappelle que VeCt((Vj,th)(i’j)e[[l;n]F) =
M, (R), nous avons M, (R) C Vect(F). L’implication réciproque étant immeédiate,
Vect(F) = M, (R).

Ainsi F est une famille génératrice de M,,(R), constituée de n? vecteurs, et comme

dim(M,,(R)) = n?,

‘3" est une base de M, (R). ‘

Comme A et 'A sont diagonalisables d’aprés 6, prenons (Xi,...,X,) et (Yi,...,Y,)
deux bases de M, 1(R) formées de vecteurs propres de A et “A respectivement.

La famille ¥ & (X *Y5)(i.5)eq1; np? €st une base de M,,(R) d’aprés 8, et formées

exclusivement de vecteurs propres de &5 d’aprés 7. Il en découle
‘ ® 5 est diagonalisable. ‘

Le calcul mené en 7 montre que {\ — /X € Sp(A) et u € Sp(*A)} C Sp(Pa).
Comme Sp(*A) = Sp(A), on a {\ — u/(\, i) € Sp(A)?} C Sp(Pa).
Réciproquement, si « est une valeur propre de @4, il existe (au moins) un vecteur de

la base propre & qu'il lui est associé. Donc il existe (i,5) € [1; n]]> et deux valeurs
propres A et p de A tels que : @5 (X;'Y;) = aX; "Y;, AX; = AX; et PAY; = pY;.

Le calcul de 7 montre alors que aX; 'Y, = (A—u)X; *Y;, et puisque le vecteur propre
X; 'Y est non nul, @ = XA — p. Donc a € {\ — pu/(\, 1) € Sp(A)?}.

[ — /(0 ) € Sp(A)*} = Sp(®a) |

PARTIE IV. Etude d’un sous-espace propre de ®p associé a une valeur

propre non nulle.

11.

12.

13.

o DA(TY = ®2(I1,) = 0 = X x 0 x T la propriété demandée est vraie au rang
k=0.
e Soit k € N. Supposons @, (T*) = AkT*. En particulier, AT* = TFA + AkTF.
Op(TFH) = ATEFL — TFHLA = (TFA + AETF)T — TFHA = TF(AT + AT — TA) =
T*(®@a(T) + AkT) = TF(AT + MkT) = A(k + 1)T**1. La propriété est héréditaire.
e Nous avons démontré par récurrence sur k,

[VEEN,  @x(TH) = MT" |
Si, pour tout k de [[0; n2]], T* #£ 0, alors la relation précédente montre que, pour
tout k de [[0; n2ﬂ, Ak est une valeur propre de ®4. Donc ® aurait au moins n? +1
valeurs propres deux & deux distinctes puisque A # 0. Ceci est impossible puisque
dim M,,(R) = n? donc ®A posséde au plus n? valeurs propres distinctes.
Par conséquent, puisque T? # 0,
dq € [[1; nQH , T? = 0.
e Comme TP~1 =£0, rg(TP~1) > 1 et Ker(TP~!) # M, 1(R). Par conséquent,
il existe X € My, 1(R) tel que TP~1X #£ 0.
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e Soit (ei)ogicp—1 p réels tels

agX + o TX +---+ Oép_lTp_lx = 0.
En multipliant cette relation par TP~1, il vient apTP~'X = 0, donc ag = 0, et du
coup a; TX + ---+ozp_1Tp_1X: 0.
En multipliant par TP~2, il vient a; = 0.
Une récurrence immédiate assure ap = oy = o1 = 0.

‘ La famille (X, TX, ..., TP~!X) est libre, et p < n ‘

puisqu’il s’agit d’une famille de p vecteurs dans un espace de dimension n.

PARTIE V. Etude du cas ou A est symétrique
En labsence de mention contraire, je suppose que My, 1(R) est muni de sa structure
euclidienne canonique et je noterai (. | .). le produit scalaire, de sorte que (X | Y). = *XY.
14. e La bilinéarité, la symétrie et la positivité de la forme proposée ne fait aucun
doute.
e Deplus, M| M)=0= mej = 0. Comme il s’agit de la somme de termes
s
tous positifs, tous ces termes Sojnt nuls, donc M =0

‘ (.| .) est bien un produit scalaire sur M, (R). ‘

V(M,N) € M, (R)?, (M | N) = tr(*MN) ou tr désigne la trace.

1 =g
15. Utilisons le symbole de Kronecker défini par §; ; = S? Z ‘7
0 sii#j.
n n
(M'N | I,,) Z <Z M k1N, k) = szlknlk = (M | N) puisqu’en raison
%7 1=1 k=1

de §;,; il ne faut tenir compte que des termes tels que j = .
(VM N) € M, (R),  (M|N)=(MN|L,).|
16. Du coup, puisque P est orthogonale, ses colonnes forment une base orthonormale de

Mn’1(R), et

o 1 sii=j

V@i.g) € [Linl*,  *CiCy = (Ci| Cy)e =iy = o

0 siis#y

17. Le coefficient de rang k sur la diagonale de C;'C; est le produit du k°™¢ coefficient

de C; par le k™ coefficient de C;, c’est-a-dire pyipx,; (ou les p . désignent les
coefficients de P).

D’autre part, pour toute matrice M, (M | I,,) Z m; ;0; 5 Z m;,; = tr(M)

Dés lors, (C;'Cy | 1) Zpk iPkj = Z pikbrj = (‘PP)ij = (In)ij = dij,

puisque, P étant orthogonale tPP =1,.

V(g e [nl,  (© @”“*:“:{ézxii

18. Soit (i, 5, k,¢) € [[1; n]*. En utilisant 17 puis 16,

0[L,)=0 sij#/
Ci'C; | ChiCy) = (GO0 Cy [ T) = ¢
( i | Ce*Cr) = ( iCe'Cr [ 1) {(Citck|1n):5i,k sinon

1 sii=ketj=/{

0 sinon

Pour (i, j,k, ) € [1; n]]", (C;*C; | C4*Cy) = {

19. Par 18, la famille G est orthonormale. Les colonnes de P sont des vecteurs propres
de A = 'A qui est diagonalisable donc en appliquant les conclusions de 7, chaque
vecteur de G est propre pour ®4.

§G est une base orthonormale de M,,(R) formée de vecteurs propres de ®4.

.. et @ est orthogonalement diagonalisable.
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