CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 3
Exo I. ESPACES VECTORIELS.
1. On remarque que

r—y+T7t=0
(xy,2t) € H <=
T4y +[d2]—2t=0

|

y=3x+ 7t

Z=—-r—7

2.y,2.t) = (2,30 + Tt,—x — 2t,t) = 2(1,3,—1,0) + (0,7, -5, 1)
y,2,t) € Vect ((1,3, —1, 0),(0,7,—2,1))

x,y,z,t) € Vect ((1,3,—1,0), (0,28, —5,4))

—y|+ 7 =0
{4x+.+5t0
(

(
(z

Mﬂﬂ

En particulier H = Vect ((1,3,—1,0), (0,28, —5,4)) de sorte que H est un R-ep-
sace vectoriel, dont ((1, 3, —1, 0), (0, 28, —5,4)) est une famille génératrice. Comme
ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre, de sorte
qu’ils constituent une base de H.
2. a. Comme Tu — 4v = 7(1,3,—1,0) — 4(5,4, —2,1) = (7 — 20,21 — 16,1, —4) = w,
la famille (u,v,w) est liée.
b. D’apres la relation précédente, la famille (u,v) est génératrice de F' = Vect(u,v,w).
Comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre
et constituent donc une base de F

c. Procédons a une élimination. Comme(u,v) est une base de F, on a

(‘r’yrzut) S Fo—= 3()"/'0 < RQ’ (xvyazvt) = Au + nv
<= I(\pu) € R? (zy,2,t) = A\.(1,3, —1,0) 4 p.(5,4, —2,1)

T =X+ 0
<~ J(\p) € R, s — A2
t =yl
T —5 =M\
y — 4t = 3\
<~ d)\ € R, NP P
nw=t
r+2—3t=0
= S y+32+2t=0
A= —2z—2t

En particulier, on a F' = {(z,y,z,t) :x + 2 —3t =0et y + 3z + 2t = 0}
3. Pour cela, l'idéal est d’utiliser un paramétrage et une équation cartésienne.
Comme F' = Vect(u,v) et comme H = {(x,y,2,t) : 3x—y+7t = 0 = x+y+4z—2t}



(xy,2t) € FNH <= (z,y,2,t) € Vect(u,w) et 3z —y+Tt=0=x+y+ 4z — 2t
3r—y+7t=0
r+y+4z—-2t=0
(xy,2,t) = A(1,3,—1,0) + u(5,4, —2,1)
< J(\pu) €R?: et 3r—y+T7t=0
r+y+4z—-2t=0
(x y7z,t = \1,3,—-1,0) + u(5,4,—2,1)
< I(\pu) € R?: SN+ 5u) — (BN +4p) +7u=0
)\+5,u (BN +4p) +4(—=X—2p) — 21 =0
zy,z,t) = M1,3, —1,0) + (5,4, —2,1)

<= I(\p) €R?: (z,y,2,t) = Au+ pwv et {

<= J(\u) € R%: 18 =0
—u=0
<~ INeR: (z,y,2,t) = \(1 ) = Au

> (2,y,2,t) € Vect ((1,3, —1 O)) <— (z,y,2,t) € Vect(u)

En particulier F N H = Vect((1,3,—1,0)) et u = (1,3, —1,0) est une base de
F N H. Bon, on peut faire beaucoup plus simple et plus rapide avec des outils (la
dimension) que l'on aura le mois prochain.

Exo II. ESPACES VECTORIELS.
1. Comme z™ est nul si et seulement si x = 0 et n > 1, nous remarquons que

(z") vérifie (E) <= Vn >0, z2""2—2"=0
“=Vn>0, 2"z?-1)=0
= 1*-1=0
— (z+1)(z—-1)=0
—zr=—-louz=1

La condition attendue était I’équation caractéristique 22 — 1 = 0.

2. En resolvant le systéme, nous remarquons que

{u() =A+pu <:>{ Uug —+,u

U = AT1 + px up —xiuy = p(r2 — 1)
UQ =|Al+
— u1 —T1Ug _
T2—T1
_ wi—mug
o T —T -
— u1—T1UQ —
ro—Iq
En particulier, il existe une unique solution (i) € R? au systéme (parce que

Tl — T2 7'é O)
3. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition

Pp up = Mx1)" + p(w2)"

e Py et P sont vraies d’apres le résultat de la question précédente

e Supposons P, pour un entier n > 0 et montrons Pn+2

Comme les suites u = (up), v = ((z1)" )nGN et w = ((a:Q)”)neN satisfont



I'équation (E) (puisque 7 et x2 sont des solutions distinctes de ’équation
caractéristique 22 — 1 = 0, trouvée en 1), nous déduisons de P,, que

Upto = Up (d’apres (E) pour u)
= Mx1)" + p(x2)" (d’apres Pp)
= Mz1)" 2 4 p(a9)"?  (d’apres (E) pour v et w)

En particulier P, 42 est vraie
En conclusion, la proposition P,, est vraie pour n € N.
4. Soient z1 = —1 et x9 = 1 les solutions de I'équations 22 — 1 = 0. Pour chaque
suite u vérifiant (F), nous avons établi I'existence d’un unique couple (\,u) € R?
tel que

up = A(x1)" 4 p(w2)" = A(=1)" + p

E particulier, nous avons montré que u = \v+ pw. Autrement dit £ C Vect(v,w).
La réciproque étant triviale, puisque

(W + pw)pro = A(=1)""2 + = N=1)" 4+ p = (Av + pw), (n € N),

Nous remarquons que Vect(v,w) C & et donc que £ = Vect(v,w). Les suites
v = ( — 1)”)n ey et w = 1 n’étant pas colinéaires, elles constituent une base de
I’espace vectoriel &.

5. a. Comme z" est nul si et seulement si x = 0 et n > 1, nous remarquons que

(z") vérifie (F) <=Vn >0, 22 -2 42" =0
= Vn>0, 2"(z?-2r+1)=0
=’ —20+1=0
— (z-12=0
—z=1

b. Comme 2z est nul si et seulement si z =0 et n > 1, nous remarquons que

(na™) vérifie (F) <=Vn >0, (n+2)2""2 —2(n+1)2"" +na" =0
<= Vn>0, z"(n(@?-2r+1)+2(2*-2))=0
< Vn >0 n(z? —2r+1)+2(2? —2) =0
=22 -22+1=0et 2’ —2=0
= (r—-1)2=0eta(r—1)=0
—r=1

c. o Pour z =1, il résulte des deux questions précédentes que v = (z") = (1)
et w = (nz™) = (n) sont deux suites vérifiant (F).
e Pour u suite quelconque vérifiant (F'), il existe une unique solution (A,u) €
R? au systeme

U = o - I
<
= Uy —ruyg = pxr =
A fortiori, pour n = 0 et n = 1, nous avons prouvé la relation

n = A" + unx”™ = A+ un



Exo III.

Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition
P Uy = A" + pnz"”
e Py et Py sont vraies (deja fait)

e Supposons P, et Pp+1 pour un entier n > 0 et montrons P,2 Comme
les suites u = (uy), v = (;U")nGN et w = (nx”)neN satisfont 1’équation
(F), nous déduisons de Py, et P11 que

Upto = 2Upi] — Uy (d’apres (F') pour u)
=2 (A" + p(n+ 1)2"™) — (A\z" + pna™)  (dapres Py, et Ppi1)
=X (22" —2") + p ((n + 1)2" ! — na™))
= A2 2 + p(n + 2)z" 2 (d’apres (F) pour v et w)

En particulier P, 12 est vraie
En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N.
Comme précedemment, on montre alors que F = Vect(v,w) et que v = (1),en
et w = (n)pen forment une base de F.

EDHEC.

1. a. La fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ en tant que quotient de fonctions
dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus, on a
—e fx —1e™” -

flx) = - =—(x+1)ex—2<()

En particulier, f est strictement décroissante sur |0, +o0[ et de plus

li = t i =

Jim f(z) =+ooet lim f(z)=0

b. Pour I'’étude de branche infinie, d’apres les limites précédentes, il y a une
(demie)-asymptote verticale d’équation X = 0 (on reste a sa droite) en x = 0
et une (demie)-asymptote horizontale d’équation y = 0 en # = +o0 (on reste
au dessus) franchement, c’est cadeau :)

c. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition
P, : uy, €]0, +00|

e Py est vraie car ug =1

e Supposons P, pour un entier n > 0 et montrons P, 1.
Comme u, €]0,+o0[ d’aprés P, et comme f est définie sur |0, +o0] a
valeurs dans ]0, +00[ d’apres la, nous avons up+1 = f(u,) €J0, +o00[. A
fortiori, P41 est vraie

En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N.

2. On sait que 5 est le premier index n vérifiant u, < 0.00001 (le script de gauche
calcule les termes de la suite u, = f(u,—1) et sort de la boucle des que u, >
0.00001). On sait que 6 est le premier index n vérifiant u,, > 100000 (idem). En
particulier us < 0.00001 et ug > 100000. On peut raisonnablement conjecturer



que la suite oscille, qu’elle n’a pas de limite finie, qu’elle diverge, qu’elle n’est ni
croissante, ni décroissante, etc..

a. La fonction g est dérivable sur R et vérifie
gd(x)=—-e"—-20<0 (x = 0)

A fortiori, la fonction ¢ est strictement décroissante sur RY.

b. Comme g(0) =1 > 0 et limz— 100 g(x) = —00, comme ¢ est continue, stric-
tement décroissante sur RT, il résulte du théoréme de la bijection que ¢ est
une bijection de R™ dans | — oo, 1] et donc qu'’il existe une unique solution
x € [0, 4o00[ & I'équation g(x) = 0. Comme ¢(0) = 1, cette solution ne peut
pas étre nulle. Or, pour x > 0, on a

—T

f(l')zf‘:’e?=x<:>e*m:x2<:>e*m—x2=0<:>g($)=0

A fortiori, ’équation f(z) = x, d’inconnue x, possede une seule solution sur
R?* , que 'on note a.

c. comme —e~ ! est moins négatif que —2, on a

s(}) —eto ()= —e2n0

En particulier, il vient

6(1) <0 = g(a) < g (1) |

1
e

Comme g est strictement décroissante sur R™, nous concluons alors que = <

a < 1.

a. Comme ug = 1 et u,11 = f(u,) nous déduisons de la relation 1 —e™! > 0 et
de la stricte croissance de I’exponentielle que

ug =1
ur = fluo) = f(1) = o = o7
up = flur) = fle™) = =el >0 =y

Comme ug < ug et comme f est strictement décroissante sur R, il vient
uy = f(uo) > fuz) = us

En particulier, on a us > ug et uz < ug.

b. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition
P : U2p+2 > Ugp €6 Ugnt3 < Ugn1

Py est vraie d’apres la question précédente
Supposons P, pour un entier n > 0 et montrons P, 1 Comme la fonction
f est strictement décroissante sur R, et come il résulte de P, que ug,12 >
U2y €t Ugpt3 < Ugp41 NOUS remarquons que



Uonta = f(uant3) > f(uant1) = uont2 et uants = f(uanta) < f(uznt2) = uan+ts

En particulier, P, 41 est vraie
En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N. A fortiori, la suite
(u2n)neN est strictement croissante et la suite (ugp+1)nen est strictement
décroissante.
c. On pose h(z) = { (fog)(x) Zi i i 8

i. Pourx >0,0na

On remarque que f est prolongeable par continuité sur [0, +-00| car lim,_,o f(z) =
0. Notant f son prolongement,on remarque que f:RT — Rt est conti-

nue et que h = f o f de sorte que h est continue sur R*. Mais ¢a, c’est la
maniere de faire d’un prof de maths, il s’attendaneint plutot a ce qu’on
rédige comme suit : On peut montrer que cette composée est continue

sur ]0, +00[. On remarque que h(0) = 0 et comme

) —0
x—0 xT

lime* 7 =eV =1

z—0 .

lim h(z) = lim ze" 3 =0x1=0=h(0)
z—0 z—0

En particulier, h est continue en 0.
ii. Cette question est vicieuse.

e On sait déja que h(0) = 0 et que f(a) = a > 0 de sorte que h(a) =
f(f(a)) = f(a) = a. De sorte que 'on connait déja deux solutions (0
et a) de I'équation h(z) =z

e Montrons qu’il n’en existe pas d’autre. Supposons que z soit une solu-
tion strictement positive de h(z) = = (et montrons que z = a). Alors,

on a

r=hz) <= r=ze"""=




Exo IV.

A fortiori, une solution strictement positive de h(x) = = est forcément
une solution strictement positive de f(z) = z, autrement dit, on a
T = a.

Les solutions de h(z) = z sont donc 0 et a.

iii. La suite (u2n+1)nen est décroissante, minorée par 0 (d’apres 1c). A for-
tiori, elle converge. Notons ¢ sa limite. Par passage a la limite dans la
relation uont3 = f(f(u2n+1)) = h(ugnt1), nous déduisons de la continité
sur R*™ de la fonction h que

¢ = h(0)

Et il résulte de I'étude précédente que ¢ = 0 ou que ¢ = a. Mais comme
3¢ nous indique que u; = % < a, il résulte de la décroissante ce la suite
(ugn+1) que £ = 0. A fortiori,
n11>1—|r—loo Y2n+1 = 0

iv. Supposons que la suite (ugy,)n,en converge et notons L sa limite. Par pas-
sage a la limite dans la relation ugn+2 = f(f(u2,)) = h(ugy,), il vient
L = h(L) de sorte que L = 0 ou L = a. Mais comme la suite (ugy) est
strictement croissante et comme a < 1 = ug, nous obtenons que L > a
ce qui est impossible. A fortiori, la suite (ugy,) diverge et comme elle est
croissante, on a

lim wo, = 400
n—-+00

1. a. Comme (Ug)ock<n est un systeme complet d’événements (on choisit forcé-

ment une urne), on a

1= Y P(Uy)=P(Uo) + P(U1) +...P(Uy)
k=0N

Pour 1 <7 < N, 'urne U; contient N — ¢ portant le numéro 0 sur N boules
au total, de sorte que l'on choisit une boule portant le numéro 0 avec la
probabilité

N —1

(1<i<N)

Pour 7 = 0, c’est différent, on est stir de tirer une boule portant le numéro 0
(parce que l'urne Uy ne contient que cela)

Py, (Ag) =1

En appliquant la formule des probabilités totales au systéeme complet d’évé-
nements (Ug)o<i<n, il vient

P(Ag) =Y, P(Ui) x Py,(Ao)

= P(Up) x Py,(Ao) + 3, P(Us) x Py,(Ag)
v
= w7 X L+ 2w < R




Comme la somme est arithmétique de raison —m, perso, je ne fais pas
de changement d’indice, j’applique ma formule pour trouver que

_ 1 1 1 N—1 N—N
P(A) *NT1+]]XX IX(NJ;VN; N JrN+1>< )
= va T2 XN XN
1 N-1

2. a. Soit k € [1,N] fixé. Pour j € [0,k — 1], 'urne U; ne contient pas de boule
portant le numéro k, de sorte que

PUj(Ak) =0 (0 << k)

Par contre, pour j € [k,N], I'urne &; comporte une boule portant le numéro
k parmi les N boules qu’elle contient, de sorte que

1
PUJ'<A/€) = X

E<i<N
N (k<j )

b. Soit k € [1,N], en appliquant la formule des probabilités totales au systéme
complet ’événements (U;)1<i<n, il vient
P(Ay) =Y P(U)) x Py, (Ag)
= Y820 P(Uj) x Py (Ag) + X0, P(U)) % Py, (Ar)

1
Zy 0N+1X0+Zy kNHX% )
1 1
=0+ (N - k+1)><N+1><N_N(N++1)

c¢. En remarquant que nous avons une somme arithmétique, remarquons que

SN PA) =N T

N—1+1 N—N-+1
X (N(N—H) + N(N+1)>

D’aprés la, il vient alors que P(Ag) = 3. C'est cohérent avec lc.
Dans la suite de I'exercice, pour n € N* et k € [0,N], on introduit I"événement

Ay, ) = « obtenir la boule numéro k lors du n'“*"® tirage »
3. Pourr € [0,N], on pose E, = « obtenir successivement les numéros r,r — 1,r — 2,...,3,2,1,0 »
4. On a

=A13NA22NA31 N A

A fortiori, il résulte de la formule des probabilités composées que



P(E3) P(A130A220A310A40)
= P(A13) x Pa, 5(A22) x ... x PA1 3N Az 9N Az 1(Asp)
= P(s

Ag) X PA1 3(A2 2) .o X PALg N A272 N A3’1(A4’0)

(d’abord on tire un 3, puis dans 'urne U3 on tire un 2, puis dans I'urne Us on
tire un 1, puis dans I'urne U on tire un 0 (il y en a N — 1) Wow, chaud quand
méme

5. De méme, on a

N

En = () Aj1n-
j=0

De sorte que (formule des probas composées)

P(Ey) =P <m§\f:0 Aj+1,N—j>
= P(AI,N> X PAI,N (AQ,N—I) X ... X Pm;VZBI Aj+1,N—j(AN+1,O)

Onadonce=N—-1letm=N 4+ 1.

6. a. Soient i € [0,N]. Si k > i, il n’y a pas de boule portant le numéro k dans
I'urne U; (dans laquelle on tire) de sorte que

PAu(A?Jf =0 (k> 1)

Si k < 4, 'urne U; comporte exactement 1 boule portnat le numéro k > 1 de
sorte que
1

PAl,i(A27k =N

v (1<k<i)

b. Soit k € [1,N]. En appliquant la formule des probabilités totales au systéme
complet d’événement (A ;)o<i<n, il vient

P(Agy) =N P(A1i) X Py, (A)
= Zk 1P(A1 i) X Pay (Aa k) + 2510, P(A1;) X Pa (Aay)
_Zi;:()lp( )X0+Z P(4;) XPAl,i(AQ,k>

= Ly P(Ai) x Pa, ‘(AQ,k:)

ZN N—i+1 > 1
szN—H N

Comme on retombe sur une somme arithmétique (décidémment), on obtient
que



P(Ay) =N —k+1)x%x (N(z\?:—rll) X 3+ %(]\J[\fﬁ x %>
1 [ N—k+l 1
=(N—-k+1)x3x (NQ(errl) T N2(N+1)>
N—k
= (N —k+1)x 3% gy
(N4 1)(N—k+2)
= TNV

Soit a € N. Pour b > a, prouvons par récurrence la proposition

b .
J b+1
7) . —
2 ()=
j=a
o P est vraie car 7, (i) =) =1= (Zﬁ)
e Supposons Py pour un entier b > a et montrons Ppq

i () =20 () + (7))
= () + (L) (dapres Py)
)

= (Zﬁ (formule de Pascal)

Donc Py 1 est vraie
En conclusion, la proposition Py est vraie pour b > a

bon, ¢ commence d étre relou... Soient k € [1,N], i € [0,N] et n € N*, alors

P, ,(App1k) = % si1 <k <i uneboule k dans I'urne U;
0sik>i pas de boule k dans I'urne U;

Je sens qu’elle va étre pénible celle la... Pour n € N*, prouvons par récurrence
la proposition

(")

Pai PlAw) = i

e P; est vraie car on a montré a la question 2b que

N-k+1 (M5

P(Ayx) = P(Ax) = NN+1) NY(N+1)

e Supposons P, pour un entier n > 1 et montrons P,;; D’apres la for-
mule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements

(An,j)1<j<n, on a

P(An—l-l,k) = Zf\]OP(An,i) X PAn ( n+1, Ic)
=30 P(Anyi) x Pa, (Aps1 ) + 2N, P(Ang) % Pa, ,(Angie)
=3 1 P(An;i) x 0+ Z P(Ap;) X PA S Angie)
N+n—i
= ka, m X ]{, d’apres P,

_ 1 N (N+n—i)
- N"+1(N+1) =k n

Cette fois, on ne coupe pas au changement d’indice j = N +n — i



N
P(An-l—Lk) N"+1%N+1) Zf\ik ( +1:L Z)
Nin—k (]
P(Api1k) ::REFT%V1T523¢¥Zn ()
N+n—k s
P(Apy1p) = —N;“%JZH)( e d’apres Ta
+n—k+1
P(An+1,k) = ]Efn+7{-é_]1\7+1))

De sorte que Py41 est vrai Wow
En conclusion, la proposition P,, est vraie pour n € N*.
d. Comme (A ;)o<i<n est un systeme complet d’événements, on a
P(An,0> =1- Z}ZCV:1 P<An,k)
(N+n—k)

n

=1- 300 v
N+n—k
:1_mzé\f:1( +n )

Hop, on refait le CDI j = N +n — k pour obtenir que

P(Ang) =1 gk S0 (2)
=1- m(lxﬂl) d’apres 7a
(ni1) o
De sorte queP(A, ) =1 — m Je suis pas stir, plus de cerveau...

Exo V. SCILAB.

1. Bon, c=(—1)/, P =2/ et F = j!, donc ca calcule

10

—1)793
S = Z—< j)!

j=1

function [pl=enfinFini(n)
p=1
for k = 1:n
// pourri mais bien pour la connaissance de scilab
if 2*floor(k/2) == k then
a=1+k
else
a
end
// plus malin car plus matheux
// a=1+5%k “{(-1)7k}
p=p*a
end
endfunction

1+1/k



