CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 4
Exo I. ESPACES VECTORIELS I. Soit n > 2 et soit A € M, (R), une matrice n x n.

1. ¢ F #(car0e€ F. En effet, la matrice nulle a n lignes et n colonnes satisfait

bien 0 € M, (R) et Ax0=0=0x A.

e Par définition, on a F' C M, (R), qui est n R-espace vectoriel de référence.

e Soient (\u) € R? et (M,M’') € F2. Comme F C M, (R), nous remarquons
que M et M’ sont deux vecteurs de l'espace vectoriel M, (R), de sorte que
AM + uM' € M,(R). De plus, comme (M,M’) € F? nous observons que
AM = MA, que AM’ = M’'A et nous déduisons de la distributivité du
produit matriciel et de la loi du scalaire mobile que

AXAMA+pM')y = NMAXMApAX M = AM X A+uM'x A = (AM+uM')x A

En particulier, AM + pM’' € F. CQFD
Nous avons bien montré que F = {M € M,(R) : AM = MA} est un R
sous-espace vectoriel de M,,(R) et donc, c’est un R-espace vectoriel .

a

2. Posons M = <c b) et remarquons que

d
McF < AM=MA
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Exo II.

Exo III.

En particulier, une base de l’espace F est (I3, A) ou encore (( _12 g) , ( (1) (1)))

ESPACES VECTORIELS II.

1.

e R2 et R3 sont des R-espaces vectoriels

e Pour (z,y,2) € R®ona (22 +y — 2z, —y) € R? de sorte que g est une
application.

e Soient (\,u) € R?, X = (z,y,2) € R3 et X' = (2/,9/,2') € R3. Alors, on a

gAX +pX') = g(\z + pa’ Ny + py' Az + pz')

= 2z + pa’) + My + py') — (A2 + p2’), Az + pa’) — Ay + ')

= A2z +y—zx—y)+p2e +y -2 —y)
Ag(X) + pg(X')

En particulier, g est linéaire
En conclusion, g est une application linéaire.

Comme ¢(1,0,0) = (2,1), ¢(0,1,0) = (1,—1) et ¢(0,0,1) = (1,0), nous obtenons

que
2 1 1

Nous remarquons que la matrice précédente est de rang 2. De plus, comme
(1,—-1) = —(2,1) + 2(1,0), nous obtenons que

Im(g) = Vect(g(1,0,0),4(0,1,0),9(0,0,1)) = Vect ((2,1), (1,—1),(1,0))
= Vect ((2,1),(1,0)) = R?

En particulier, la famille de deux vecteurs non colinéaires ((2,1),(1,0)) est libre
et génératrice, c’est une base de Im(g). Remarque : la base canonique de R?
convient aussi.

Nous remarquons que g(1,1,3) = (2+1-3,1—1) = 0 et donc que (1,1,3) € Ker(g)
de sorte que Vect(1,1,3) C Ker(g). Comme 'espace de gauche et de droite ont le
méme nombre de vecteursdans leur base (dimension 1), d’apres le théoreme du
rang, nous concluons que

Ker(g) = Vect(1,1,3)

En particulier, le vecteur (1,1,3) constitue une base de Ker(g)

L’application g est surjective mais n’est pas injective, d’apres les résultats pré-

cédents (Im(g) = R? et Ker(g) # {0})

ESPACES VECTORIELS III. Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice

1 2 =2

dans la base canonique Best M = | 2 1 -2

2 2 =3

1. D’apres la donnée de la matrice de u, on a



w(1,0,0) = (1,2,2)
w(0,1,0) = (2,1,2)
w(0,0,1) = (—2,-2,3)

A fortiori, il résulte de la linéarité de u que

u(zy,z) =u(x(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0,1))
= z.u(1,0,0) + y.u(0,1,0) + z.1(0,0,1)
= .T(1,2,2) + y(27172) + Z(_27 _27 _3)
=(r+2y—2z20+y— 2222+ 2y — 32)

. Nous remarquons que

. 1 1 0 1 1 0 1 0 O
rg(i,j,k)=rgl1 -1 1 ]=rg{0 -1 1|]=rgl0 -1 0] =3
1 0 1 0 0 1 0 0 1

Comme le rang rg(f, j, E) est égal au nombre de ces3 vecteurs et au nombre de
vecteur de la base canonique de R3, la famille C = (;, 7, k) forme une base de R3.

Comme

— —

uw@) =(14+2-22+1-224+2-3)=1

uw(j) =(1-2+02—-1402-2+0)=—j
uwk) =(0+2-20+1-20+2-3)=—k
nous obtenons que
1 0 O
D=0 -1 0
0 0 -1

. Nous déduisons des relations

-

Idps(i) =i =(1,1,1) = 1.(1,0,0) + 1.(0,1,0) + 1.(0,0,1)
)

Idgs(y) =j=1(1,-1,0) =1.(1,0,0) — 1.(0,1,0) 4+ 0.(0,0,1)
Idgs(k) =k = (0,1,1) = 0.(1,0,0) + 1.(0,1,0) 4 1.(0,0,1)
que 'on a
1 1 0
P = MatC,B(Ing) = 1 -1 1
1 0 1
1 1 -1
Au brouillon, j’ai trowwé P~1 =1 0 -1 1
-1 -1 2
Comme
1 1 -1 1 1 0 1+41-1 1-1 1-1

0 -1 1 |x|1 =11 —1+1 (-1)2 —-1+4+1]|=13
-1 -1 2 1 0 1 ~1-14+2 —1+1 —-1+2



d.

Nous remarquons que la matrice P est inersibleet que P71 = 0 -1 1

Nous remarquons que

1 1 0 1 0 0 1 1 -1
pPpp~l = [1 -1 1| x|0 =1 0 x| 0o -1 1
1 0 1 0 0 -1 -1 -1 2
1 =1 0 1 1 -1
= 1 1 -1 X 0 -1 1
1 0 -1 -1 -1 2
1 141 —-1-1 1 2 =2
=141 1—-141 —-14+1-2]=|2 1 2| =M
141 1+1 —1-2 2 2 -3

6. D’apres le resultat de la question précédente, nous avons (la flemme de faire la

recurrence)

M"™ = (PDP~h)n

= pprp-1
1 1 0 1 0 0 1 1 -1
=1 -1 1] x|0 (=1 0 x| 0 -1 1
1 0 1 0 0 (1™ -1 -1 2
1 (=1 0 1 1 -1
= 1 (=) (=1)" X 0 -1 1
1 0 (—1)" -1 -1
1 1—(=1)" =14 (-1
= 1—(=1)" 1 —14(=1)" (n > 1)
1— (=" 1—(=1)" —1+2(-1)"

Formule vraie également pour n =0

Exo IV. ANALYSE I. Dans cet exercice, on pose ¢(t) = W et g(x) = / (t)dt.

1.

T

L’application ¢ — In(¢) est continue sur |0, +oo[, donc sur D et ne s’annule pas

sur D. A fortiori, le produit ¢ — In(#)? est continue sur D et ne s’annule pas sur
D et I'inverse ¢ : t — w est continue sur D en tant que quotient de fonctions

continues dont le dénominateur ne s’annule pas sur Det ne s’annule pas sur D.
Sur P’intervalle ]0,1[, 'application ¢ est continue de sorte que la fonction

x

F(z) = e(t)dt 0<z<1)

wh—t\

est 'unique primitive sur ]0,1] de la fonction ¢ s’annulant en % et de plus, elle

est de classe C! sur cet intervalle. A fortiori, via la relation de Chasles, nous
remarquons que
2 2

g(z) = /m o)t = f o)t — fgp(t)dt P - F@) (O<z<1)

2 2



En particulier, la fonction g est sur |0,1[ la différence de deux fonctions de classe
C'. Elle est de ce fait dérivable et 'on a

Jg(z) =22F(z°) - F'(x)
= 2zp(2?) — p(2)

221
~In(22)2 (Inz)?
2]

~ (2lnz)?2  (Inz)?
2z 4
 (2lnz)?  (2Inx)?
_ 2x—4

~ (2Inz)?

Bon, on proceéde exactement de la méme fagon sur I’intervalle |1, +oo[ en posant

Et on obtient exactement la méme formule, de sorte que

) — 2v — 4
g' () (

21Inz)? (z € D)

3. a. La fonction ¢ est décroissante sur I'intervalle |1, +o00] car la fonction u — Inu
est croissante, strictement positive sur cet intervalle. A fortiori, on a

1 1
(2Inz)?  In(22)2

En intégrant cette relation sur [z,22], il résulte alors de la croissance de

I'intégrale que

2 2

(21i$)2 (2% — ) = /; mdt < /; pt)dt = g(z) (x> 1)

Remarque : lorsque > 1 on a = < z2. A l'inverse, lorsque 0 < z < 1, on a
2
r® < x.

b. En factorisant par 22 dans la relation précédente, il vient

g(m)ém(ﬂ—x):mxz(l—é)=i<ﬁ>2(1—§> (x> 1).

Comme le membre de droite diverge vers 400 d’apres le théoreme de crois-
sance comparée, il résulte du principe des gendarmes que liIJIrl g(x) = +o0
T—+00

4. a. Soit z > 1.

e L’application ¢ — Int est de classeC! sur [z,2%] C|1,4oc[, & valeurs dans
In(), In(x2)]

e L’application u — % est continue sur [In(z), In(z?)] C]0, +oo]

En procédant au changement de variable u = Int, nous obtenons alors que



2

; T dt ln(m2) du
a /x t<1n t)2 a /ln(ac) ﬁ

/21n(x) du |: 1:| 2 In(z)
N In(z) u? u In(z)

1 . 1 1 (x> 1)
= — = T
2In(z)  In(z) 2Inz
. Nous remarquons que ﬁ =1tx m En encadrant pour z < t < 2, il
vient
2
T 1 1 T r<t< $2)

< = <
)z S o2 i S int)

En intégant cette inégalité de x & 22, il résulte de la croissance de I'intégrale

que
2 2 2
x |* z x z® g2 22 1"
= —Z_dt<glr)< | —dt=|—r
{— lnt} - /_,E t(Int)? 9(@) /x t(Int)? [— lnt] -

En particulier, il vient

2

T T T 2’ 2 z?
2In(x) h In(z) In(z?) S9@) < In(z) In(z2) - 21In(x)

(x > 1)

Lorsque z — 17, le théoréme de croissance comparée induit que le membre
de gauche du résultat précédent tend vers +oo, nous déduisons du principe
des gendarmes que lim g(x) = 400

r—1t

Dans cette question ou 0 < x < 1, on fait exactement la méme chose que
dans la 4b sauf que z < 22 et In(z) < 0 et In(2?) < 0 pour 0 < # < 1. A
fortiori, nous pouvons écrire que

2 1 1 T 9

< — ¢ < <t<
)2 S o2 i Simz 7)

Et en intégrant de = & 22 (dans le mauvais sens), il résulte alors de la crois-
sance de l'intégrale que

2 2
—dt > = —=dt
/x t(lnt)2dt 9(x) L t(In t)2d

En intégrant, il vient alors

e E= Y TR

T T

De sorte que l'on a

T 5L'2

<g(r) <

0<x<1)

2Inx 2Inx



On remarque que g est négatif sur ]0,1[.
b. Bon, on savait déja depuis 4c¢ que lirri g(x) ne peut pas étre une limite finie.
Tr—r
En faisant tendre x vers 1~ dans l'inégalité précédente, nous obtenons cette
fois que hm g(x) = —oo. Jimagine que c’est ce qu’attend le sujet : en 1

(des deux cotes simultanément) il n’y a ni limite finie, ni divergence vers +o0
ou —oo. (eux concluent que hm1 g(x) n’existe pas, ce que je trouve ambigu).
T—r

6. On a montré précédemment que

2v — 4

g'(x) = a2 (z € D)
Cette dérivée ne s’annule qu’en 2 et est :
e positive strictement sur |2, +o0|

e négative strictement sur ]0,1] et |1,2[
D’ou les variations de g.Quant aux limites :

e lim, g+ g(x) =0 d’apres ba

e lim, .- g(zr) = —oo d’apres ba
e lim, i+ g(z) = +oo d’apres 4c
o lim, , . g(x) =400 d’apres 3b

1
Exo V. ANALYSE II. Pour n € N, on pose [, = / "1 —x dx.
0

1. On a

[y e [Az2] 2
IO—/0950 1—xdx—/0(1 ) d:z:—[ ]—

=32 |,

Pour I, on procéde a une intégration par partie. Comme z +— x et x — =3 /2

sont de classe Clsur [0,1] (c’est vrai mais c’est abuser de demander cela aux
étudiants pour la seconde fonction : je serai clément), on obtient que

3/2

x3/2 z
:ﬁx\/l—deZ{ 13/2 } 113/2

_Id/2
+3 -0 e =3 (U]
4

I
c>

1 _ 4
5/2 — 15

I
oo

2. Soit n > 1. On procede a une intégration par partie. Comme x +— z" et x +—

(1728)3/2
—3/2

aux étudiants pour la seconde fonction : je serai clément), on obtient que

sont de classe Clsur [0,1] (c’est vrai mais c’est abuser de demander cela




1
— ﬁ 2"/1 -z dr = [ n{zz) ;3);/2]0 —E nx”—l—“j;”}z/Q dx
:0+3n£1 n=1(1 — 2)3/2 dx
= nﬁ”l \/1—:cdx
:§n(ﬁ n- 1\/1—xdx—£1x \/1—xd:c>

= %n (In—1—1In) (n>1)

Du coup, on obtient que

Ou encore

En translatant de 1 (en posant n = n’ + 1), il vient

2n + 2
Iy = I >
w1 =gyt (120)
3.
function [I] = integre(n)
I=2/3 // 1(0)
for a = 1:n
I = (2xa)/(3+2%a)*I // I(a) = (2a/ 3+2a)*I(a-1)
end
endfunction
Exo VI. PROBAL Partie 1 Préliminaires (suites)

On définit la suite de terme général a,, par

0 = j‘fn_ (2”) (n € NY)

1. Pourn > 1, o0n a

\/m(2(n+1)) n+1 (2n+2)! \/F(Qn + 2t

any1 4T\ n41 ) A (D)2
an X;(Zn) ﬁ (272)! Vvn(n +1)12(2n)!
CVn+12n+2)2n+1)(20)n1? Vn+1(2n+2)(2n+1)
B 4y/n(n + 1)2n!2(2n)! B 4y/n(n +1)?
_Vn+12n+2)2n+1)  Vn+1(2n+1)
B Vn(2n + 2)?  V/n(2n +2)

_Yntlntl) | @etl) oo

Vn2(n+1) 2v/nyvn +1

2. Pour n > 1, prouvons par récurrence la proposition




n
P, : <
netn S Ao

_2_1 1 _ 1
SRR

e P est vraie car a1 = %(?) i
Supposons P, pour un entier n > 1 et montrons F,, 1. Nous déduisons de la

[
question précédente et de P,, que

an+1
:an

an+1
Qnp
(2n+1)

= Qp X — e
" oynyn 1

<\/T>< (2n+1)
SVon+1T 2ynvn+1
_ Vel
T 2vn+1

Or nous remarquons que

2n + 1 < n-+1 \/2n+1< n+1
owntl S Von+3 2 \V2n+3
= V2 +1V2n+3<2(n+1)=2n+2

<= (2n+1)(2n +3) < (2n + 2)?
= 2n+2-1)(2n+2+1) < (2n +2)?
— (2n+2)2 - 1< (2n+2)? < Vrai

A fortiori, nous obtenons que
n+1

a <
N +3

C’est a dire que Pp41 est vraie
En conclusion, la proposition P, est vraie pour n > 1.

D’apres le calcul effectué en 1, on a
~ (2n+1)  (2n+1)
2vnvn+1  \/2n(2n +2)
(2n+1)

' B (2n+1) B
- V2 +1-1)2n+1+1) B V@n+1)2-1

An+1

A fortiori, la suite (ay) qui est positive est strictement croissante. Comme a,, est

n 1
</ <4/ >1
n om+1 \[2 (n>1)

La suite (a,) est convergente et on a

majorée par




Par conservation des inégalités larges par passage a la limite, il vient

1

1
_\g\ _
2 2

Partie 2. Etude de 'urne incompléte (proba)

. Lorsque m = 1, une urne regoit une balle puis 'expérience s’arrete alors que

I’autre urne n’en a pas. Donc
R =0

Lorsque n = 2, I'urne incompléte peut contenir zéro ou une boule de sorte que
Ry suit une loi de bernouilli et

P(RQ = 1) = P((Al N BQ) U (Bl N AQ))
= P(A; N By) + P(B; N Ay) événements incompatibles
= P(A1)P(B2) + P(B1)P(A2) événements indépendants
=pq+qp = 2pq

En particulier, on a Ry — B(2pq)
De méme, Ry peut prendre les valeurs 0, 1 et 2 et on a

P(Rz :0) = P((AlﬂAgﬂAg)U(BlﬂBgﬂBg,)) = .. :p3—|—q3
P(RQ = 1) = P((AlﬂAQﬂBgﬂA4)U(AlﬂBQﬁAgﬂA4)U(BlﬁAgﬂAgﬂA4))
+P((B1NByNA3N By) U (B1 N Ay N B3N Ba) U (A N By N BN By))
= 3¢+ 3pg® = 3pq(p* + ¢*) = 3pq(1 — 2pq)
P(Ry=2) = 1—(+¢% —3pq(1 —2pq)
= (p+9)?®— (p®+¢*) — 3pg + 6p?¢* = 3p?q + 3qp* — 3pq + 6p*¢®
= 3pq(p+ q) — 3pqg + 6p*¢* = 6p*¢?

Chelou la loi de Rs3...

On déduit I'espérance et la variance des lois trouvées et de la formule de Koe-
nig-Huigens

E(Ry) =0 ot V(Ry) =0
E(R2) = 2pq et V(R2) = 2pq(1 — 2pq)

Et on a

E(R3) =0xP(R3=0)+1xP(R3=1)4+2x P(R3=2) =1 x 3pq(l —2pq) + 2 x 6p>¢> =:
= 3pq(1 + 2pq)
E((R3)?) =0?2x P(R3=0)+12x P(2R§ =1)422 x 2PgR3 = 2)
=1 x 3pq(1 — 2pq) + 4 x 6p~¢® = 3pq + 18p~¢~ = 3pq(1 + 6pq) |
V(R3) = E((R3)*) — E(R3)* = 3pq(1 + 6pg) — (3pq(1 + 2pq))* = 3pq (1 + 6pg — 3pg(1 + 2pq)*
= 3pq (1 + 3pg — —12p*¢> — 12p°¢®)

Chaud Rs... (le calcul pour R3 = 4 points) On suppose desormais que n > 2.

. La variable R,, prend toutes les valeurs entieres entre 0 (lorsque on ne choisit
que l'urne A) et n—1 (lorsqu’on alterne une fois sur deux entre 'urne A et 'urne
B), de sorte que

Ry (Q) = [0,n — 1]



4. Soit k appartenant a R, (2)

a.

C.

Remarquons que si ’on fixe le nombre n— 14k de boules tirées, la probabilité
demandée est la méme que celle pour avoir n — 1 succés (obtenir 'urne A)
au cours de n — 1 + k épreuves aléatoires indépendantes suivant la méme loi
de bernouilli de parametre p. De sorte que 'on peut obtenir la probabilité
demandée, via la loi binomiale et la probabilitée demandée est donc

n—1+k B
( > pn 1 qk
n—1
Du coup, pour obtenir R, = k a l'issue de I'expérience, il faut forcément
ajouter une boule dans I'urne qui en contient n — 1 alors que l'autre en

contient k, de sorte que (notant A,, le nombre de boules dans A au bout de
n lancers et notant 5, le nombre de boules dans A au bout de n lancers)

P(R,=k) =P(Appk-1=n—Tlet Ay ) U(Bpyp—1=n—1et Byip))
= P(Anir—1 =n—1)P(Apik) + P(Bnir—1 = n — 1)P(Bpik))
=p X P(An_|_k_1 =n— 1) +4qg X P(Bn+k_1 =n— 1)

n—1+k n—1+k B
=p X P g x Pk
n—1 n—1

1+ k
<n N >p”‘1q’“ (0<k<n)

n—1

Lorsquep:%et0<k<n—2 onal< k+1 <n et alors

k<
T A
2k +1)P(Ry = k + 1) k+1(” T

n—1 2n—1 2k+1
(n+Ek)! 1
=2(k+1
R o T T
(n+k)! 1
(n — 1)kl 2ntk—1
n+k—1\ 1 1
B n+k-1)! 1
= (04 B) = e
_ (n+k)! 1
©(n— 1)kl 20tk

Du coup, nous avons montré que

2k + 1)P(Rp=k+1) = (n+k)P(Ra=k) (0<k<n-—2)

5. Comme R, (€2) = [0,n — 1], en procédant au changement d’indice k = k¥’ + 1, on

a



n—1 n—1
= kP(Ry=k) =) kP(R,=
k=0 k=1

n—2 n—2 / /
_ : oy N~ (K P(R, = F)
=Y (K +1)PR, =K +1)=>_ .

k'=0 k'=0

nn—2 1 n—2
— _ 1/ / _ 1/
=52 P(Bn k:)+§ZkP(Rn_k)

k'=0 k'=0 1

n
:5(13(9)_p<Rn:”_1)+§(E(Rn)_(n_l)P<Rn:n_1))

n o n 1 n—1

n o n n—

En particulier, on a
1 -1
—E(Rn):g—gP(Rn_n—l)—n PRy =n—1)

Et donc
E(R,)=n—nP(R,=n—1)—(n—1)P(R, =n—1) =n—(2n—1)P(R, =n—1)

. On procede de la méme fagon pour la variance, vial la formule de Koenig-Huygens

n—1 n—2 n=2 ., ! — 1/
B(R) =S K2P(By=k) = 3 (K + 1)2P(Ry = K + 1) = Z (K + 1)(n + K) P(Rn = k)
= k/:i | n=2 ns ’
— n I n / / 2
_§k/_OP(Rn_k)+ : ];::Ok:P R, =Fk) ka
-2 ﬂ)—P(Rn—n—1>>+”§1<E<Rn>—<n—1>P<Rn—n—1>>+§( (R%)—(n
= (= P(Ra=n— 1)+ "o (B(Ra) ~ (0~ DP(Ra =1 — 1)) + 3 (B(R2) — (n— 1)
=2 PP(Ba=n-1)+F Loryy - n=D0 D gy % (R2) — (”—_2
A fortiori, on a
%E(R%) = 22 P(Ry = 1)+ ;r LR, = 1)2<” U pip, =) R, —
Et donc

E(R%2) =n—-nP(R,=n—-1)+n+1)ER,) - (n—1)(n+1)P(R,=n—1)— (n—1)2P(R, =
ER)) =n—(n+n-Dn+D+n—-1D))HPR,=n—1)+n+1)E(R,)

Et, a fortiori, on a
V(Ry) = BE(R?)—E(R,)? = n—(n+(n—1)(n+1)+(n—1)*)P(R, = n—1)+(n+1)E(R,)—E(R,)?

Comme P(R, =n—1) = %ﬁ”), il vient



n— E(Ry,)

V(Ra) = E(R2)=E(Ra)? = n—(n-+(n—1)(n+1)+(n—1)%) =2

+(n+1)E(Ry)—E(R,)?

La flemme de simplifier, c’est gore et vraiment pas cool (ne pas traiter cette
question, ¢a n’en vaut pas le coup)

7. Par contre, cette question vaut le coup (elle débloque 8). On déduit des résultats
de la question 5 et de la question 4b que

n— E(Ry,) n—1+n-1 1 2n — 2\ 1
un =g ~PE=n-l) = 2n12n1:< )z_n

o —4\ 1
Un=1 =1\ ) _9 )on-T

En utilisant les factorielles, il vient

<2n — 2) ~(2n—=2)!  (2n—2) x (2n—3) x (2n — 4)!

n—1

n—1 C(n—1)12 (n—1)2(n—2)2
(2n—2)x (2n—3) (2n—4)! 2x (2n—3) 2n —4
- (n—1)2 (n—Q)!QZ n—1 X(n—2>

A fortiori, nous obtenons que

2n — 2 1 2 x (2n — 3) 2n —4 1
Up = X —=—7’ X
n—1 2n n—1 n—2

2x (2n—3) 1 <2n—4) 1
= X — X X

n—1 22 n—9) " on2
_2n—3
2 —2

X Up—1 (n = 2)

8. SCILAB.

n = input("entier n ? ")

u= (1-0)/(2%1-1) // u(1)
for k=2:n

u = (2%k-3)/(2xk-2)* u // u(k)={2k-3\F 2k-2} xu(k-1)
end

e =n-ux* (2xn -1) // esperance de Rn calculée & partir de un
disp(e, "Esperance de Rn")

Exo VII. PROBA II. Soient n € N et X une variable discrete finie a valeurs dans [0,n].
On appelle alors fonction génératrice de X, la fonction Gx : R — R définie par

Gx(t) = zn:t’fP(X =k) (teR)
k=0

1. Soit t € R. D’apres le théoreme de transfert, appliqué a la VAR X qui est a
valeurs dans [0,n], on a

EtY)= ) #PX=ux)= Zn:tkP(X =k)=Gx(t) (teR)
zeX(Q) k=0

2. Soit t € R. Donner I'expression de G x ()



a. Lorsque X — B(p), ona P(X =0) =q et P(X =1) = p de sorte que

Gx(t) = itkP(X — k) =tP(X =0)+t'!P(X =1)=qg+pt (t€R)
k=0

b. Lorsque X < B(n,p), on a P(X = k) = (})p*q"* pour k € [0,n], de sorte
qu’il résulte du bindme de Newton que

n n

Gx(t) = Ztkp Ztk( ) k n—k Z (Z) (pt)eg" = (ptq)

k=0 k=0

c. lorsque X — U ([1,n]), on a P(X = k) = % pour k € [1,n], de sorte qu'il
résulte de la somme des termes d’une suite géométrique de raison ¢ que

n+1

g ST R 1t s t#1
k=0 P L 1 st t=1

Dans la suite, X est une var finie quelconque a valeurs dans [0,n]

. Si T'on dérive la fonction Gx (qui est un polynéme et donc indéfiniment déri-
vable), on obtient que

= (zn: thP(X = k)) zn:(tk Zktk IP(X =k)
k=0

k=0
=Y k" 'P(X =k)  (teR)
k=1

En particulier, nous remarquons que

Z k1F-1p(x Z kP(X = B(X)—0xP(X =0) = B(X)

. De méme, nous remarquons que

Gh () = (G%)(t) = <i Eth=1P(X = k)) = Y k(1Y P(X = k)
k

De sorte qu’il résulte du théoreme de transfert que

G (1 Zk: D1F2p(X Zk ~1)P(X = k)

— Zk(k ~DP(X =k)= E(X(X - 1))
— ’?;:((}(2) — B(X)=V(X)+ E(X)? - BE(X)
V(X)+ G (1)? - Gx(1)

En particulier, on a Montrer que V(X) = G% (1) + G’ (1) — G'x(1)?



Moralité : un exo théorique qui fait peur de prime abord peut étre sacrément plus
simple et facile qu’un exo d’apparence concréte... Pas se fier aux apparences
: lire 'énoncé, réfléchir a comment faire et décider ENSUITE si l’exo vaut le
coup d’étre fait ou pas.

Exo VIII. SCILAB
1.

sum(((1:7).73)./((1:7)+1))  // + cool

Hh

o

=
I w O
n
I

=1:7
s + k73/(k+1) s sum((1:7).73./(2:8)) // encore + cool ?

floor(rand()*6)+1 //
floor(rand()*6)+1 //
floor(rand()*6)+1 //
disp("gagné")

end

Q.
[0}
[

(o}
Il

Q.

[OD)

N

O
Il
Q.
[OD
w

d = floor(rand(1,3)*6)+1 // + cool
ifd==10[4,2,1] |l d==10[4,1,2] |l d==1[2,1, 4] ||
d==1[2, 4, 1] ||l d==10[1, 2, 4] || d==[1, 4, 2] then
disp("gagné")
end

function [u] = suite(n)
u-=1
for k=1 :n
if k == 2+floor(k/2) then
u=u2-2
else
u=4/u
end
end
endfunction

n=1

while suite(n)<=1.999 || suite(n)>=2.001 // pas performant mais ok
n = n+l

end

disp(n)



