Exo 1.

CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 5

ESPACES VECTORIELS 1.

1.

Le rang de A est égal & 3 (L < L1 — 2Ly — L3). De sorte que Im(f) = R? et
dim Ker(f) =3 —3 = 0 ce qui donne ker(f) = {0}, d’apres le théoréme du rang.

1 1 =2
La matrice dans Bde f —Idgsest B=A—-Is=|1 -1 0
0 1 -1
Comme les matrices de coordonnées donnent (Cy + Cy + C3 = 0 au brouillon)
1 1 1+1-2
A-Iy)x|1]|=Bx|1|=[1-1+0] =0,
1 1 0+1-1

nous en déduisons que (f —Idg:)(1,1,1) = 0 de sorte que (1,1,1) € Ker(f — Idgs)
Or le rang de B est 2 (faire C1 < C1 + Cy + C3). De sorte que le théoréme du
rang induit que la dimension du noyau de f — Idgs est 3 —2 = 1. A fortiori, on
a ker(f — Idgs) = Vect ((1,1,1)).

On prend u = (1,1,1) (c’est le vecteur non nul du noyau le plus simple)

En procédant grace aux matrices de coordonnées, il vient :

1 2—1-2 -1 1
Ax | -1 =114+0+0 | = 1 =—1 —1
1 0—1+0 -1 1
4 8+2—-2 8 4
Ax |2 = 44040 = 4 = 2[ 2
1 0+2+0 2 1
En particulier, nous remarquons que f(v) = —v et que f(w) = 2w.

En calculant le rang, nous obtenons que

1 1 4 0O 0 3
rg(upw)=rg| 1 -1 2| =rg|0 -2 1]|=3
1 1 1 1 1 1

Comme (u,v,w) est une famille de 3 vecteurs de R3, qui est de dimension 3, c’est
une base de R3.

Comme f(v) = —v, comme f(w) = 2w et comme la relation u € ker(f — Idgs)
induit que (f — Idgs)(u) = 0, c’est a dire que f(u) = u, on a

1 0 0
D=Matg(f)=[0 -1 0
0 0 2



De sorte que

2 1 =2 1 1 4

Ax P = 1 0 0 X 1 -1 2
01 0 1 1 1

241-2 2—-1-2 8+2-2 1 -1 8

= 1 1 4 =11 1 4

1 -1 2 1 -1 2

1 1 4 0 0 1 -1 8

PxD = 1 -1 2| x10 -1 0O = 1 1 4
1 1 1 0 0 2 1 -1 2

En particulier, nous avons AP = PD et donc A = PDP~!, car la matrice P est
inversible (rang 3). Nous venons de diagonaliser A

7. Nous allons procéder matriciellement. Comme A = PDP~! est la matrice de f,
la matrice de fo fo f est

1 0 0\° 1 0 0
A=prp3pt=pPl0o -1 0| P'=P|l0 -1 0o]|P!
0 0 2 0 0 8

De méme, la matrice de 2f o f + f — 2Idps est

2A2 4+ A —2I3 =2PD?P~'+ PDP~! —2PI3P~!' = P(2D? + D —1I3)P~!

2x124+1-2 0 0
=P 0 2x (=1)2+(=1) -2 0 p1
0 0 2x2242—-2
1 0 0
=Pl0 -1 0 |P!
0 0 8

Comme ces deux matrices sont égales, nous concluons que
fofof=2fof+ f—2ldps
Exo II. ESPACES VECTORIELS II.

1. a. e R, 9[X] et R? sont deux R-espaces vectoriels de référence
e Pour P € R, 2[X], P(0) et P'(1) sont définis et réels donc u(P) € R?
e Soient (\u) € R? et (P,Q) € R, 42[X]?. alors, on a

u(AP +p@Q) = (AP + p@Q)(0), (AP + nQ)'(1))
= (AP(0) + nQ(0), AP'(1) + p@Q'(1))
= A(P(0), P'(1)) + n(Q(0), Q'(1))
= Mu(P) + pu(Q)

En conclusion, u : P + u(P) définit une application linéaire de R, 2[X] dans R

b. Nous remarquons que F' = Ker(u), par définition de F', de sorte que F' est
un R-sous espace vectoriel de Ry,4+o[X].



a. Comme X’ = 1et 1’ = 0, nous remarquons que u(X) = (0,1) et u(1) = (1,0).

b. Comme (u(l), u(X )) est la base canonique de R?, nous remarquons que
R? C Vect(u(1), u(X)) C Im(u) C R?

de sorte que Im(u) = R?. A fortiori, u est surjective.
3. a. Pour 0<k<n, L=X"2 - (k+2)X € R, 9[X] et on a

L= (k+2) X1 — (k +2)
et donc
Li(0) = 0"2 — (K +2)0 =0 et Li(1) = (k+2)1"! — (k+2) =0

En particulier Ly € F'.

b. Comme F = Ker(u) et comme Im(u) = R?, il résulte du theoréme du rang
que F' est de dimension

dim(F) = dim(Ker(u)) = dim(R,42[X]) — dim(Im(u)) =n+3 —-2=n+1

Comme la famille (Lo, L1, . . ., L,) est une famille de n+1 polynémes échelonés
(car deg(Ly = k + 2) en degré de F, qui est de dimension n + 1, c’est une
base de F.

4. Pour P € F, on pose A(P) = P"(X).
a. o [ et R,[X] sont des R espaces vectoriels
e Pour P e F C Ry9X], ona P € Ryyg et done P’ = A(P) € R,[X].

A fortiori, A est une application.
e Soient (\,pu) € R? et (P,Q) € F2. Alors, on a

AP 4 pQ) = (AP +pQ)" = AP" + Q" = MA(P) + pA(Q)

A fortiori, A : P+ A(P) définit une application linéaire de F' dans R, [X].

b. Nous remarquons que

Peker(A) <= PeFetA(P)=0
< PeFetP'=0
<= P e FetdegP)<1
< P e FNR[X]

Or un polynoéme P € FNR;[X] est de la forme P = a + bX et vérifie
a=P0)=0etb=P(1)=0

De sorte que P = 0. A fortiori, nous avons ker(A) = {0}.

c. Nous avons précédemment montré que dim(F') = n + 1 = dim(R,[X]). Au-
trement dit, on a au départ et a 'arrivée deux espaces vectoriels de méme
dimension. Comme A est injective d’apres la question précédente, c¢’est un
isomorphisme de F' dans R, [X].

5. a. (FElle est chaude celle la)



o R,[X] et R[X] sont deux R-espaces vectoriels de référence
e Pour PeR,[X],ona P =>3"_ a X" de sorte que

X X
/ tP(t)dt—x/ P(t :/ tZaktkdt—x/ Zaktkdt
0 1 1

k=0
X xr
:Zak/ txtkdt—Zakx/ thdt
k=0 70 =0 1
n {tk—kzyﬂ Xn: {tkz—kl]’f
=) a — Y apx (x € R)
2 k2], ="

Et on se rend compte (la flemme de ’écrire) qu’il existe bien un polynéme
a coefficients réels @ € R[X] tel que

/ “P()dt — x / "P@)dt= Q) (zeR)
0 1

Par ailleurs, un tel polynéme est forcément unique (s’il y en a un autre,
que je note R, on a Q(X) = R(x) pour z € R de sorte que Q — R =0 en
tant que polyndme avec une infinité de racines) A fortiori, f(P) est bien
défini et appartient & R[X]. Donc f est une application

e soient (\,u) € R? et (P,Q) € R,,[X]?. alors, nous avons

FOP+Q)e) = [P+ Q0 — o [TOP+ Q)

_ /\/Ox LP(1)dE + u/j 1O()dt — <)\ /jP(t)dt + “/j Q(t)dt)

=Af(P)(z) +puf(@Q)(x) (v €R)
On déduit alors de I’égalité des fonctions polynomes que
JOAP 4+ pQ) = Af(P) + pnf(Q)

En conclusion, f est une application linéaire de R, [X] dans R[X].

b. pour 0 < k < n, nous posons Ry = f(X}) et nous remarquons que

Ri() = /0 L eP(t)dt — /1 " pt)at

X X
:/ txtkdt—x/ thdt
0

k2 e 1 2R
:{k—i—QL} [k;+1] k2 U Tkt
ZL’k+2 .’I?k+2 xr
T k+2 k+1 - (k+2 k+1)_k+1
i (k+2)x
e 2 L) (v € R)
(k+1)(k+2) (k+ )(k+2) (k+1)(k+2)
A fortiori, on a Ry, = f(X*) = \yLy, avec A\, = m
c. F est une application linéaire de R, [X| dans R[X| mais comme (Lo, ..., Ly)

est une base de F, il résulte de la question précédente que



Exo III.

Im(f) = Vect (u(X?,.. u(X")) = Vect (% . Mw)
= Vect (Lg,...,Ly) = F

A fortiori, la restriction f de f a larrivée a F est une application linéaire
def € L(R,[X], F).
d. Comme R,[X] et F sont deux espaces vectoriels de mém est dimension n + 1
et comme Im(f) = F, ce qui revient a dire que f est surjective, Papplication
f est un isomorphisme (de R, [X] dans F).
6. a. soit P € R,[X]. Alors nous posons R = f(P") et nous procédons & une
intégration par partie pour obtenir que

R(z)= [tP'(D)]5 — OPﬁmrﬂﬂP@m
R(x)= «P'(z)— Ox P(t)dt — 2 (P'(z) — P'(1))
R(z)= 2P'(1)— / " Pt

0
R(z) = xP'(1) = [P®)]§
R(z)= aP'(1) - (P(z) — P(0))
R(z)= P(0)+zP'(1) — P(x)

A fortiori, si P € F (hypothése manquant dans le sujet original ?), comme
P(0) =0 et P'(1) =0, nous obtenons que

f(P")(x) = R(z) = —P(z)  (z €R)

Ce qui nous donne 'identité polynomiale f(P”) = —P. En particuloier, on a
f(P") = AP avec A = —1.

b. D’aprés le résultat de la question précédente, pour P € F,ona f(P") = —P.
A fortiori, comme A(P) = P” il vient f(A(P)) = —P Clest a dire fo A =
—Idp. En composant & droite avec A~ il vient

f = —IdF o Ail
Clest & dire A= = —f

PROBAS. Soit n € N*.

On tire une boule avec remise dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n.
Pour k£ € N*, on note Xj le numéro de la boule obtenue au J;ieme tirage et Sy la
somme des numéros obtenus lors des k premiers tirages

k
&ZE}&
i—1

On note T;, le nombre de tirages nécessaires pour que, pour la premiere fois, la
somme des numéros des boules obtenues soit supérieure ou égale a n.

Exemple. Pour n = 10, si l'on tire les boules 2, 4, 1, 5, 9, dans cet ordre, alors on a
S1=2,5=6,53="7,5,=12, S5 =21 et T19 = 4.



PARTIE A

1. Pour k € N*, X}, suit une loi uniforme Xy — U([1,n]). A fortiori, on a E(X,) =

n+1
5 -

2. a. La variable T}, prend toutes les valeurs allant de 1 (si on tire directement la
boule n) & n (si on tire n fois de suite la boule 1). De sorte que T, () = [1,n]

b. En particulier, on a

1 B n—1 1 n—1
P(T,=1) = - P(T, =n)=P(M_{(Xp=1) = [[ P(Xp =1) = (-)
k=1
3. Pour n = 2. On a T5(Q) = [1,2] et P(Ty = 1) = 5 d’aprés les questions
précédentes, de sorte que Th suit une loi uniforme 75 — U({1,2})
4. Pourn=3.0naOnaT3Q) =[13]et P(T3=1) = % et P(T5 =3) = 3% de

sorte que
11 9-3-1 5
PI3=2)=1-P(I3=1)—-P(13=3)=1— - — - = _ 2
(13 =2) (T35 =1) — P(15 = 3) =73 5 5
A fortiori, on a
1 5 1 16

PARTIE B

1. Pour k € N* Sy prend toutes les valeurs entre k (les k premieres boules tirées
portent le numéro 1) et kn (les k premieres boules tirées portent le numéro n)
De sorte que Si(2) = [k,kn]

2. Soit k € [1,n —1].

a. On a trivialement Sk = Sk + Xpa1
b. Supposons k + 1 < i < n. En appliquant la formule des probabilités totales

au systeme complet d’événements (Si = j)r<j<kn, il vient
P(Spr1=1) =28 P(Sk = j) X P,=j(Sk11 = 1)
= Y0 P(Sk = j) X P(Xpp1 =i —j)

Comme P(Xpyq =1 — j) vaut % sii—j € [1,n] et 0 sinon puisque Xpy1 —
U([1,N]), il vient

P(Sp1=1) =22 P(Sk =) x P(Xpy1 =i —j)
= > P(Sk =) x 3
= 2>k P(Sk = 4)

En effet, pour obtenir une somme égale a i, avec k 4+ 1 < 7 < n, sachant que
la précédente somme Si vaut j > k, il faut que 1 <71—j7<netl1<j<k
de sorte que k < j<i—1

3. a. Pour k € N* et j € N*, la formule de Pascal est



(o) () =)

b. Soit k£ € N. Pour ¢ > k, prouvons par récurrence la proposition
i-1 . .
Jg—1 1—1
Pi - =
26000

J=Fk

e La proposition Py est vraie car

j=k

> (17

)=(20) == ()

e Supposons P; pour un entier ¢ > k et prouvons P; 1. D’apres la relation
de Chasles, la proposition P; et la relation de Pascal, nous avons

>

j=k

SN0
()G

k

En conclusion, la proposition P; est vraie pour ¢ > k
c. Soit n > 1. Pour 1 < k < n, prouvons par récurrence la proposition

Hy :

Vi€ [kn]  P(S = i)

1 (fi-1
Conk\k—1

e La proposition H; est vraie car

1 1
i) = —

= 1 <n
n nt <)

() o

e Supposons Hj, pour un entier k € [1,n] et prouvons Pj4q. Soit i € [k +
1,n]. D’apres B.2b, la propositionHy, et le résultat de B3b, nous avons

P(Spy1=1) =

1—1

1 .
EZP(S]C:]>
jzk:
1221 /5-1
n nk\k—1
J=Fk
11 /751
EﬁZ(k—l)
J=k
1 ”‘1(j—1)
k+1 _
n pr k—1
1 1—1 )



En particulier, Hy11 est vraie

En conclusion, la proposition Hy est vraie pour 1 < k < n

.a. Porl <k<n—-—1o0na (7T, >k)= (S <n—1): Le nombre de tirage
nécessaire pour obtenir une somme supérieure ou égale a n est strictement
supérieur a k si, et seulement si, la somme des k premiers tirages est inférieure
ou égale a n — 1.

b. Pour 0 < k < n, nous déduisons que B3c et de B3b que

n—1
P(Ty>k)= P(Sp<n—1)=) P(S=1i)
i=k
_"211(2'—1)_1”‘1(@'—1)
=2\ _1) =k _
—n k—1 n k—1

1 fn-1
Sk \ K
Comme T}, est une VAR finie, & valeurs dans [1,n], et comme
(T, =k)= (T, >k =1\ (T, > k),

il résulte du changement d’indice £ = k — 1 que
E(T,) =Y kP(T, =k
k=1

= ik(P(Tn >k—1)— P(T, > k))
k=1

:ikP(Tn >k—1) =Y kP(T, > k)

k=1 k=1

n—1 n+1
=> ({+1)P(Ty, > 0) =Y kP(T, > k)
(=0 k=1
n—1 n—1 n+1
=Y "P(T, > 0)+ Y (P(Ty>0) — | Y kP(T, > k) + (n+ 1) P(T, >n+1)
(=0 (=0 k=1 -0

n—1
=Y P(T, >
=0

En particulier, il résulte du résultat obtenu au B4a et du binome de Newton que
n—1 n—1 -1
1 n—1 1\"

. En procédant a un dévelopement limité, nous remaquons que

E(T,) =(1+23)"!

e(nfl)nln<1+%>

= ()

= e1+0(1)



En faisant tendre n vers 400, il vient alors (par composition de limites, la fonction
exponentielle étant continue en 1)

lim E(T,)=e'=e

n—-+o0o

Exo IV. On pose F'(0) =1 et
z 1

1
== | ——dt
1’/0 V14 td

1. a. L’application t — 1+t* est continue sur R (polyndme), & valeurs strictements
~1/2

F(x) (z #0)

positives. Par composition avec ’application continue u +— u sur |0, +o0],
1

I’application t +— ez est continue sur R. A fortiori, pour chaque nombre
/4 PEIpL x 1 ’ . se 42 .
réel x, l'intégrale €f —mdt est définie (en tant qu’intégrale de fonction

continue sur un segment). Par conséquent, pour x # 0, le quotient F'(z) est
bien défini, car son dénominateur n’est pas nul.

b. Pour x > 0, nous avons

1 1
0< ———< ==
Vi+tt V1

En intégrant cette inégalité sur [0,z], il résuklte de la croissance de l'intégrale
que

1 (0<t<a)

s xT 1 i
O:/Odtg/—dt:Fx)g/ldt:a:
0 0o V1+t4 ( 0

En divisant par x > 0, il vient alors que 0 < F'(z) < 1 pour z > 0.
c. soit x > 0.

e Comme u — —u est de classe C! sur [0,z], & valeurs dans [—z,0]

e et comme t — ——— est continue sur [—z,0],

V1+t o
en procédant au changement de vairiable t = —u, il vient

= =/ O
—F(z) (¢>0)

—du)= 1 —d_du

A fortiori, 'application F' est paire sur R.
9 . . . 1 .
d. Comme l'application g : t — T est continue sur R, nous remarquons que

I’application G : x f f(t)dt est de classe C! sur R et que c’est I'unique
primitive de g sur R, s’annulant en 0. En particulier, le quotient F' : x

@ est de classe C! sur R* en tant que quotient de fonctions C' dont le
dénominateur ne s’annule pas sur R* et de plus, on a

! 1 G 1 F
- G0 _G@) @) 1 G LE@ g

x 22 x x r /14 28 x

A fortiori, en multipliant par x > 0, on obtient que



1
V142t

e. Pour x > 0, nous déduisons de la décroissance de I'application ¢

rF'(x) = —F(x) + (x >0)

1
1424

sur RT que
1 < 1
Vitat 1+t

En intégrant sur [0,z], il résulte alors de la croissance de I'intégrale que

(0<t<x)

1 / 1 /x 1
ex e = [0 edt < [
V142 V142 0o V14t

En divisant par x > 0, nous obtenons alors que

dt = zF(x)

1
Tt S F(z). En reportant

dans la relation établie en 1d, il vient alors

1 1 1
+ —< - + =
Vit & Vit i+t
De sorte que F'(x) < 0 pour x > 0. En conclusion, F' est décroissante sur
RT.
a. Nous avons montré que la fonction G est de classe C! en 0. De sorte qu’elle
admet le dévelopement limité a l'ordre 1

oF'(z) = —F(x) 0 (x > 0)

1

rF(z) = G(z) = G(0)+G'(0)z+o0p(z) = 04+9(0)z+00 () = ot

x+op(x) = x+0p(x)

En divisant par x # 0, il vient

F(z) = %‘)m — 1+ 0p(1)

De sorte que hmx;>0 = 1= F(0). En particulier, F' est continue en 0
z#0

b. Erreur d’énoncé. Nous allons montrer que r(u) = \/11?& — (1 — %) vérifie

3
0<r(u) < qu (u=>=0)
. 1 U 1 n
La fonctionr : u +> T <1 —3 est de classe C* sur R™, et nous avons
u

—_

) = —5 W) G = s 520
Comme 7(0) = 0, il résulte de la croissance de la fonction f que

0 < r(u) (u>0)
L’autre inégalité est tres tres chaude. Remarquons que (comme le polynome

2
1—5+ 3% ne s’annule jamais, car A < 0, il reste strictement positif sur R)



11+u_(1_%)<3%
— 11+u<1_%+3_g2
= <-4+ )2
— 1<(1+u)(1—%+%)2
— 1<(1+u)(1—u+u2(}l+g)_%u3+9é%4)
— 1§1—u+u2(i+g) %3+82+“ U2+u3(i+§)—§u4+@
— 1<1+ 34071587_2L+9u

Et comme A = 152 —4 %40 %9 < 0, le polynéme 40 — 15u + 9u? est toujours
positif sur R. (question de malade, j’ai bien mis une heure pour trouver) Du
coup, on a bien

1 U 3u?
0< —(1——><— >0
JItu 2 s (=0

A la reflexion non. J’ai paniqué, mal calculé et trouvé une réponse horrible
mais il y avait bien plus simple (avec les tableaux de variation). En posant

2
s'u) = r(u) — 2. L’application s est de classe C! et on a

6 1 6
=) - 2= Lapwr B o)
De sorte que
3 6 3 3
) = J(1+ )P = o= 21+ u)™2 = 2<0

Donc s est décroissante avec s(0) = 7/(0) — 0 = 0 de sorte que s’ est né-
gative avec s(0) = r(0) — 0 donc s est de signe négatif, d’ou la seconde
inégalité...Voila, plus simple et classique

Pour u = t*, nous obtenons alors que

1 t 38
0 ——(1—-—) <= (t=0)
1+t4 2 8

En intégrant cette inégalité entre 0 et x, il vient

4 51 x 8
0—/ 0dt < / ( (1—1))dt:xF(x)—|:t_t_:| g/ 3idt
V1+tt 2 10]g "~ Jo 8

En particulier, il vient

0 z?
0< zF(x) — — <3 > 0).
tho)—e+ 5 <3555 @>0)
En divisant par x > 0, nous obtenons alors que
4 8
0< Flz) -1+ 2 <32 (z > 0)

|

3¢9
8x9

|

T

0



Exo V.

Et donc qu’il existe des nombres réels (ay)o<k<7 tels que

F(z) = agt+air+asr®+azr®+agzt+asz’+agr®+ara’+27 () avec lim e(x) = 0

z—0

Onaag=1, a4 = —% et les autres nombres sont nuls.

d. comme F' est continue en 0 et admet un dévelopement limité a l'ordre 1, elle
est dérivable en 0 et on a

F’(O) = aq =0

SCILAB.

1. Ce programme calcule le 11 ieme terme de la suite u définie par

uyg = 1
Upt+1 =1+ log(l + un)

En particulier, on a u1; = 2.1461879 (aux erreurs de calcul pres)

A = ones(4, 4)
A(2:3,2:3)=0

On consideére deux suites réelles définies par la donnée de uy = « et par

NeEavn =

Up41 = 9 Un+l = 5 (n>0)

Compléter la fonction Scilab suivante (sachant que les tirets peuvent représenter
plusieurs lignes) afin qu’elle renvoie uu, et vy,.

function [u,v] = suites(alpha ,n)

u = alpha

for k = 1:n
sqrt (2-sqrt(u))/2 // v d'abbord sinon, ce n'est pas correct
sqrt (2+sqrt(u))/2

A%

u
end
endfunction

function [r] = manche()
A = sum(rand(1, 10)<1/2)
B = sum(rand(1, 15)<1/3)
if A > B then

r =1
else

r=20
end

endfunction



s =0
for a = 1: 100
s = s + manche()
end
disp(s/100)



