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DEVOIR SURVEILLE 6

Exo I. Algebre. Dans cet exercice n > 3 et on pose

F={PcR,[X]:(1-nX?)P +2nXP =0}
VP € R,[X], g(P) = (1 —nX?)P" +2nX P’

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R, [X]. On admet pour la suite
que dim(F) = 1.

Déterminer un réel a pour que aX? — 1 € F. En déduire une base de F.

2. Montrer que g est un endomorphisme de R, [X]

1. a.
b.
3. a.
b.
C.

Montrer que P € Ker(g) <= P’ € F.
Déduire de ce qui précede que (1, 3X? — X) est une base de Ker(g).

g est il un automorphisme de R, [X] 7

4. Dans cette question seulement, on suppose que n = 3.

a.
b.

e.

Préciser dim(Im(g)) puis calculer g(X) et g(X?).
En déduire que (g(X), g(XQ)) forme une base de Im(g

Dans la suite de 1’exercice, on suppose que n > 4.
Pour P € R,,[X], on pose h(P) = g(P) — P.

i. Montrer que h € L(R,[X])

ii. Calculer h(1), h(X), h(X?) et h(X3)

iii. Pour k£ > 4, montrer que
h(XF) = (nk(3 — k) — 1)XF + k(k — 1) XF2

iv. En déduire que h est un automorphisme de R,,[X]
Soit f € L(R,[X]) tel que f #0et go f=0.

i. Montrer que Im(f) C Ker(g)

ii. En déduire les valeurs possibles de dim(Ker f)

Montrer, a I'aide de ce qui précede que g o g # 0.

Exo II. Analyse (Eml). On consideére 'application f : [0, +oo[— R définie par

T

n(+z) g 4 >0
Jx) = { 1 siz =0

Partie I. Etude de application f

1. Montrer que f est continue sur [0, +oo|.

2. On considere l'application A : [0, +oo[— R définie par

a.

A(z) = 1iz—ln(1+$) (x> 0).

Montrer que f est de classe C! sur ]0, +oo et que



f'x) = (z > 0)

b. Montrer que f' admet —% comme limite en 0 a droite.
c. Démontrer que f est de classe C' sur [0, +-oo[ et préciser f/(0)

d. Dresser le tableau de variation de A et en déduire que f est strictement
décroissante sur [0, 00/

e. Déterminer la limite de f en +oo.

On considere lapplication B : [0, +o0o[— R définie par

322 + 2z

S (e

+2In(1 + x) (x> 0).

a. Montrer que f est deux fois dérivable sur |0, +oo[ et que

B(x)

3

J(2) = (x> 0)

b. Dresser le tableau de variation de B. Quel est le signe de f” sur |0, +oo[ ?

Tracer l'allure de la courbe représentative de f

Partie II. Un développement en série
Pour N € Net 0 <t < 1, montrer que
N N+1;N+1
1 -1 t
L+t &~ 1+t

Pour N € Net 0 <z <1, en déduire que

N (_1)kz k+1

n(l+a)=Y T 42

— k+1
T (_1>N+1tN+1
ou l'on a noté Jy(x) = / ——dt
0 1+1
ZL‘N+2
Pour N € Net 0 < z < 1, établir que |Jy(x)| < Nia
+00 _1)n—1xn
Pour 0 < z < 1, en déduire que la série Z ————— converge et que
n
n=1

100 (_l)nflmn

ln(l—i—x):ZT

n=1

Partie III. Egalité d’une intégrale et d’une somme de série

Pour N € Net 0 <z <1, montrer a 'aide du résultat de la question 7 que

g;N+1

S N+2

(_1)kxk
k+1

|f<:z:> -y

k=0




Exo III.

S ()t

10. Montrer que la série Z —
n

1
/01 f(z)dx

11. Pour N € N*, montrer que

converge et que

n=

n2
n=1

2N+1

1 AN AN}
;ﬁ :§(2p+1)2+];4_p?
2VAL (e N q Ny
; n? _;(2%1)2_1;472
® 2 1 72
12. On admet que nz::l 2= Montrer que /0 f(x)dz = oL

PROBA (Ecricom). On effectue une succession infinie de lancers indépendants
d’une piece donnant Pile avec la probabilité p €]0,1[ et Face avec la probabilité
q = 1 —p. On dit que la premiere série est de longueur n > 1 si les n premiers
lancers ont amené le méme coté de la piece et le (n-+1)1M€ Pautre coté. La deuxieéme
série commence au lancer suivant la fin de la premiere série et se termine (si elle
se termine) au lancer précédant un changement de c6té. De méme pour les séries
suivantes. Pour i € N*, on note P; (resp F}) Pévénement le i™€ lancer améne Pile
(resp. Face).

Partie I. Etude des longueurs de séries.

1. On note L; la variable aléatoire égale a la longueur de la premiere série.

a. Pour n > 1, montrer que P(L; = n) = p"q + ¢"p puis vérifier que
+00
Y P(Ly=n)=1
n=1

b. Montrer que L; admet une espérance et la déterminer
c. Montrer que L admet une variance et la calculer.
2. On note Lo la variable aléatoire égale a la longueur de la deuxieme série.
a. Pout n € N* et &k € N*, exprimer 'évenement (L; = n) N (Ly = k) a
I’aide des événements P; et F; pour ¢ variant de 1 a n + k 4+ 1 puis calculer

P((Ly=n)N(Ly = k))

b. Pour k € N*, a I'aide de la formule des probabilités totales, montrer que
P(Ly = k) = p*d"' + ¢*p*~!

Partie II. Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.
On considére dans toute cette partie que la piece est équilibrée (i.e. p = %) On note
N,, le nombre de séries lors des n premiers lancers :



e La premiere série est de longueur k < n si les k premiers lancers ont amené le
méme coté de la piece et le (k + 1)'™¢ lautre coté et de longueur n si les n
premiers lancers ont amené le méme co6té de la piece

e La derniére série se termine nécessairement au ni®™€ lancer.

Par exemple, si les 11 premiers lancers successifs donnent : FFPPPPFFPPP... (F
désignant Face et P Pile), on a pour une telle succession Ny = N2=1 N3 =-.- =
Ng =2; N7 = Ng = 3; Ng = --- = Ni1 = 4; les données ne permettant évidemment
pas de déterminer Nio.

1. Déterminer les lois de Ny, No et N3 et donner leurs espérances

2. Dans le cas général ou n € N*, déterminer N,(2) puis calculer les valeurs de
P(N, =1) et P(N, =n).

3. a. Rappeler ce que signifie la syntaxe scilab floor(2*rand())

b. Recopier et compléter le script scilab suivant pour que, n étant un entier entré
par l'utilisateur, il simule les n premiers lancers de piece (dont les résultats
seront stockés dans la liste ) et détermine les valeurs de Ny, Na, , Ny, (qui
seront stockés dans la liste V)

n=input(’entrer un entier n non nul’) ; x=zeros(l,n); N=zeros(1l,n)

x(D)=.......... s N(D=..........

for i=..........

x(D)=..........

if ... then, N(i)=.......... , else N(i)= .......... ,end
end

c. Ecrire une fonction simulant une VAR X de loi géométrique de parametre
p €]0,1]

4. Pour n € N* et pour s € [0,1], on note G,(s) = ZP(Nn = k)s”, la fonction
k=1

génératrice de N,,.
a. Que vaut Gp(1) ?
b. Que représente G/, (1) ?

c. Pourn >2 et k € [1,n], montrer que
P((Nn=k)NP,) = %P((an =k)NP,_1) + %P((an =k—1)NF,_1)
On admet de méme que
P((Nn=k)NF,) = %P((Nn_l =k)NFy1)+ %P((Nn_l =k—1)NPy1)

d. Montrer alors que P(N, = k) = P(N,_1 = k) + sP(Ny_1 = k — 1)
e. Soit n > 2. Montrer que Gy(s) = 325G, _1(s).
f. Calculer G1(s) et en déduire que Gy, (s) = (12—5)n_1 S.

g. Déterminer le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers



