Exo 1.

EML 2007
CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 6

Algebre. Dans cet exercice n > 3 et on pose

F={PcR,[X]:(1-nX?)P +2nXP =0}
VP € R,[X], g(P) = (1 —nX?)P" +2nX P’

1. a. o F CRy,[X], qui est un R-espace vectoriel, par définition de F'
F # () car le polyndme nul P = 0 est trivialement dans F.
e Soient (\,u) € R? et (P,Q) € F2.
Comme P € F C Ry[X] et Q € F C R,[X] et comme R,[X] est un R
espace vectoriel, stable par combinaison linéaire, on a AP + u@ € R, [X].
De plus

(1 —nX2) (AP + Q) + 2nX (AP + pQ)
= A1 =nX?)P' +2nXP) +p((1-nX?)Q' +2nXQ)

=0 car PeF =0 car QeF
= A0+ p0=0

A fortiori, AP + u@ € F.
En conclusion, F' est un sous-espace vectoriel de R,,[X].

b. Comme aX? — 1 € Ry[X] C R,[X] puisque n > 3, nous remarquons que

aX?—1cF <= (1-nXH)aX?>-1)+2nX(aX?-1)=0
< (1 -nX%2aX +2nX(aX?-1)=0
— X(2a—2n)=0
= a=n

En particulier, pour & =n, on a aX? — 1 =nX? —1 € F. Comme F est de
dimension 1, on a

F = Vect(nX? - 1)

2. o R,[X] est un R-espace vectoriel (le méme au départ et a l'arrivée)
e Pour P € Ry[X], on a P € R,_1[X] et P” € R,_o[X]. A fortiori, on a
(1 —nX?)P" € R,[X] et 2nX P' € R,,[X] et donc aussi g(P) € R,[X].
e Pour (\u) €R?et (P,Q) € F% ona
(1 = nX?)(AP 4+ uQ)" + 2nX (AP + puQ)’
=A((1 =nX?)P"+2nXP) + p((1 - nX?)Q" + 2nXQ’)
Ag(P) + ng(Q)

En particulier g est un endomorphisme de R, [X].
3. a. Pour P € R,[X],on a P’ € R,[X]

9AP + Q)

PeKer(g) < g(P)=0
= (1-nX?®)P"+2nXP' =0
= (1-nX?)(P) +2nX(P)=0
— P eF



b. En particulier, nous obtenons que

P eF
P’ € Vect(nX? — 1)
Ja € R,P' =a (nX?-1)

I(ab) e RL,P = a <nXT3 _ X) +b
P € Vect (nXTg —X,1>

P € Ker(g)

rrone

3 e . .
Comme les deux vecteurs nXT — X et 1 ne sont pas colinéaires, ils forment

une famille libre (et trivialement génératrice de Ker(g)). En particulier, une
base de Ker(g) est (1, 2X° — X).

c. g n'est pas injectif car Ker(g) # {0}. Donc g ne peut pas étre un automor-
phisme de R, [X].

a. D’apres le résultat de la question précédente, on a dim(Ker(g)) = 2. Il découle
alors du théoreme du rang que

dim(Im(g)) = dim(R3[X]) — dim(Ker(g)) =4 -2 =2
Comme n = 3, nous obtenons alors que

g(X) =(1-3X?)X"+2x6X x X' =12X
g(X?) =(1-3X%)(XH"+2x3X(X?) =2(1 —3X?)+24X? =2+ 18X?

b. Comme les vecteurs g(X)et g(X?) forment une famille libre,n en tant que
polynomes échelonnés en degré, il résulte du résultat de la question précédente
que (g(X),g(X2)) forme une base de Im(g).

c. Pour P € R,[X], on pose h(P) = g(P) — P.
i. Comme les applications g et Id sont des endomorphismes de R, [X], I'ap-

plication h = g — Id l'est également et donc h € L(FE)
ii. On a

(1) =1 =—1car 1 € Ker(g)

(X)—X=(1-nX)X"+2XX' - X =2nX - X =(2n - 1)X
(X?) — X2 = (1 —nX?) (XY +2nX(X?) - X% =2+ 17X?

(1 —nX?) +4nX?% - X% =2+ (2n — 1)X?

(X3) - X3 = (1 - nXH(X3)" +2nX(X3) - X3
X(1—-nX?)+6nX3 - X3=6X— X3

iii. Pour £ > 4, on a

h(XF) = g(X%) - x*
(1 —nX2)(XF)" + 2n X (XF) — XF
(1

—nX2)k(k — 1)XF2 p op Xk Xk - Xk

k(k— DX*2 —nk(k — D)X* + 2nk Xk — X*
k(k —1)X*2 4+ (2nk — nk?® + nk — 1) X*
k(k—1)X*2 4+ (nk(3—k) - 1)XF (k>4



iv. Il résulte des deux questions précédentes que h(X k) est un polynéme de
degré k pour 0 < k < n. De sorte que (h(X*))o<ren est une famille
de polyndéme échelonnée en degré. Comme c’est une famille libre, nous
obtenons que Im(h) = Vect(h(X*))o<ren) = Ru[X]. En particulier, h est
de rang n + 1, h est surjective et comme A est un endomorphisme d’un
espace de dimension finie (méme dimension finie au départ et a I'arrivée),
c’est un automorphisme de R, [X].

d. Soit f € L(R,[X]) tel que f#0et go f=0.
i. Soit @ € J(f) alors il existe P € R,,[X] tel que Q = f(P). Et alors

9(Q) = q(f(P)) =go f(P)=0(P) =0

En particulier @ € Ker(g). En conclusion, on a Im(f) C Ker(g)
ii. On sait que dim(Ker(g)) = 2 et comme Im(f) C Ker(g), on a forcément
0 <dim(3(f)) < 2.

e. supposons que go g = 0. Alors, d’apres le résultat précédent avec f = g, on
aurait

0 < dim(3(g)) < 2

ce qui n’est pas possible car d’apres le théoreme du rang
dim(Jg) = dim(R,[X]) —dim(Kerg) =n+1-2=n—-1>4—-1=3

A fortiori, on a go g # 0.

Exo II. Analyse (Eml). On considere I'application f : [0, +00[— R définie par

s
1 siz=0

flz) = { In(i+z) siz >0

Partie I. Etude de Papplication f

1.

les applications z +— z et z +— 1 4 x sont continues sur |0, +oo[ (polynéme),
a valeurs strictement positives. Comme u +— In(u) est continue sur |0, +oo],
la composée = +— In(1 + z) est continue sur |0,+o00[ et le quotient, dont le
dénominateur ne s’annule pas f : x — w est continu sur |0, 4-o00].

Par ailleurs, il résulte d’un calcul de développement limité a I'ordre 1 du loga-

rithme que

In(l1+2 x4+ oo(z)
T N Xz

fa) = =1+ 05+ (1)

A fortiori, on a f(0%) =1 = f(0). De sorte que f est continue a droite en 0. En
conclusion, f est continue sur [0, +o0.

2. a. Par le méme raisonnement (remplacer « continu » par « C! », on montre que

f est de classe C! sur ]0, +-oo[. De plus, en dérivant le quotient sur ]0, +ocl,
on obtient que

1wz —In T T
f/(l‘): Jz:—|—1>< x; (1+ ):AQEZ) (I>O)




b. En effectuant un développement limité de A(z) en 0 a l'ordre 2, il vient

€.

Alz) =15 —In(1+2)

=T X ﬁ—ln(l—l—x)
=z x (1—2+o0p(z)) — (g;— z +00(a:2)>
= —% 4 0y(22)NR

En divisant par z¢, il vient

Alz)  —% 4op(a?) 1
22 x? 2

De sorte que l'on obtient que f/'(07) = —3.

On a montré que f est continue sur [0, +-oc[, de classe C! sur |0, +-o0[ et que
1 (07) = —%. A fortiori, il résulte du théoréme de prolongement C! que f est
de classe C! sur [0, +o00o[ et que f/(0) = —3

Bon, A est dérivable sur [0, +oco[ et on a

CIx(z+1)—-1xa 1 1 r+1 x

A ="—7T i1l @+ @+ el

En particulier, A est strictement décroissante sur [0, +00[. On remarque éga-
lement que A(0) = 0 et que A diverge vers —oo en +00.

En +o0, il résulte du théoréme de croissance comparée que

In(1+z) @) +h(l+1) In(z)

flay = 2 - RS = B () = 04e(1)

En particulier, la fonction f tend vers 0 en +o0.

3. On considere 'application B : [0, +0o[— R définie par

.ZUQ xr
Blx) = % ol +2)  (z30).

a. Avec le raisonnement de la question 1, en remplacant « continu » par C2, on

montrer que f est de classe C2 sur |0, +o0] et, de plus, on a

x ! ¢ x {BQ* x x
Py - (A2 - Aot i

Or, nous remarquons que

Al(z)r — 2A(z) = ﬁ xx—2 (5 —In(l+x))
2 X X
= oy~ Anl +2h(l+a)
= B om(142) = B(x)  (¢>0)

A fortiori, nous obtenons que



B(x)
23

f'(w) =

(x > 0)

b. L’application B est dérivable sur [0, 400 et on a

+_

B'(z) _ _ (6z+2)(1+a)*~2(1+a)(32% +22) 2

(14x)%
—(624+2)(1+x)+2(322 +22)+2(1+x)?
(1+2)3
— (6% 4-82+2)+ (622 +42)+2(1+2z+22)
(14=x)3

=Zs>0  (2>0)

A fortiori, application B est strictement décroissante sur [0, +o00[ et vérifie
B(0) = 0 et limy_y4 o0 B(x) = +00. Nous en déduisons que B est strictement
positive sur |0, +o00[ et donc que f” est strictement positive sur ]0, +ool.

La courbe doit faire la synthese de tout ce qu’on a trouvé jusqu’a maintenant.
En utilisant votre imagination, vous pouvez voir la magnifique courbe tracée par
votre vénéré professeur dans ce corrigé.

Partie II. Un développement en série

Pour N € Net 0 <t <1, il résulte de la formule pour les sommes géométriques
de raison —t # 1 que

kb _ NN k_ (0)°—(=)N!
Sso(=DFE =3 (=) = =
. 17(725)N+1 1 (7t)N+1
- 1+t T I+t 1+t
A fortiori, nous avons montrer que
N
1 B L Igtk (—1)N+1tN+1
T = 2D+
1+1¢ P 141

Pour N € Net 0 < z < 1. En intégrant 1'égalité précédente (entre fonctions
continues) sur le segment [0,z], il résulte de la linéarité de 'intégrale que

N+1,N+1
(i +0) = ﬁtdt F (S0 + CU Y g
— SN~k ke 4 fr(—1)N
k+1
= S DF ] + Ina)
k+1

= Zi;vzo(_l) T + Jn(z)

Pour N € Net 0 < x < 1, nous déduisons de I'inégalité 0 <
0<t<xque

N+1
|In ()] <££’(—1)N+1t1+t dt

<[t
< frevriae




10.

Pour 0 < z < 1, on déduit du principe des gendarmes, de la limite lim,,_, { o £ N +2

0 et de l’inegahte précédente que

li J 0
N%HEOO N< )

k+1
A fortiori, la suite Y _(—1)F % converge vers In(1 4+ z) lorsque N tend vers
+oo, d’apres I'égalité de la question 6. A fortiori, comme il résulte du changement
d’indice £ + 1 =n que

k+1 N+1

N "
Z(_1>k Z n 1%

k=0 =1

+oo (_1)n—1xn

Nous remarquons que la série converge vers In(1 + x) parce que,

n
n=1
sa suite des sommes partielles (décalée de 1) tend vers In(1 + z). De sorte que

i -

Partie I11. Egalité d’une intégrale et d’une somme de série
Pour N € N et 0 < x < 1, il résulte du résultat de I'égalité du 6 que

1

N (_1)kxk+1

In(1+ ) — ]

:JN(ZE) (OSI‘SD
k=0

In (1—|—x)

En divisant par x, l'identité f(z) = donne alors

N kook T
S

k=0

(0<z<1).

Et, nous déduisons du résultat de la question 7 que

$) = S S| = [R5 = e
N+2 N+1
<ivim=fm 0<z<y

Ce résultat est également vrai pour z = 0 car f(0) =1

En intégrant sur [0,1], il résulte de I'inégalité précédente que
Yk gk
flz) =Y, % dz

‘ﬁ( - o k+1 >dx’ <k
N2 }1

S b Fpde= [m .
<

Par ailleurs, nous déduisons de la linéarité de l'intégrale que



§(r@ -2 G ) de =/ @)de = D (-1)F [ iy

1 N (—1)kzh
En particulier, posant r,, = / f(x) — Z ————— | dz, il résulte de ces deux
0

estimations que

ﬁ z)de = 30 o< )k—(kjl)z +TrN

|T7l| N+2) (N > 0)

En particulier, la suite des sommes partielles > & (—1)F L G H)Q converge vers la

constante ﬁ x)dz lorsque N tend vers +o0o. En conclusion, on a

& ( 1)n—1

1 o0 _
/Of(x :2) kﬁ—l—l nz—:l n2

11. Pour N € N*, en sommant selon les nombres pairs et seolon les nombres impairs,
il résulte de la commutativité et de ’associativité de ’addiction que

2N+1

1 1 1
2@ T 2 gt -
n=1 1<n<2N+1 1<n<2N+1
n=2p+1 n=2p
Y ot O o
2 1)2 2p)?
oopey P 2= (2p) o 1
IN+1 p0(2p+12+Z 1 4p?
N Vi (1) (-
Z — = ZlgngzNH 2 +Zl<n<2N+l 2
1 n n=2p+1 n=2p
_ (= (-t
= 2 1<p<N i) + 2 peN a2
N 1 <~=N 1
p=0 (2p+1)2 p=1 4p?

12. En faisant tendre N vers l'infini dans la question précédente, nous obtenons que

nZIOO o0
Y ot g
= (2p+1)? 4p?
B i 1 1o
_ S X
(1?2 476
i ( 1)n—1 _ zoo 1 oo _1_
n2 — 4=p=0 (2p+1)2 p=1 4p2




En particulier, il vient

00 1 INm _«

o (-1 §=3%

00(_1)11—1

Z— _r_lym_ m
n2 8 476 12

n=1

Or nous avons montré précédemment que

1 B o0 (_1)71—1 o

Exo III. PROBA (Ecricom). Partie I. Etude des longueurs de séries.

1. a. Pourn > 1, on a (L1 = n) = ( Zlek N Pn—i—l) U( Zzlpk N Fn+1). De
I’incompatibilité des évenements et de 'indépendance des tirages, il vient

P(Ll = 77,) = P(ﬂzlek N Pn+1) -+ P( Z’lek N Fn+1)
n

= P([] P(Fx) x P(Pus1) + [ [ = 1"P(Pr) x P(Fus1) = pg" + qp"
k=1 k

A fortiori, nous obtenons deux séries géometriques de raison ¢ et p en calcu-
lant

“+o00
> P(Ly=n) =31 (pg"+ap") =pY N q" a2 "

b. L’espérance de L est

+00 +oo +oo oo
Y nP(Ly=n) =Y n(pg"+qp") =pgYy_ng" ' +pg» np!
n=1 n=1 1 n=1 n=1
=Pl + P
(11— q)? X (1—p)?
q ., D
=pe(—= +pg— ==+~
p ? poq

Comme ces séries sont absolument convergentes, on a F(L;) = % + %.

c. En faisant apparaitre deux dérivées de la série géometrique, nous obtenons
que



+oo +oo

E(Li(L1 —1)) = Zn(n —1)P(Ly=n)= Zn(n — 1) (pg™ + qp™)

n=1 n=1
+00 +0o0
=pg® Y _n(n—1)g" 2+ qp*> n(n—1)p">
2 2
=P st W T3
(1-9q)? (1-p)?
51 o1 2¢*  2p?

R el

= pq
P @ p q

A fortiori, il résulte de la formule de Konig-Huygens et de la formule de
transfert que

V(L) =E(L}) - E(L1)* = E(L1(L1 — 1)) + BE(L1) — BE(L1)?
:%i+%i+g+£_<z+£f

]922 qu p ¢ \p ¢
S NN
h.9
=L 4L 9
p? ¢

2. On note Ly la variable aléatoire égale a la longueur de la deuxieme série.

a. PoutneN*et k€ N* ona
(L =)Ly = k) = (M P Oy By P )U(O0y By 5K PO B )

En particulier, il résulte de I'incompatibilité des deux événements de 1'union
et de I'indépendance des tirages que

P((Ly=m) N (Ly = k) = P (Mg Pk B0 o) + P (0 B R P P )
n n+k
= P(Pn+k+1)HP(Pi) X H P(F;)
i=1 i=n+1
n n+k
+P(Fn+k+1)HP(Fi) X H P(F;)
i=1 i=n-+1

=p"¢Fp+qPq  (n=1k>1)

b. Pour k € N* Il résulte de la formule des probabilités totales appliquée au
ssystéeme complet dévénements {L1 = n},>1 que



—Zp"q’“prZq
—QPQZPn 1+pkq2zqn 1
=qp22p” +pkq22q"

I:0
1
1— 1—gq
k,2 k2
qap pq _ _

Partie II. Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers.

1.

2.

e Nj = 1 suit une loi certaine et F(N7) = 1 car il n’y a qu'un seul jet, qui ne
peut donner qu’une seule série.

e Ny(Q2) = [1,2]. Et il résulte de I'incompatibilité des événement de la réunion
et de I'indépendance des tirages que

P(NQ = 1) = P((P1 ﬂpg) (Fl ﬂFQ)) = P(P1 ﬂPQ) + P(F1 ﬂFz)
:P(Pl)XP<P2)+P<F1)XP(F2) 4—|—4

A fortiori, Ny suit la loi uniforme sur [1,2] de sorte que E(No) = 142 =3

e N3(02) =[1,2,3] avec

P(N?):l) :P((plﬂpgﬂP:;)U(FlﬂFQﬂFg)))—P(PlﬂP2ﬂP3) P(FlszﬂF3)
= P(P1) x P(Py) x P(Ps) + P(Fy) x P(Fy) x P(Fy) = & + %5 =
P(N3=3) =P(PPNFNP3)U(FiNP,NF3)=P(P NF,NP3)+ P(F,NPyN F3)
= P(P1) X P(Fy) x P(P3)+ P(F1) x P(Py) x P(F3) = 55 + 55 =
P(N3=2) =1-P(N3=1)—P(N3=3)=1

En particulier, ona E(N3) =1x 1 +2x 3 +3x1=5=2
Pour n > 1, on a N,(Q2) = [1,n] car n jet de pieces produisent au moins une
série (si on tire tout le temps le méme coté) et au plus n séries (si le coté obtenu
change a chaque tirage). On peut obtenir exactement k séries en faisant alterner
les cotés obtenus sur les k premiers tirages et en ne les alternant plus apres le

/{Ziémejet.

P(N,=1) =P(PPNPNPN...NP)UFINFHBNFN...NE,))
=P(PiNPNPsN...NP,)+ P(FiNFNF3N )
= P(P1) X ...P(Py) + P(F1) X ... x P(Fp) = o + g = &

P(Ny=n) =P(PINFNPN.)U(RNPAFN..)
—P(PLNFNPN..)+PFINPNFN...)
:P(Pl)XP(FQ)XP(Pg) ..+P(F1)XP(P2)XP(F3)x__‘:



3. a. floor(2*rand()) simule une loi uniforme sur [[0,1] : cela renvoie 0 ou 1 avec

équiprobabilité.
b.
n=input(’entrer un entier n non nul’) ; x=zeros(l,n); N=zeros(l,n)
x(1)=floor(2*rand()) ; N(1)=1
for i=2:n
x(i)=floor(2*rand())
if x(i) == x(i-1) then, N(i)=N(i-1), else N(i)= N(i-1)+1 ,end
end
c.

function [r] = X(p)
r=1
while rand()>1/p
r=1r +1
end
endfunction

n
4. Pour n € N* et pour s € [0,1], on note G(s) = ZP(Nn = k)s*, la fonction

k=1
génératrice de INV,.

a. Comme N,(Q) = [1,n], c’est la probabilité de tout 'univers des possibles

= zn:P(Nn = k)1F = zn:P(Nn —k)=PQ) =1
k=1 k=1

b. C’est I'esperance de N,. On a

n / n n
— (Z P(N,, = k;)sk) (1))=Y P(N,=k)(s*)' (1) =) P(N,=k)k =E(Ny)
k=1 k=1 k=1

c. Pourn >2 et k € [1,n], on peut soit passer de k — 1 série a k série au pieme
tirage via un changement au piéme tirage soit passer de k séries a k séries
(auquel cas, il ne faut pas de changement au nieMe tirage (quoiqu’il arrive, le
(n—1)1®M€ tirage est complétement déterminé par la donn'e du ni®™€ tirage)
En particulier, on a

(Np=k)NPy=((Npc1 =k—=1)NE,_1NPy) U ((Np—1 = k)N Poci N Py)

De sorte que

P((N, = k)N Py) (Npc1 =k =1)NE 1N Py) U ((Npm1 = k) NP1 NRy))
(( n— 1—/{?—1)ﬂFn 1ﬂP)+P((Nn_1:k)ﬁPn_1ﬂPn)
(Nn—1 =k —=1) N Fo1)) X B, =k-1)nF, -, (Pn)
+P((Nn—1:k)mpn—1) ><P( n_lzk)ﬁPn_l(P>

=P((Npo1=k—1)NE,_1)x3+P(Npm1 =k)NPyy) X &

P
P
P



. Il résulte de la formule des probabilités totales appliquée au systéeme complet
d’événements {P,,F,,} que

P(N,=k) =P(N,=k)NP,)+ P(N,=k)NF,)
— P((Nyoy =k —1)NFy 1)) x % 4 P (N1 = k)N Pa_y) x

N | H[\DI =

1
+P((Np—1 = k)N Fq) ¥ 5+ P(Nar=k—=1)N Py_q) X

1 1
:P(Nn_lzk—l)x§+P(Nn_1:k)x§ (n>2)
Soit n > 2. En reportant dans la définition de Gy, il suit
n
Gn(s) =Y P(N, =k)s"
kﬁl
1 1
=> (P(Nn_l =k =1) x5+ P(Ny1 = k) x 5) sF
k:1 n n
1
=5 X PNy 1 =k—=1)s"+=x > P(N, 1 =k)s"
k=1 =0 ;k—l k=1 =0 si k=n
1 n 1 n—1
=5 x > P(Nyoy=k—1)s"+ 5 X > P(Ny_y =k)s*
k=2 k=1
1 n—1 ) n—1
=5 > PNy =k)sF 4 = x> PN,y = k)s"
) k=1 k=1
=g $Gp-1(s) + = x Gp_1(s)
1
= S—; X sGp—1(s)

Nous remarquons que

1
Gi(s) =Y P(Ny =k)st = P(N; =1)s' =5
k=1

A fortiori, comme Gy,(s) est une suite géométrique de raison (s + 1)/2, nous
obtenons que

Gns) = (1‘gs)nlal<s) _ (1‘5‘9)”13 (n>1)

. Le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers est F(NV,,), c’est a dire




