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PROBLEME 1

Partie I: Interpolation polynomiale

1. e ¢ est une application de R,,_1[X] dans R".
e Soit A un réel. Soient P et Q deux éléments de R,,_; [X].
p(OP+Q) = ((AP+Q) (@), AP +Q)(az),..., (AP +Q)(an)).
e(AP+Q) = (/\ P(a1) + Q(ar), A P(az) + Q(as), ..., A P(an) + Q(an)).
¢(AP+Q) = X (P(a1), P(az), ..., P(an)) + (Q(a1),Q(az), ..., Q(an)) = Ap(P) + ¢(Q).
VAER, V(P,Q) € Ry_1[X] x R,,—1[X], o AP + Q) = Ao(P) + ¢(Q). ¢ est lindaire.
e Soit P un élément de Kerp. (P(a1), P(as), ..., P(ay)) = Ogn.

Ainsi P(ay) = P(ag) = --- = P(ayn) = 0. Donc a4, ag, ..., a, sont n zéros distincts du polynéme P qui est

de degré au plus n — 1. Alors P est le polynéme nul.
Cela suffit pour dire que Ker ¢ = {Og,_,(x]} donc que ¢ est injective.

¢ est une application linéaire injective de R,,_1[X] dans R™”. Comme R,,_1[X] et R” ont méme dimension

finie n, ¢ est un isomorphisme de R, _1[X] sur R™.

’  est un isomorphisme de R,,_1[X] sur R" ‘

2. Soit (b1, ba,...,b,) un élément de R™. Soit P un élément de R,,_1[X].
(Vi e [1,n], P(a;) = b,») = (P(a1), P(a2), - .., P(an)) = (b, ba, ..., bn) <= @(P) = (by,ba, ..., by).

(W e [1,n], Pla;) = bi) = P = (by,ba,...,by). Plus de doute:

’ il existe un élément P de R,,_1[X] et un seul tel que:Vi € [1,n], P(a;) = b; |

3. Notons que 0, 1, 2 et 3 sont quatre réels deux a deux distincts! Alors il existe un unique élément Py de

Rg[X} tel que Po(()) = ]., Po(].) = 3, P0(2) =1let P0(3) = 31.
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11 existe quatre réels a, b, c, d tels que Py = aX> + bX? + cX + d. Notons qu’il est nullement obligatoire de
raisonner par équivalences pour trouver a, b, ¢ et d.

1=PF(0)=d

3=FP(l)=a+b+c+d

11=PFPy(2) =8a+4b+2c+d

31 =Py(3) =27a+9b+3c+d

Les hypotheses donnent :

d=1 d=1 d=1

Alors atbte=2 . Ainsi c=2—a-b ou c=2-a-b
da+2b+c=5 3a+b=3 3a+b=3
9a+3b+c=10 8a 4+ 2b =38 da+b=14

En retranchant les deux dernieres lignes il vient rapidement ¢ = 1. Ce qui donne b =0 et ¢ = 1.

Finalement a =1, b=0,c=1et d = 1. Donc:

L’unique élément Py de R3[X] tel que Py(0) =1, Py(1) =3, Py(2) = 11 et Py(3) = 31 est X3 + X + 1.

Partie II : Polynomes spéciaux

1. Py est un élément de R[X]. De plus:Vz €]0, +o00|, (Po(x) =23 +z+1>0et Pi(z) =322 +1> 0).
Alors:

’ X3+ X +1 est un élément de E. ‘

2. Soit a un réel strictement positif. Soient P et @ deux éléments de E.

Notons que a P, P+ Q et PQ sont des éléments de R[X] car P et Q sont des éléments de R[X] et « est un

réel.
Soit z un élément de ]0, +oo[. P(z) >0, Q(x) >0, P'(x) >0, Q' (z) > 0 et a > 0.

Alors (a P)(z) = aP(xz) > 0, (aP)(z) = aP'(z) >0, (P+Q)x) = Plx)+ Q(z) >0, (P+ Q) (z) =
P'(z)+ Q' (x) >0, (PQ)(z) = P(x) Q(z) > 0 et (PQ)'(z) = P'(z)Q(z) + P(x) Q'(x) > 0. Ceci étant vrai
pour tout réel x appartenant a l'intervalle |0, +oo[, on peut alors affirmer que o P, P + @, PQ sont des

éléments de E.

FE est stable par multiplication par un réel strictement positif, par addition et par multiplication.
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Py appartient & E. Alors Va €]0,4+00[, Py(x) > 0 donc Vz €]0, +o0[, (—Fp)(z) < 0. Ainsi —Py n’appartient

pas a E. Ce qui permet de dire que:

’ E n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X]. ‘

3. Soit P un élément de E. P; est la primitive de P sur R qui prend la valeur 0 en 0 donc P; est un élément

de R[X].

On a déja: Vz €]0, +oo|, P{(z) = P(z) > 0.

Notons alors que P; est continue et dérivable sur [0, +o00[, de dérivée strictement positive sur 0, +o0].
Ceci suffit pour dire que P; est strictement croissante sur [0, +oo[. Alors Vz €]0, +oo[, Pi(z) > P1(0) = 0.

Ceci acheéve de montrer que P; est un élément de E.

Si P est un élément de E, 'application P; de R dans R définie par Vo € R, Pi(z) = / P(t)dt est
0

également un élément de F.

4. Soit P un élément de E. P est continue et dérivable sur [0, 400, de dérivée strictement positive sur

10, +o0]. Ceci suffit pour dire que P est strictement croissante sur [0, +oo].

Ce qui suffit tres largement pour dire que Va € [0, +oo[, P(z) = P(0).

Si P est dans E, Vz € [0, +o0[, P(x) > P(0). ‘

5. Soit P un élément de E.

e P est application continue et strictement croissante de [0, +o0o[ dans [P(0), +oo[ car P est continue et

strictement croissante sur [0, +oo].

e P n’est pas un polynéme constant car P’ n’est pas le polyndéme nul puisque Vz €]0, +oo[, P'(z) > 0.
Alors 115{1 P(z) = 400 ou lir}rl P(z) = —oo. Comme P est strictement positif sur |0, +o00[, nécessairement
T—T00 r—T00

lim P(xz) = +oo. Donc lir+n P(z) = +o0.

r——+00

Les deux points précédents montrent que P est une bijection de [0, +oo[ sur [P(0), +ocol.

Si P est un élément de E, P est une bijection de [0, +-o00[ sur [P(0), 400].

6. Soit P est un élément de E de degré au moins deux.

Va €]0, +00[, P'(z) = P'(z) > 0. Ceci permet de dire que P~ est au moins dérivable sur ] P(0), +oo].
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De plus Var €]P(0), +ocf, (P~)'(x) = 15/(1311@))'

Or P est une bijection strictement croissante de [0, +oo[ sur [P(0), +-00] et lirf P(z) = 00
T— 100

donc lim P~ !(z) = +oo.
r——+00
P’ est un polynome de degré au moins 1 strictement positif sur ]0, +o0o[ donc lim P'(z) = +oo.

r— 400

Alors lim P'(z) = 400 et par composition lim P'(P~(z)) = +oc.

T——+00 r——+00
. p—1y/ . 1
Alors lim (P7)(z) = lim =——=——=0.
r—+00 r— 400 P’(P_l(m))

Supposons que P~1 est une application polynomiale. P~1 est alors dérivable sur [P(0), +oo] et sa dérivée

est également une application polyndmiale. Alors comme lirf (P~ (z) = 0 nécessairement (P~')" est
r—1T00
constante et méme nulle sur [P(0), +o0].

Donc P! est constante sur [P(0), 4+o00[ ce qui contredit le caractere bijectif de P~L.

Donc P! n'est pas une application polynomiale.

Si P est un élément de E de degré au moins 2, 'application réciproque P~1de P nest pas une application

polynomiale.

Partie III : Matrices symétriques positives

1. A est une matrice symétrique de M, (R) (donc & coefficients réels!). Le cours montre alors que:

’ A est diagonalisable dans M., (R). ‘

2. a. Supposons que A soit dans SF. Soit A une valeur propre de A. 1l existe un élément U non nul de

M 1(R) tel que AU = AU.

Alors 'UAU = 'U(AU) = MUU = M||U||?. 'UAU est un réel positif ou nul car A appartient a S, et
|U||? est un réel strictement positif car U n’est pas nulle. Dans ces conditions A est un réel positif ou nul.

A € [0, +o0l.

Donc toutes les valeurs propres de A sont dans [0, 00

’ Si A appartient & S alors toutes les valeurs propres de A sont dans [0, +oo]. ‘

b. Réciproquement supposons que toutes les valeurs propres de A sont dans [0, +o00].



JF.C. p. 5

A est une matrice symétrique de M,,(R) donc il existe une base orthonormée (U, Us,...,U,) de M, 1(R)

constituée de vecteurs propres de A.

Pour tout ¢ dans [1,n] notons «; la valeur propre de A associée au vecteur propre Uj.

Par hypothese Vi € [1,n], o; > 0.

Soit U un élément de M,, 1(R) de coordonnées (t1,tq,...,t,) dans la base (U1, Us,...,U,).

i=1 =1 =1

Comme (Uy,Us,...,U,) est une base orthonormée : '\UAU =< U, AU >= (ti t; ai) => (t? ai).
i i=1

i=1

n
Or Vi € [1,n], t2 > 0 et a; > 0 donc Vi € [1,n], 2 a; > 0. Ainsi 'UAU = (t? ai) > 0.
i=1

A est alors une matrice symétrique de M., (R) telle que VU € M,, 1(R), ‘UAU > 0 donc A appartient a S;F.

’ Si toutes les valeurs propres de A sont dans [0, +oo[ alors A est dans S, ‘

Partie IV : Matrices symétriques positives solution d’une équation polynomiale

spéciale
n—1

1. a. P est de degré n — 1 donc il existe (¢, ca,...,c,—1) dans R™ tel que P = Z CL XF et cn—1 # 0.
k=0

n—1 n—1 n—1
SA = SP(S) S(Z ckSk> = (Z ckSkH) = (Z ckSk) S =P(5)S =AS. Donc SA = AS.
k=0 k=0 k=0

A=QDQ ! donc D = Q~'AQ. Rappelons que A = Q~1SQ.

Alors AD = Q71SQQ71AQ = Q71SAQ = Q7 1ASQ = Q7 1AQ Q71SQ = DA.

| SA=AS et AD = DA

b. Posons A = (§; ;) et D = (d; ;). Notons que ¥(i,j) € [1,n]*, di; = .
' ' ‘ 0 sii#j

k=1

Alors AD = (Z ik dk7j> et DA = (Z di 5k,j>.

k=1
En tenant compte de ce qui préceéde on a encore AD = (§; ; Aj) et DA = (\; J; ;).
Comme AD = DA:V(i,j) € [1,71]]2, 0ij Aj = Xidij.

Soient i et j deux éléments distincts de [1,n]. §; ; \j = A; ;5 donc (A; — ;) 0; ; = 0.
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i et j étant distincts il en est de méme pour A; et A\j. Donc A\; — A; n’est pas nul. Alors d; ; est nul.
Y(i,7) € [[1,71]]27 i # j = 0;; =0 donc A est diagonale.

S appartient a S;F donc ses valeurs propres sont des éléments de [0, +oo[. Or S et A sont semblables donc

ont les mémes valeurs propres. Par conséquent les valeurs propres de A sont des éléments de [0, +o00].

Comme A est diagonale, ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux. Alors les éléments diagonaux de

A sont des réels positifs ou nuls.

’ A est diagonale et ses éléments diagonaux sont tous positifs ou nuls.

Avant de passer a la question suivantes poussons ’avantage.

n—1 n—1 n—1 n—1
PA)=> A =" (Q'SQF =) @ 'S Q=Q" (Z Ck S’“) Q.
k=0 k=0 k=0 k=0

P(A) = QflP(S)Q = QilAQ = D. Alors:
Diag(A1, Az, ..., An) = D = P(A) = P (Diag (61,1, 02,2, - - -, 0n,n)) = Diag (P(61,1), P(d222),- -, P(6p.n))-
Donc Vi € [1,n], A\; = P(d;;). Rappelons que P est dans E et que 1,1, J2,2,..., Onp, SONt des réels positifs.

Ainsi Vi € [1,n], A = P(6;;) = P(6;;). Ce qui donne Vi € [1,n], §;; = P~1(\).

Alors A = Diag (f’_l()\l)7 ﬁ_l()\g)7 cey ﬁ_l()\n)).

Or S = QAQ! et | donc S = Q Diag (ﬁ—lug,ﬁ—lug, . .,ﬁ—l(An)) Q.

2. Ici le concepteur ne nous a pas fait de cadeau car il nous oblige & montrer que le probleme
admet une solution et une seule (normal et simple) et qu’en plus la solution s’écrit QAQ~1!
ol A est diagonale (pas de probléme) et ou Q est la matrice qu’il a fixé au départ, non? Le

dernier point coince un peu...
Posons Ay = Diag (13’1()\1), P1(\y),..., ]5’1()\71)) et Sp = QAQ .

La question précédente montre que si S est solution: .S = Sy. Cela montre que ’équation proposée admet

au plus une solution et que s’il existe une solution cela ne peut étre que Sp.

On s’appréte donc gentiment & montrer que Sy est solution. Pas de difficulté pour montrer que P(Sy) = A et
que les valeurs propres de Sy sont positives ou nulles. C’est moins facile de montrer que Sy est symétrique...

sauf si @ est orthogonale (ce qui n’est pas dans le texte). Rusons...
A est une matrice symétrique de M,,(R) ayant n valeurs propres distinctes Aj, g, ...., Ay.

Pour tout ¢ dans [1,n] considérons un vecteur propre unitaire V; associé & la valeur propre A;.
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Les sous-espaces propres de A étant deux a deux orthogonaux, (Vi,Va,...,V,,) est une famille orthogonale

de M,, 1(R). Mieux c’est une famille orthonormée de M,, 1(R) car V1, Vs, ...., V,, sont unitaires.

(V1,Va, ..., V,) est alors une famille orthonormée donc une famille libre de cardinal n de M, 1 (R) qui est de
dimension n, ¢’est donc une base orthonormée de M,, 1 (R). Mieux (Vi, Va,...,V,,) est une base orthonormée

de M, 1(R) constituée de vecteurs propres de A respectivement associés aux valeurs propres A1, Az, ..., An.

Soit alors @1 la matrice de passage de la base canonique de M,, 1(R) & la base (V1,Va,...,V,). Q1 est

orthogonale comme matrice de passage d’une base orthonormée a une base orthonormée.
De plus Q71 AQ; = Diag(A1, A, ..., An). A= Q1 Diag(Ai, Aa,..., \)Q7 "
Posons alors 57 = QlAOQl_l = (Q1A¢'Q1 et montrons que S est solution.
e 1S =1(Q1A0'Q1) =("Q1)'A¢'Q1 = Q1A' Q1 = Sy car A est diagonale. Donc Sy est symétrique.

S et Ag sont semblables donc ont mémes valeurs propres. Or Ag = Diag (13_1(/\1)7 P~ t(\a),..., ﬁ_l()\n))
donc les valeurs propres de Ag sont P~1(A1), P~ 1(\g), ..., P1(\,). Comme P! est une application de
[P(0), +o0[ dans [0, 400, les valeurs propres de Ag et donc de S7 sont des éléments de [0, 400

Ceci acheéve de montrer que S; est dans S,‘f .

e Montrons que P(S7) = A.

n—1 n—1 n—1 n—1
P(S1) =) ST =) (@@ =D aAiQr = Q1 <Z Ck A’S) Qi
k=0 k=0 k=0 k=0

P(S1) = Q1P(A0)Q7". Calculons P(Ay).

P(Ag)=P (Diag (ﬁ—l(xl),ﬁ—l(xz), .. ,ﬁ—l()\n)) .

N——

P(Ag) = Diag (p (ﬁ*l(xl)) P (15*1(&)) .. P (ﬁ*l(xn))).
Vi € [1,n], P~1(\;) € [0, +oo[ donc Vi € [1,n], P (13*1(&)) e (15*1(&)) -\
Ainsi P(Ag) = Diag(A1, A2, ..., \n) et P(S1) = Q1P(A0)Q7" = QiDiag(\1, Mg, ..., \,)Q7 ! = A.

S1 appartient & S;" et P(S;) = A donc S; est solution. Finalement :

’ L’équation S € S;F et P(S) = A admet une solution et une seule. ‘

Nous avons vu que S est solution et que si S est solution :
S = Q Diag (ﬁ*l(xl), PN, ... ]5*1(/\,1)) Q.
Done Sy = Q Diag (}5*1()\1),]5*1()\2), N .,ﬁ*l(xn)) Q.

Ainsi @ Diag (15_1()\1), P 1(\y),... ,]3_1(/\n)) Q™! est la solution. Cela permet alors de dire que :
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Si @ est une matrice inversible de M, (R) telle que A = @QDiag(\1,Aa,..., A\, )Q 1, la solution de
I'équation S € S;F et P(S) = A est QA¢Q ! ou A est la matrice diagonale
Diag (P~1(\), P71 (e, P71 () )

3. a. P= X3+ X +1 est un élément de R[X].

De plus Vz €]0, 4o, P(x) =23+ 2 +1>0et P'(z) =322+ 1> 0. Alors:

’P:X3+X—|—1 est un élément de E.

T
b. Soit A un réel et soit U = 'Z une matrice de My 1(R).
t
—(2-A
20—y = Az y=02-Nz y=( )z
22— 1)z=0
—r+2y=2\y —z+(2-Ny=0 (¢ ) )e
= 1
R FPRRTVES P I P RE JCE e
10 21t = At 10
+ = 1
i 102+ (21— \)t =0 75107 = (A —21)%)z =0
1-XNB-XNz=0
y=02-Nz
AU =M <= ¢ (A~ 11)(31 - \)z = 0-
1

Si A n’appartient pas a {1,3,11,31}, AU = \U <= r =y =2 =1 =0 <= U = O, ,(») donc A n’est pas

valeur propre.

y==x
Six=1, AU = \U { z =0 donc A est valeur propre de A et le sous espace propre associé est la droite
t=0
1
vectorielle de My 1 (R) engendrée par (1)
0
y=-—x
SiA=3, AU = \U <= {z =0 donc A est valeur propre de A et le sous espace propre associé est la
t=0
1
droite vectorielle de My 1(R) engendrée par _O

0



=0
Si/\zll,AU:)\U<:>{y=0
t

—z

0
droite vectorielle de My 1(R) engendrée par (1)
-1
z=0

J.F.C.
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donc A est valeur propre de A et le sous espace propre associé est la

SiA=31, AU = \U <~ { y = 0 donc X est valeur propre de A et le sous espace propre associé est la droite

t==z

vectorielle de My 1(R) engendrée par

-0 O

’ Les valeurs propres de A sont 1, 3, 11 et 31. ‘

Ay

Remarque Nous aurions pu remarquer que A est la matrice diagonale par blocs ( 0
M2 (R)

2 1 21 10 o
Ay = (_1 9 ) et Ay = (10 21> et utiliser que Sp A = Sp A; USp A,...

A est clairement symétrique et ses valeurs propres sont des éléments de [0, +oo[ donc:

A appartient & S

1 1 0 0
1 -1 0 0
c o |II=1 0) L= = ve
0 0 -1 1
1 1 0 0
1 1 1 -1 1 0 1 0
Posons V; = — Vo= — , Vo =— et Vy = —
NG 0) e lo VG | VA B!
0 0 -1 1

Posons encore Ay =1, Ao =3, A3 = 11 et A4 = 31.

OM2 (R)
Aa

) avec

4
Pour tout ¢ dans [1,4], (V;) est une base orthonormée de SEP (A, A;). De plus My 1(R) = @ SEP (A, \)

i=1

et, SEP (A, \1), SEP (A, \2), SEP (A4, A\3), SEP (A, A\4) sont deux a deux orthogonaux. Alors (V4, Vs, V3, Vy)

est une base orthonormée de My 1(R) constituée de vecteurs propres de A associés aux valeurs propres 1, 3,

11; 31.

Soit @ la matrice de passage de la base canonique de My 1(R) & la base (V1, Va2, V3, V). @ est orthogo-

nale comme matrice de passage d'une base orthonormée & une base orthonormée et Q! AQ est la matrice

diagonale Diag (1, 3,11, 31).

1 1 0 0

Notons que QQ = Lfr -1 00 et que A = QDQ ! olt D est la matrice diagonale Diag (1,3,11,31).
v2 10 0 1 1
0o 0 -1 1
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1 1 0 0
1 1 -1 0 0
Q= ﬁ 0 0 11 est une matrice orthogonale de M4 (R) et A = QDQ~! ol D est la matrice
0 0 -1 1
diagonale Diag (1,3,11,31) de My(R).

d. Dans ces conditions et d’apres ce qui précede, 'équation S € Si” et P(S) = A admet une solution et une

seule qui est Sy = @ Diag (]5*1()\1), }3’1()\2)7 ]5*1()\3), 13*1()\4))Q’1.
Notons que Sy = @ Diag (ﬁ—1(1)7ﬁ—1(3)’ﬁ—1(11)713—1(31))62—1.

OrP=2X3+X+1=P, DoncI Q3. donne P(0) =1 = Ay, P(1) =3 = Ay, P(2) = 11 = X3 et
P(3) =31 = Ay

Comme P est dans E et 0, 1, 2, 3 sont des éléments de [0, +oo[: P~1(1) = 0, P~1(3) = 1, P~1(11) = 2,
—1(31) = 3.

Alors Sy = Q Diag (0,1,2,3) Q™" = QDiag (0,1,2,3) Q.
1 0 0 1 0 0
1 -1 0 O 1 -1 0 0
2 (0 1 1 Diag(0,1,2,3) — (0 1 1).
0 -1 1 0 1 1
11 0 0 0 0 O 1 -1 0 0
g _lf1r -1 0 0 1 -1 0 O -1 1 00
210 o 1 1){o 0o 2 2| 0 0 51
0 0 -1 1 0 0 3 3 0 0 15
1 -1 00
y . T . 1{-1 1 00
L’équation S € S; et P(S) = A admet une solution et une seule: slo o 51
0 0 15
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PROBLEME 2

Partie I: Formule de Stirling

™ s

2 T 2
1. Wy :/ 1dt=— W4 :/ costdt = [sint}
0 2 0

W():getwlzl.

NE

71'
—sin— —sin0 = 1.
Sln2 S11

o

3 3
2. a. Soit n un élément de N. W, — W, 11 = / (cos™t — cos" 1 t)dt = / ((1 = cost) cos™t) dt.
0 0

™

2
Vit € [0, g} ,(1 —cost) cos"t >0et0< g donc W, — W, 11 :/ ((1 — cost) cos”t) dt >0; W, > Wpy1.
0

Alors Vn € N, W,, > Wy 41.

’ (Wi )nen est décroissante. ‘

z
b. Soit n un élément de N. V¢ € [07 g} ,cos"t>0et 0 < g donc W,, = / cos" tdt > 0.
0

T
Supposons que W,, soit nulle. Alors ¢ — cos™ ¢ est continue et positive sur [O, 5] , d’intégrale nulle sur [O,

™
et 0 # —-
7 2
7T
Dans ces conditions t — cos™ t est nulle sur {O, 5} En fait il n’en est rien car cos™ 0 = 1!

Donc W, n’est pas nulle et W,, > 0. Ainsi W,, > 0.

] Vn € N, Wn>o.\

™

Z z
3. a. Soit n un élément de N. Notons que W, 15 = / cos"t2tdt = / cost cos" 1t dt.
0 0

Posons alors Vit € [0, Z} , u(t) =sint et v(t) = cos" 1 t.

2

u et v sont de classe C! sur {0, g} et Vt € [0, g} , u'(t) = cost et v'(t) = —(n+ 1) sint cos™t.

Ceci légitime l'intégration par parties qui suit.

™ s

2 2 z
Wito = / cos" T2 tdt = / cost cos" T tdt = {sint cos™ 1 t} = / sint (— (n+1) sint cos™ t) dt.
0 0 0 0

[NE]

™

3 z
W12 = sin g cos”™ 1 g —sin0 cos" ™10 + (n 4 1) / sin?t cos™ tdt = (n 4 1) / (1 — cos?t) cos™ t dt.
0 0

2]
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™

3 3
Wn+2:(n+1)/ cos"tdt—(n—l—l)/ cos" 2 tdt = (n+ 1) W, — (n+1) W, 0.
0

0
Donc (n+ 2) Wyt = (n+ 1) W,.

(Y EN, (n+2)Wyio = (n+1) W, |

b.VneN, (n+2)Wyi2=(n+1)W,.

Donc Vn € N, (TL + 2) Wn+2 Wn+1 = (Tl + 1) W Wn+1 = (TL + 1) Wn-i—l W,.
T

Ainsi la suite ((n+ 1) W, Wn+1)n€N est constante. Donc Vn € N, (n+ 1)W1 W, = (0+ 1) W, Wy = 5

Vn €N, (n+1)Wn+1Wn:W1WO:g-

1
4. a. La suite (W, )nen est décroissante donc Vn € N, W, > W1 > Wy 0 = r I 5 Wi
n
n+1
VHGN,WHEWTHJ/”_’_Q n.

n+1 W, n+1

b.VneN, W, > W, > mwn et W, >0doncVn e N, 1> W:1 > s
1 Wn . .
Or lim nt = 1. Il vient alors par encadrement lim =t — 1 ainsi:
n—+oo N + 2 n—-+oo n
W ~ W,.
+1 n—-4o0o

T_ N+ D)W W, ~ (n+1)(W,)? ~ n(W,)?% Alors nW? ~ T done W2 ~ L.
2 n—-+o0 n—-+o00 " p—otoo 2 " n—+too 2m

. [
Ainsi W,, = |W,,| BTN Vi

™

~ _

" potoo \[ 2m

2n)! @
5. Montrons par récurrence que pour tout élément n de N: Wy, = Q —-
227 (nh)2 2

2 x 0)! 1
° 2(2Xg<(0!))2 g = Tx1 g = g = Wy = Wayg. La propriété est vraie pour n = 0.
e Supposons la propriété vraie pour un élément n de N et montrons la pour n + 1.
2n+1 ~2n+1 (2n)! m 2n+422n+1 (20)! w
2n+2 " M 42220(n)2 2 2m+22n+2 220 (nl)2 2
W B (2n+2) (2n +1) (2n)! ™ (2n +2)! ™ (2(n+1))! T
2 ) T 2+ 1) (2(n+ 1) 220 ()2 2 222 (n+ D) al)2 2 22000 (n+ 1)1)2 2

Watnt1) = Wanqo =

Ceci acheve la récurrence.
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2n)! 7
Wa, = -
2T 92 ()2 2
1 1 1 1 1
6. Vne 2,40, ap=—-1—|n—= | In|{l-=)=n|-—=(1—-— | In{1-=)].
2 n n 2n n
2 3 2 3
Rappelons que In(1 + z) :Ozf%+%+o(azg). Donc In(1 — z) = f:cf%f%+o(z3).

1 11 1 1 1 11 11 1 .
1277/n~>+0012n+0(n3) et1n<1n> ”*>+00n2n2377,3+O<n3>'Parpr0dUIt:

1 1 1 1 1
- - 17 b 1 1* -_ = — —_— .
n ( Qn) n< n) n—+oo 12n3 to (n3)
OTVTLGII2,+OO[[7 an:n|:_1_ <1—1> In (1—1>:|
n 2n n

Al = 1 o} ! t ainsi !
o1Ss ap, e o002 + 2 et amnsi a,, n—::-oo 12n2.

. 1 " .
Comme la série de terme général Ton2 est convergente et a termes positifs, les regles de comparaison sur les
n

séries a termes positifs montrent que la série de terme général a,, converge.

’ La série de terme général a,, converge. ‘

7. Notons que pour tout élément de N*| A, est strictement positif.

A, n"e "/n (n—1)!

Soit n un élément de [2, 4oof. =

Ap_y nl (n—Lnle(-Dyp—1

A, (n—1)! n' e

N ln n \"" o1 no\?2
Apq nl (n—1)nleM-1 /n—1 n n—1 n—1

n—1i ) .
) (),
lnAn_lnAnlz_l_(n_l) ln(n_l) =—-1- <n—1> ln<1—1> = ay.

2 n 2 n

’ Vn € [2,400[, InA, —InA,_1 = a,. ‘

3

—_

n—1 n—

Ap
InA, —InA, 1 =1In 1 =In (e_l <

n

1 n "%
()

8. Vn € [2,+[, nA4, = InA, —InA; +In4; = Z (InAx —InAg_q) — 1 (par "télescopage” et car

k=2
InA; =lne !t =-1).



JF.C. p. 14

n

Vn € [2,+c], In A, = Z ar, — 1. Or la série de terme général a,, converge donc la suite de terme général

k=2
n +oo
Z ay converge. Alors la suite (In A, ),en+ converge. Notons ¢ sa limite (¢ = Z ap — 1).
k=2 k=2

. . ’ . . . ’ . /
De la continuité de la fonction exponentielle en ¢ il résulte que la suite (e™4n),cn+ converge vers e’ .

14

Alors la suite (A,,)nen+ converge vers e ' qui est un réel strictement positif.

’ La suite (A, )nen~ converge et sa limite £ est strictement positive. ‘

9. a. (A,)nen+ converge ver £ qui est un réel non nul donc 4,, ~ £

n—-+4oo
Al 1., -n . /n /4 | 1 . SN
rs — ~ ncn! ~ = .
osn!ne nn_>+oo ocnn_uroogne n
nl ~ 1n”e_”\/ﬁ.
n—+4oo {
b. W, n—:-oo \/Z d’apres 4. b. Donc Wy, n_)m_;_oo \/Z
(2n)! w @2n)! = p
OrvVneN, Wap, = 5~ —done 5o =~ 4] —:
rvn € N, Wy 221 (n)2 2 onc 20 (12 2 n-too \ 20

L 1
n! nloo T n"™ e~ " v/n donc (2n)! T (2n)2" ¢~ 21 NG

1 1 1
n! nloo T n™e ™ /n donc 22" (n!)? et 22n 6—2112”672” n= ?2(2702” e " n.

(2n)! 7 (2n)*e " \2n
227 (nl)2 n—too 5 (2n)2n e~ n

G0 A 7 N ..
221 ()2 2 n—too /n 2 221 (nl)2 2 n—too /2

@2n)! 7 T s ml ™
T oo = —- Ainsi — ~ —
227 (nl)2 2 n—+oo | 4n V/2n n—+oo \ 4n
l
Van

Ve

Liv4
% V2n 7T€ \/477,
Or Vn € N*, = =0V 2r-
JE  Von v m

(2n)! E\/Z

Alors 221 (n1)2 n—too /n

. En simplifiant il vient :

Donc

Donc la suite de terme général converge vers 1.

_ml_
Donc la suite de terme général ‘/% est constante égale & £v 27 et converge vers 1. Alors £v 2w = 1.
4in

1 1 .
Donc 7= V2r. Orn!l  ~ 7 n™ e~ ™ /n. Ainsi n! ~ V2rn"e "ynoun! ~ n"e "V2mn.
n n—-+0o0o

— 400 n——+00

nl ~ n"e "V27wn.

n—-—+o00
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Partie II : Etude de variables aléatoires

r _aZ I sps
1. ez —0etz— — e 22 sont positives ou nulles sur R donc f, est positive ou nulle sur ] — o0,0] et
a

sur ]0, +oo[ donc f, est positive ou nulle sur R.

T 22 . .
ez — 0etx— — e 27 sont continues sur R donc f, est continue sur | — 0o, 0] et sur |0, +-oo[. Alors
a

fa est au moins continue sur R* donc sur R privé d’un nombre fini de points.

22
Remarque Observons que Y € [0, +o00], fo(z) = 5—2 e 2.2 car f,(0) = 0. Alors f, est continue sur | — 00, 0]

et sur [0,4o00|. Ceci suffit pour dire que f, est continue sur R.

0
e f, est nulle sur | — 00, 0] donc / fa(t) dt converge et vaut 0.

2

r =2 .
La remarque précédente a montré que Vz € [0, +oo[, fo(7) = — €™ 247 et que f, est continue sur [0, +o0f.
a

r Tt +2 2 1T 22 22
Vz € [0, +oo[,/ fa(t)dtzf — e 22 dt = [—e_ﬁ} =1—¢ 27 et lim (1 —e—aaz) =1.
0 0 a 0 r—+00

xT +oo
Alors hm fa( )dt = 1. Donc / fa(t) dt converge et vaut 1.
0

xr——+00

+oo
Finalement / fa(t) dt converge et vaut 1.

— 00

Ceci acheve de montrer que:

’ fa est une densité de probabilité. ‘

2. Notons Fy, la fonction de répartition de X. Vo € R, Fy( / fa(t)
Comme f, est nulle sur | — 00, 0], Yz €] — 00, 0], F(x)

Soit x un élément de [0, +oo[. F,( / fa®)dt = / fa(t)

2

Or nous avons vu plus haut que / fa(t)dt =1 —¢e 222 donc Fy(z) =1—¢e 22.
0

22

La fonction de répartition F,, de X est définie par Vo € R, F,(x) = { L=e757 sia €0, 4ol .

0 sinon

2

3. Posons Vz € R, g,(z) = e 2. g est une densité d’une variable aléatoire Y qui suit la loi normale

1
V2ma

de parametres 0 et a?.

E(Y) existe et vaut 0 et V(Y) existe et vaut a®. Alors E(Y?) existe et vaut a.
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+oo
Donc / t? g4 (t) dt converge et vaut a?.

— 00
“+oo a2
Comme t — t2 g,(t) est paire sur R, / t? go(t) dt converge et vaut 5
0

2 2 V2T

Observons alors que Vt € [0, 400, t fu(t) = — e 2@ = 2 ga(t).
a a
+o0o +oo 2
V2 V2
Alors / t fo(t) dt existe et vaut T / 2 go(t) dt ou T % soit encore \/za.
0 a Jo a

0 +oo
Notons que / t fo(t) dt existe et vaut 0. Alors / t fo(t) dt existe et vaut 4/ g a. Par conséquent :
oo

— 00

N . . s
X possede une espérance qui vaut 5 a.

0
4. D’abord / t? f,(t) dt converge et vaut 0.
[
t — t2 f.(t) est continue sur [0, +-o00[. Vt € [0, +oo[, #* f,(t) = > — € 27,
a

12

Posons Vt € R, u(t) =2 et v(t) = —e~ 2.2. u et v sont de classe C! sur R.

t _ 2 C s . . . .
De plus Vt € R, u/(t) =2t et v/'(t) = S e 207, Ceci légitime I'intégration par parties suivante.
a

Soit = dans R./ t2fa(t)dt=/ (tQZe_;az> dt = {tz(—e_zt?)r—/ 2t (—e_;a"‘) dt.
0 0 a 0 0

x 2 x +2 22 x t 2
/ 12 fo(t)dt = —x? e 207 +2 / te 27 dt = —x%e 247 +2a2/ — e 27 di.
0 0 o @

/ t2 fo(t)dt = e 2a2/ fa(t)dt.
0

0

xT—+00 +oo

x
Alors hr—s{l t2 fo(t) dt = 24>
r— 100 0

—+o0 —+oo
Donc / t? f,(t) dt converge et vaut 2a>. Alors / t? f4(t) dt converge et vaut 2a.
0

— 00

Ainsi X possede un moment d’ordre 2, qui vaut 2a?, donc une variance.

4—
V(X)=EB(X?) - (E(X))2 —=9q2 — (E(X))2 — 942 _ gag =23 T2
X posséde une variance qui vaut — T2,

5. a. Notons Fz la fonction de répartition de Z.
V prend ses valeurs dans ]0,1] donc —2 In V' prend ses valeurs dans [0, 4+00[, Z = a/—2 InV également.

Alors Vx €] — 00,0], Fz(z) =0 = F,(z). Soit x un élément de [0, +o0].

z? x +o0
lim (—x2 e_2a2> = 0 par croissance comparée et lim (2@2 / fa(t) dt) = 2a? / fa(t) dt = 24
= 0 0
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2 2 22
Fz(z)=P(Z <z)=Play—2mV <z)=P (2 InV < (f) ) =P (mv > 2"22> -y <v > e)

a
Fz(z)=1-P (V < e_%?) =1-P (V < e_2a2) car V est une variable aléatoire & densité.
22
V suit la loi uniforme sur |0, 1] et e~ 2.2 appartient & ]0, 1] donc:
2

3’)2 xZ
Fz(z)=1-P <V < e2a2) =1—¢ 27 = F,(x).

Finalement Vo € R, Fz(z) = F,(z). Z a méme loi que X.

Si V suit la loi uniforme sur ]0, 1] alors a v/—2 InV suit la méme loi que X.

b. Notons que la fonction random fournit un réel au hasard appartenant & [0, 1[ donc 1-random fournit un
réel au hasard appartenant a ]0, 1]...

1 program pipo;
var a:real;
begin

randomize;

© 00 N O Ut W N

write(’Donner a (a strictement positif). a=’);readln(a);

=
= o

writeln(’X prend la valeur :’,a*sqrt(-2*1ln(l-random)));

juy
[\v]

end.

—
w

6. {T,, > n+ 1} se réalise si et seulement si les n + 1 premiers tirages donnent n + 1 boules différentes. Ceci

est impossible car I'urne contient n boules. Alors:

’P(Tn>n+1)zo.‘

7. Soit k un élément de [1,n].
{T,, > k} se réalise si et seulement si les k premiers tirages donnent k boules différentes.

Notons un instant A% le nombre de k-listes sans répétition d’éléments de [1,7n].

Il y a n* manieres de faire k tirages avec remise dans I'urne U, et il y a A¥ maniéres de faire k tirages dans
U, et d’obtenir k£ boules différentes.
A nn—1) ... (n—k+1) n! n!
ors P(Tn > k) nk nk n* (n —k)! (Tn > k) n* (n —k)!
n! n!

Not ésultat t k=0 P(T,>0)=1= = .
otons que ce résultat vaut encore pour car P(T, ) Tl ~ 0 (n=0)l
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n!

Vk € [0,n], P(T, > k) = Y Py

» Dans la suite y appartient & [0, +00[ et &k, = Ent (y/n).
T,
8. PY,>yy=P|—> = P(T,, > .
0> 0) = P (2 0) = P, > 1)
Montrons que les événements {T,, > y/n} et {T,, > k, } sont égaux.
Soit 7 un élément de N.

e Supposons que r > y/n. Alors r > y/n = Ent (y/n) = k, et donc r > k.

e Réciproquement supposons que r > k,. Comme r est un entier:r > k,, + 1. Donc r > k, +1 > y/n et

ainsi r > y/n.
Finalement r > yy/n <= r > k, et ceci pour tout r dans N.
Alors, comme T, prend ses valeurs dans N, les événements {T,, > yy/n} et {T,, > k,} sont égaux.

Donc P (Y, > y) = P(T,, > y/n) = P(T}, > k).

] P(Y, > y) = P(T, > kn). \

kn
NG

1
Comme lim —— = 0, on obtient par encadrement lim —= =y.
n—+oo \/ﬁ ’ p n—-+o0o \/ﬁ Y

Lk
vn/n

Donc il existe un élément ng de [2, +oo[ tel que: Vn € [ng, +o0f,

9. Vn € [2,400[, kn < yy/n <14k, donc Vn € [2,400[, 0 <y —

n—4oco n n—-+o0o

Alors lim k—n: lim ( >:O><y:0.

b
n

n!

Soit n un élément de [ng, +oo[. k, < n donc P(Y,, >y) = P(T, > k,) = Py S
nkn (n — ky)!

Observons que lim (n—k,) = lim (n (1 - )) =+4oocar lim — =0.
n—-4o00 n—-+oo n n—+o0o N

L’équivalent obtenu dans I 9. b. permet alors de dire que:

n"e " v2mn

PY,>y) ~ . Donc, en simplifiant, il vient :
n—+00 pkn (n — k) —kn e=(n=kn) | /27 (n — ky,)
n—k kn—n -1
k, n " AN _ka)®
P(Y, >y) e (n — kn) par P(Y, >y) P (1 - ) (1 " ) .

k o\ 2 k) B
Or lim — =0donc lim (1 - n) =1letainsi P(Y,, >y) ~ e " (1 - n) .
n

n—+oo N n—-+oo n—-+oo n
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k kn—n
Pour tout réel y appartenant a [0, +oo[, P(Y, >y) ~ e *n (1 — n> .

n—-+o0o

2 2

_ 2 1= _ 2 = B 2
10. a. In(1+1¢) t:ot 5 +o(t*). Alors t 1t:>0 1+t+o0(t*) et In(1 —¢) o t 5 + o(t%).
t2 t2
Par produit (¢ — 1) In(1 —1) = #+ 5 - t2 +o(t?). (t—1) In(1 —1t) o o(t?).
2
Donc —t + (¢t — 1) In(1 —¢) iy +o(t?).

t2
—t+(t=1)In(1-1) = -5+ o(t?)
+2
b. Ce qui précede donne —t + (t — 1) In(1 — 1) Radtre
2
Comme lim k—":O:—k—n—&— k—"—l In 1—k—n ~ —k—"-
n—+oo N n n n n—-—+o00o 2n2
En multipliant par n on obtient : —k,, + (k, —n) In [ 1 — — ~ =2
n ) n—+oc0 2n
N lus haut lim Ainsi i Fa _ 2
ous avons vu plus haut que lim — =y. Ainsi lim - =y~°.
p e lim — =y Jim = =y

kn k2 2
Alors lim (kn + (ky, —n) In <1 — )) = lim (") __¥.
n—+oo n n—-+o0 2n 2

kn 2
11. Par continuité de la fonction exponentielle en —% il vient: lim e(~kntGn—m) m(1-52)) _ —%

n—-+4oo
kn—mn
. _ k/, n _y
Donc lim <e ken (1—” =e Z.
n—-+oo n

kn kn—n
Or P(Y,>y) ~ e <1 - > donc lim P(Y, >y)= lim (ek
n

M

3

n—-+4oo n——+oo n——+oo

k) Fr " i
(1 > ) — %
n

Alors lim P(Y, <y)= lim (1-P(Y,>vy))=1—e 7 = Fi(y) et ceci pour tout élément y de [0, +o0.

n—-+o0o n—-+o0o

T,
Wy €] — 00,0[, ¥n € [2, +oof, P(¥, <y)= P <¢ﬁ < y) — P(T, < yy/) =0
Donc Yy €] — 00, 0], hrf P(Y, <y)=0=Fi(y).

Finalement Vy € R, lirf P(Y, <y)=0=Fi(y). Plus de doute:

’ la suite (Y},),>2 converge en loi vers une variable aléatoire & densité de densité f;.




