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BCPST 1 2009/2010

CORRECTION DU DS 6

(durée: 4h00)

EXERCICE 1 I

Soit n € N*. On effectue une suite de n lancers indépendants d’une piéce équilibrée. Pour tout
k € [1;n], on note Py, l’événement « obtenir pile au k-éme lancer» et Fy ’événement « obtenir face
au k-éme lancer». On note X la variable aléatoire qui prend la valeur k si 'on obtient pour la
premiere fois « pile» puis « face» dans cet ordre auz lancers k — 1 et k. On convient que X prend
la valeur 0 si l’'on n’obtient jamais une telle succession. On note Y la variable aléatoire qui prend
la valeur k si l’on obtient pour la premiére fois « pile» puis « pile» dans cet ordre auz lancers k—1
et k. On convient que Y prend la valeur 0 si [’on n’obtient jamais une telle succession. L’objectif
de cet exercice est de calculer les espérances de X et Y pour vérifier, contre toute attente, que
E(X) < E(Y), ce qui signifie que le temps d’attente de la premiére configuration « pile-face» est,
en moyenne, plus court que le temps d’attente de la premiére configuration « pile-pile».
Partie A. Etude de X

1. Que vaut X () ?

On a clairement

| X () = {0} U[2n].|

2. Calculer P(X = 2).

On a
P(X=2) = P(PF)
= P(P)P(Fy) par indépendance
1 1
= — X =
2 2
donc
1
PX=2)=-.
(x=2=
3. Soit k > 3.
a) Démontrer que P(X =k|Py) =1/2F1,
Ona
P(X=k|P) = PP PeabFy|Pr)
= P(PQ'“P]C,le) car Pg---Pklek jiR P1
= P(Py)---P(Py_1)P(Fy) par indépendance
1 1
= =X X=>
2 2
S —
k—1 fois
donc
1
P(X = k| P) = 50




b) Ezxpliquer sobrement pourquoi l'on a P(X = k|F;)=P(X =k —1).
La réalisation de I’événement F; n’a aucune influence sur la possibilité d’avoir la séquence
«pile-face ». Par conséquent, lorsque l'on sait que Fj s’est réalisé, on peut considérer
que le premier tirage n’a pas existé et donc que la suite de tirages commence au rang 2.
Dans ces conditions, mesurer la probabilité de 'événement (X = k) sachant que F} s’est
réalisé revient, par décalage d’indice, & mesurer la probabilité (sans conditionnement)
de I’événement (X =k — 1). Donc

|P(X =k|FP)=P(X =k—1) |

c) En déduire que P(X = k) =1/2" + P(X =k —1)/2.
D’aprés la formule des probabilités totales & travers le systéme complet d’événements
(P, Fy), on a

P(X=k) = PP)P(X =k|P)+ P(F)P(X =k|F1)
1 1 1
donc
P(X=k) = = + 2P(X =k 1)
S T2k T2 N '

d) Pour tout k € [2;n], on pose u, = 2¥P(X = k). Démontrer que la suite (ug)a<p<n est
arithmétique et en déduire la valeur de P(X = k) pour tout k € [2;n].

Pour tout k € [2;n], on a
1 1 E—1
2k+2P(X k—l)):1+2 PX=k—-1)=14ug,

donc (ug)ack<n est arithmétique. Par suite, pour tout k € [2;n], on a

up =28P(X = k) = 2’“(

1
uk:uQ+k—2:4Z+k—2:k—1,

d’ou

E—1
ok

VEk € [2;n], P(X=k) =

a) Démontrer que, pour tout m > 2, on a Zk S(k—1)/28 =1~ (m+1)/2™.

1
Pour tout m > 2, on pose #(m Z Qk = m;n— .
>
1 1 241 1
Initialisation : Pour m = =1 et 1 — ;_—2 =1 donc H(2) est vraie.

k=2
Héredité : Fixons m > 2 tel que Z(m ) est vraie et démontrons &?(m + 1). On a

m—+1 m

k—1
2%k Z 2k 2m+1
k=2 k=
1
= 1- m;; —27:11 par H.R.
_ 1 (m+1)+1
- - 2m+1 ’

donc Z(m + 1) est vraie.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, on a

k-1 m+1
k=2




b) Déterminer P(X = 0) et préciser sa limite lorsque n tend vers +oo. Interpréter.
On a

P(X:O):l—ZP(X:k;):l—Z% d’apres A. 4.
k=2 k=2
donc, d’apres A. 5. a),

n+1

Les croissances comparées nous disent que

lim P(X =0)=0,

n—-+oo

ce qui s’interpréte en disant que

si on lance un trés grand nombre de fois la piéce, on

obtiendra quasi-certainement la séquence « pile-face ».

a) Démontrer que, pour tout m =2, on a Y peok(k —1)/28 =4 — (m? 4+ 3m + 4)/2™.

m

k(k—1 > +3m+4

Pour tout m > 2, on pose 2(m) : Z% =4- mzimer
k=2

2
k(k—1 1 2243244 1

Initialisation : Pour m = 2, on a ; % =3 et 4 — % =3 donc 2(2)

est vraie.

Hérédité : Fixons m > 2 tel que Z2(m

~—

est vraie et démontrons Z(m + 1). On a

m—+1

k(k—1) k(-1 (m+Dm
Z ok B Z ok 9m+1
k=2 k=2
m?2+3m+4 (m+1)m
= 4- o il par H.R.
m? +5m +8
= 4 _—
21
(m+1)2+3(m+1)+4
= 1- )
2m+1

donc 2(m + 1) est vraie.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, on a

m
k(k—1 2 4
Ym > 2, 2%24_m.

2m
k=2

b) Calculer E(X) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oc.

On a
E(X) = Z kP(X =k) = Z % d’aprés A. 4.,
ke{0}u[2;n] k=2

ce qui donne, d’aprés le résultat de la question précédente,

n>+3n+4

E(X) =4 =

Les croissances comparées nous disent alors que

lim E(X) = 4.

n—-+4oo




Partie B.

Etude de Y

1. Que vaut Y(Q) ?

On a encore

|Y(Q) = {0} U[2;n]. |

2. Caleculer P(Y =2) et P(Y =3).

On a

et

1 1 1 1
P(Y=3)=P(RPP) =3 x5 x5=3

ou l'on a, par deux fois, utilisé I'indépendance des tirages. Donc

PY=2)== e PY=3 =<

3. Soit k > 4.

2)

A Vaide des probabilités totales, démontrer que P(Y = k|P)) = P(Y = k| P1F)/2 et
en déduire que P(Y = k|P)=PY =k —2)/2.

D’apres la formule des probabilités totales appliquées a travers le systéme complet
d’événements ( Py, F), on a

P(Y =k|P,) = P(P,| P\)P(Y = k| P,P,) + P(Fy | P\)P(Y = k| P, F).

Or
1
> P(P|P) =P(P) = 5 par indépendance ;

> P(Y = k| PiP;) = 0 puisque la premiére séquence « pile-pile» ne peut pas appa-
raltre au k-eéme tirage (avec k > 4) pour la premiére fois alors que cette séquence
est apparue au deuxiéme essai ;

> P(Fy|P) = P(F;) = % par indépendance ;

> P(Y =k|PF,) = P(Y =k — 2) car, de la méme fagon qu’a la question A.3.b),
la réalisation de P;F» n’influence pas 'apparition de la séquence « pile-pile » ce qui
permet de dire qu’il revient au méme de mesurer la probabilité de I’événement
(Y = k) sachant que P;F» s’est réalisé ou de mesurer, par décalage d’indice, la
probabilité (sans conditionnement) de ’événement (Y =k — 2).

donc 1 1
P(Y:k|P1):§><O+§P(Y:k—2),

c’est-a-dire

P(Y:k|P1):%P(Y:k—2).

Démontrer que P(Y =k)=P(Y =k—1)/2+ P(Y =k —2)/4.
D’apres la formule des probabilités totales appliquées a travers le systéme complet
d’événements (Py, F1), on a

P(Y = k) = P(P)P(Y = k| P\) + P(F\)P(Y = k| F}).

Or P(Y =k|F1) = P(Y = k — 1) par le méme raisonnement qu’a la question A.3.b),
donc, en tenant compte du résultat de la question précédente, on a
1 1 1

donc

P(Y:k:):%P(Y:k—l)Jr%P(Y:k—Q).




4.

5.

Déterminer P(Y = k) pour tout k € [2;n].

Pour tout k € [2;n], on pose vy = P(Y = k) de sorte que, d’aprés la question précédente,
on ait
1 1
Vk € [2;n], Vi = =Vk—1 + —Vh_3a.
2 4
L’équation caractéristique de cette récurrence double est 72 —r/2 —1/4 = 0. Le discriminant
vaut A = 1/4 4+ 1 = 5/4 donc les solutions de cette équation sont les deux nombres réels

r1 = (1++/5)/4 et 79 = (1 —\/5)/4. Par suite, il existe deux constantes A et B telles que

=) ()

Vk € [2;1], vk:A< -

Comme vy = 1/4 et v3 = 1/8, il est logique de poser v1 = 0 et vy = 1 (mais attention, cela
n’a pas de sens en probabilité... ), donc

A+ B =1
LV, 1 Vhs
4 4
ce qui donne
14:5_\/5 et B:E)—'_\/5
10 10

En conclusion, on a

vkezn], P =k) = 5_10\/5(1+4\/5>k+ 5?()\/5(1_4\/%@

a) Montrer que, pour m € [2;n], ona > - s P(Y =k)=1-P(Y =m—1)-3P(Y =m).
m
Pour tout m € [2;n], on pose Z(m) : Y P(Y =k) =1—P(Y =m—1)=3P(Y = m).
k=2
Initialisation : Pour m = 2, on a

2 1 1
kZ:QP(Y:k):P(Y:m:Z et 1-P(Y=1)-3P(Y =2)=1-0-37 =1

donc Z(2) est vraie.
Hérédité : Fixons m € [2;n] tel que Z(m) est vraie et démontrons Z(m + 1). On a

m—+1 m
Py =k = Y PY=k+PY=m+1)
k=2 k=2

= 1-P(Y=m—1)—-3P(Y =m)+P(Y =m+1)  par H.R.
= 1— (4P(Y =m+1)—2P(Y =m))

—3P(Y =m)+P(Y =m+1) par B.3.Db)
= 1-PY =m)—-3P(Y =m+1),

donc Z(m + 1) est vraie.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, on a

vm=2, > P(Y =k =1-PY =m—1)—-3P(Y =m).
k=2




b) Déterminer P(Y =0) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oo.

Le résultat de la question précédente nous dit que

P(Y=0)=1-> P(Y=Fk)=PY =n-1)+3PY =n),
k=2

n

donc, d’apres le résultat de la question 4, on a

5-V51+V\n 1 54 V51— 5yl
Py =0) = 10(4) +10(4>
5-V5/1+v5\" 5451 —+/5\»
+310(4>+310<4>
c’est-a-dire
5425 (14+V6\n1  5-2V5 1 —b\n-1
Py =0)= 10 ( 4 ) T 10 ( 4 ) )

Comme (1 ++/5)/4 et (1 —+/5)/4 appartiennent & |—1;1[, on a

lim P(Y =0)=0,

n—-—+oo

ce qui s’interpréte en disant que

si on lance un trés grand nombre de fois la piéce, on

obtiendra quasi-certainement la séquence « pile-pile ».

a) Démontrer par récurrence sur m que, pour tout m € [2; n]], on a

m

Y kP(Y =k) =6~ (m+5)P(Y =m —1) — (3m + 16)P(Y = m).
k=2
On pose .#(m) : i/{:P(Y =k)=6—(m+5)PY =m-—1)— B3m+ 16)P(Y = m)
k=2

pour tout m € [2;n].
Initialisation: On a

2 1 11
> kP(Y =k) =2P(Y =2) = 5 b 6=TP(Y =1)-22P(Y =2) = 6-Tx0-227 = 5
k=2
donc .#(2) est vraie.
Hérédite : Fixons m € [2;n] tel que .#(m) est vraie et démontrons .#(m + 1). On a

m—+1 m
S kP =k) = Y kP(Y =k)+(m+1)P(Y =m+1)
k=2 k=2

6—(m+5PY =m-—1)— (3m+16)P(Y =m)
+(m+1)P(Y =m+1)  par HR.
= 6—(m+5)(4P(Y =m+1) —2P(Y =m))
—(Bm+16)P(Y =m)+ (m+1)P(Y =m+1)  par B.3.b)
= 6—(m+6)PY =m)— 3m+19)PY =m+1)
= 6—((m+1)+5)P(Y =m)— (3(m+1)+16)P(Y =m+1),

donc .#(m + 1) est vraie.
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence, on a

Ym > 2, ikP(Y:k) =6— (m+5)PY =m—1)— (3m+ 16)P(Y =m).
k=2




b) Calculer E(Y) et préciser la limite de cette quantité lorsque n tend vers +oo.
On a

E(Y) = > kP(Y =k)

ke{0}U[2;n]
= Y kP(Y =k)
k=2
= 6—(n+5)PY =n-1)—Bn+16)P(Y =n) d’apreés B.6.a)
5-V5/14+6\n1  5++5/1—+/5\n-1
) v )

10 4 *
5—\/5(1+\/5)"+5+ 1- )”}’
4

4

S

- 6—(n+5)[

S

e

—(Bn+ 16){

10 1

ce qui donne,

5(n+5)+ (2n+ 11)\/5(1 +\/5>n—1 _5(n+5)—(2n+ 11)\/5(1 - \/5>n—1.

E(Y)=6- 10 4 10 4

Comme (14 +/5)/4 et (1 — /5)/4 appartiennent a |—1;1[, les croissances comparées
nous disent que

lim E(X)=6.

n—-+oo

Partie C. Un peu d’informatique

1. Ecrire, en langage SCILAB, un script qui réalise 100 lancers d’une piéce équilibrée et stocke
les résultats de ces lancers (sous forme de "P" et de "F") dans un vecteur u.

On écrit

for i=1:100 do

piece=rand();

if piece<0.5 then u(i)="P"; else u(i)="F"; end
end

2. Que fait le script donné dans l’énoncé ?

On constate que

ce script détermine les valeurs de X et Y pour

le tableau u fabriqué a la question précédente.

3. Que faudrait-il faire pour que les valeurs de X et Y données par SCILAB, soient proches
respectivement de 4 et 6 ¢

Il faudrait moyenner, c’est-a-dire qu’

il faudrait effectuer un grand nombre de fois (a 'aide d’un for) les scripts
des deux questions précédentes, stocker les différents résultats pour X et Y

dans un tableau et faire la moyenne de ces deux tableaux.




