DEVOIR SURVEILLE 1

On rappelle qu’une suite croissante :
> converge si, et seulement si, elle est majorée

> diverge vers +oo si, et seulement si, elle n’est pas majoré

Exo I. On fixe zg €]1, +00[ et on pose

Tpa1 =Tn+ 1+ (n>0)

Ty — 1

1. Etablir le tableau de variation sur |1, +oo[ de la fonction f: 2 +— z+ 1+ ﬁ
2. Etude de la suite (zp)neN

a. Pour n € N, montrer que x,, est bien défini et que x,, > 1.

b. Montrer que la suite (x,),en est croissante

c. Montrer que la suite (zy,),en diverge vers 400, i.e. que lirJP Ty = +00.
n—-—+oo

3. Etude de la suite (%>
n / neN

a. Pour n > 0, montrer que z,, > n + 1

1
b. Pour n > 2, montrer que 0 < xp, —xp—1 — 1 < ]
n J—
n—ll
c. Pour n > 2, en déduire que 0 < xp, — 21 — (n — 1) < z
k=1
d. i. Pour 0 < z < 1, montrer que z < —In(1 — x)
1
ii. Pour k > 2, en déduire que — k <In(k) —In(k —1).
iii. Pour n > 2, en déduire que % <1+In(n—1)
k=

iv. Pour n > 2, montrer que n + 1 <zap<xp+n+inn—1)

v. En déduire la limite de la suite (—n>
neN

n

Exo II. Pour n > 1, on pose

n n n
Sp=Y (k=12 T,=> (K+1Dkl et W,=)» kxkl
k=1 k=1
Pour k > 1, montrer que (k + 1)! — k! = k x k!
En déduire I'expression de la somme W, pour n > 1.
Pour n > 1, exprimer 5, en fonction de 7T;, et de W),
Pour n > 1, montrer que S, =2+ (n —2) x (n+1)!

o
o o e oo

En déduire alors que
T =1 X (n+1)! (n>1),

pour une expression r, que ’on determinera en fonction de n



Exo III.

Exo IV.

Edhec E 2003.

o N oo

9.

e
1
¢ >0

Pour x € R*, montrer que

a. Etudier les variations sur R de la fonction ¢ : © — ze® —e* + 1.
b. En déduire le signe de g sur R

On pose f(z) =In (efx_—1>

Déterminer I’ensemble de définition Df de f

a. Pour x € R, montrer que e > 1+ x

b. En déduire le signe de f sur Df

Déterminer les limites de f en —oo, en +00 et en 0
Exprimer f’ en fonction de g

Dresser le tableau de variations complet de f

a. Pour z € R*, vérifier que f(z) — 2 = f(—x)

b. En déduire le signe de f(x) — x sur R *

c. L’équation f(x) = x a t-elle des solutions sur R7 ?

Représenter sur un méme graphique la droite d’équation y = x puis l'allure de f

10. On introduit la suite (up)nen définie par ug > 0 et par up+1 = f(uy)

a. Montrer que u, > 0 pour n € N
b. Montrer que la suite u converge. On note ¢ sa limite.

¢. En raisonnant par I’absurde, montrer que £ = 0

On considere la suite (up)pen définie par ug = uy = 1, ug = 2 et

Upag = dupio — Dupy1 + 2uy (n>0)

Pour n > 0, on pose v, = up41 — Un

a. Montrer que la suite (vy),en vérifie une récurrence linéaire d’ordre 2.

b. En déduire que v, = 2" — 1 pour n > 0.

Nous déterminons ['expression de uy, en fonction den de deux facons différentes.
Premiere méthode. On pose a,, = up+1 — 2u, pour n =0

a. Montrer que la suite (a,)pen est récurrente linéaire d’ordre 2

b. En déduire I'expression de a, pour n € N

c. En utilisant les questions 2b et 3b, déterminer alors ’expression de u, en
fonction de n
Seconde méthode
n—1
a. Pour n > 1, vérifier que u,, = Z v + ug
k=0
b. Retrouver alors I’expression de u,, en fonction de n



