CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE 1

Exo I. On fixe xy €]1,400[ et on pose

Tpil =Tn + 1+ (n>0)

Ty — 1

1. L’application f:x+—x+ 1+ ﬁ est dérivable sur |1, 4o00[ et sa dérivée est
1
flz)=1- (x> 1).

(z —1)?
Pour z > 1, nous remarquons que
fl2)=0 =1- 1ty =0
1
= (r-12=1
—r—-1=1
= ar=2

Par ailleurs, f’(z) tend vers 1 en +oo et vers —oo en 1T de sorte que (je ne
dessine pas les TAB de VAR, c’est trop pénible a dactylographier, mais je le
décris) : f'(z) <O pour 1 <z < 2et f/(z) >0 pour 2 < x. A fortiori, f décroit
strictement sur |1,2], de 400 & f(2) = 4, et croit strictement sur [2,4+o00[, de 4 &
+o0o de

2. Etude de la suite (xy,)nen

a. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition
P, : 2, EST BIEN DEFINI ET z, > 0

e Py est vraie car zg est fixé par I’énoncé dans |1, +o0.

e Supposons P, pour un entier n > 0 et montrons P, 1.
Comme f est définie sur |1, 4+o00[, qui contient z, d’apres Py, le nombre
f(xn) = zp41 est bien défini. Comme f ne prend que des valeurs dans
[4,+o00[ d’apres le résultat de la question précédente, nous avons de plus
que Tp+1 = f(xn) =4 > 1. Donc P41 est vraie

En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N.
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b. Pour n > 0, nous remarquons que T,y — Tp = f(Tp) — 2, = 1+
car x, > 1. En particulier, la suite (x,),cn est croissante

- >0

c. Montrer par 'absurde que la suite (z,)nen diverge vers +oo. Supposons que
la suite (z,) converge, vers une limite finie £. Comme la suite u est croissante
et comme wu, > ug, par conservation des inégalités larges par passage a la
limite, il vient ¢ > up > 1 Par passage a la limite dans la relation 11 =
f(zy) (et par continuité de la fonction f sur R\ {1}), nous obtenons alors
que

Ezf(é)zﬁ—i—l—i-ﬁ
En particulier, 0 = 1 + ﬁ > () ce qui est impossible. En conclusion, la suite
(x,) ne peut pas converger vers une limite finie, et comme c’est une suite
croissante, elle diverge nécéssairement vers +oo.

3. Etude de la suite <ﬁ)
neN

n



a. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition
B, : T =2n—+1

e P, est vraie car xg > 1 de sorte que zg > 0+ 1
e Supposons P, pour un entier n > 0 et montrons F,,+; Comme x,, > n+1
d’apres P,,, nous remarquons que

>n+1

Zn+1+
xn - .Tn -
En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N.

Tpyl = Tp+ 1+

b. Pour n > 2, nous déduisons de l'inégalité précédente que
Tp—Xp1—1l=2p14+14+——-—2p 1 — 1= ———
Comme z,,_ 1 >2n—14+1=n>0, 11V1ent

1 1
<
Tp-1—1 n-—1

0Ly, —2p1—1=

c¢. En sommant cette inégalité pour 2 < k < n, il résulte du principe des sommes
télescopiques que

Do @k — ko1 — 1) =300 Tk — Do Tkl — D po ]
zzk ap— S oy —(n—1  CDIK =k-1
=3 %xk + zp — (21 + ZZ,_:lQ zp) — (n—1) Chasles
=z, —21— (n—1) (n>2)

Mais nous déduisons également de I'inégalité du 3b que

ozzn:ogzn:(xk—xk_l—1 Zk—l Zk, CDI k'=k-1

k=2 k=2 =1

— 1
En particulier, pour n > 2, nous obtenons que 0 < z, — 21 — (n—1) Z z
k=1

d. i. Pour 0 <z < 1, la fonction h : x — = +1In(1 — x) est dérivable de dérivée

1
W(x)=1—-——<0
(z) 1—x<

En particulier, h est décroissante et vérifie f(0) = 0 De sorte que h est
négative sur ]0,1[. A fortiori, on a < —In(1 — z) pour 0 < = < 1.
ii. Pour k > 2, I'inégalité précédente pour x = % €]0,1[ donne que

%:xé —In(l—2)=—1In (1—%) =—In (%) = In(k) —In(k—1)

iii. Soit n > 2. En somant l'inégalité précédente de k = 2 a n — 1, nous
déduisons encore du principe des sommes télescopiques que

St < 2pZs (In(k) —In(k — 1))
<Zg 11n k) —SpyIn(k —1)
<N 11nk;) S 20n(k') CDIAK =k—1
)

(

( e
< ZZ:% In(k) +In(n — 1) — ( n(l) + 22;22 ln(k’))
<lIn(n—1)



En particulier, en ajoutant 1, nous concluons que

1 1

N
\
i

=1+ <1l+4In(n—1) (n>2)
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iv. Pour n > 2, il résulte alors des I'inégalité établie au 3¢ et au 3diii que

1

3
I

0<z,—a1—(n—1) < <1l+In(n—-1)

o>
I
el

1

En particulier, comme 1 = f(z) > 4, on a

n+l < z1+n—1 <z, < 21+(n—1)+1+In(n—1) = z1+n+ln(n—1) (n >2)
v. En divisant par n, nous obtenons que

1+l:n+1<x_n<ﬂ+1+ln(n—l)
n n noon n

(n>2)

, N . ;. . . In(n—1
Comme le théoréme de croissance comparée induite que limy, 4 o ( - )

0, et comme le membre de gauche et de droite tendent vers 1, il résulte

du principe des gendarmes que lim = =1
n—+0o00 N

Exo II. Pour n > 1, on pose

n n

Sn=Y (k=1  T,=Y (R+Dk et Wy=> kxkl

1. a. Pourk > 1, onremarque que (k+1)!—k! = (k+)xk!—k! = ((k+1)—1) xk! =
k x k!
b. En reportant dans l’expression de W,, il résulte du principe des sommes
télescopiques que

Wi =25k x k=370 ((k+ 1) = &)
= 2y (D =300 K
=Y -3 k! CDIK =k+1
=Y LK+ (n+ 1) — (U + 30 k) Chasles
=(n+1)!-1 (n>1)

2. a. Pour n > 1, nous remarquons que

Sp =30 (k—1)%k!
=0 (K% — 2k + 1)k!
=30 (K24 DR —231 kX k!
=T, —2W, (n>1)

b. Pour n > 1, prouvons par récurrence la proposition

P, : Sp=2+(n—2)x (n+1)!



e Prestvraiecar S =1 (k—1)2%kl=(1-1)1=0=2+(0-2) x 1!
e Supposons P, pour un entier n > 1 et montrons P, Nous déduisons de
P que

Sn+1 = Zi%(k - 1)2k!

=24+ (n—2)x (n+ ) +n?n+1)!

=2+ ((n—2)+n?) x (n+1)!
)
)

En particulier P,,+1 est vraie
En conclusion, la proposition P, est vraie pour n > 1.

c. En reportant les expressions du 1b et du 2b dans la relation trouvée au 2a,
il vient alors

Ty = Sp+2Wy, = 2+(n—2)x(n+1)!4+2 ((n + 1)! = 1) = (n—2+42) % (n+1)! = nx(n+1)!
Pour n > 1, on a alors T;, = r, X (n+ 1)! avec r, = n.
Exo III. Edhec E 2003.

1. La fonction = — e — 1 est strictement croissante sur R et s’annule en 0. A
fortiori, e* — 1 est strictement négatif sur | — 0o, 0] et strictement positif sur
e’ —1
>0
x
2. a. La fonction g : z — xe® —e” + 1 est dérivable sur R, de dérivée

10, +00][. Pour x € R*, a fortiori, on a

g (x) =e* 4+ ze® — e® = xe” (x € R)

Comme cette dérivée est du signe de x, la fonction g décroit strictement sur
] —00,0] de 1 & g(0) = 0, puis elle croit strictement sur [0, +oo[ de 0 & +o0.

b. En particulier, g(z) est strictement positif sur R* et nul en 0.
On pose f(z) =1In <ei€—_1>

3. Nous déduisons de l'inégalité établie en 1 que

xeDf <:>$7£Oetew7_1>0
re€Df <= x#0

En particulier, Df = R*.
4. a. Nous remarquons que la fonction h : x — e* — 1 — x est dérivable sur R et
que sa dérivée

(zr)=¢e"—1

est du signe de  (car I'exponentielle est strictement croissante et e = 1). A
fortiori, A décroit sur | — 00,0}, de 400 a g(0) = 0 et croit sur [0, +oo], de
0 & +o0o A fortiori, la fonction A est positive sur R, de sorte que e* > 1+ =
pour x € R

b. D’apres I'inégalité précédente, lorsque = est strictement positif, on a

WV



ex—1>:c—|—1—1:

> 1
x x

De sorte que f(z) = In (e$;1

) > In(1) = 0 Lorsque z est strictement négatif,
onal>e’"—12>1+x—1=2x De sorte que
e —1

T

=1

<

SHRS

A fortiori, f(z) =1In (em—_1> <In(l)=0

T

5. Comme f(z) = In <%(1 - e‘””)), il résulte du théoreme de croissance compa-

7’ . Z . . . x_
réeque lim; 4 oo & = 0 puis que lim, o0 f(2) = +00. Comme lim; o *— L —

07", nous remarquons que lim,_, o f(z) = —oo. Enfin (plus difficile), il résulte
de la définition dun nombre dérivé en 0 de ’exponentielle que

0 T
ooet—e et —1
1 =exp/(0) = lim = lim
z—=0 1 — z—0 €x
z#0 x#0

De sorte que l'on a, par continuité du logarithme en 0, limxzo flz)=1
x#0

6. La fonction f est dérivable sur R* et on a

Fa) = () x 2k

_ ze®—(e"—1)

2 e?—1
- % X eGCx—I
= x(ge)gx_)l) (x S R*)

7. La fonction g est strictement positive sur R de sorte que f'(x) est du signe de
x(e” — 1), qui est toujours positif. c’est a dire f/'(z) est strictement positive sur
R\ {0,1} A fortiori, f croit sur | — oo, 0], de —oo & 0, puis f croit sur |0,1[, de 0
a f(1) =1In(e — 1) €]0,1[, puis f croit sur [1,4+o00[, de In(e — 1) & +oc.

8. a. Soit z € R*, nous déduisons des propriétés du logarithme et de ’exponentielle

que

flz)—x =In (em;1> —z=1In <ex—*1> — In(e”)

b. Sur R%, le nombre f(z)—x a le signe de f(—x) d’apres la relation précédente.
En particulier f(z) — 2 < 0 pour z > 0.

c. L’équation f(r) = = ne peut pas avoir de solution sur R* d’apres le résultat
précédent.



<
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mon dessin... (mais il faut faire figurer 'allure (les branches infinies) en —oo
(asymptote horizontale) et en +o0o (asymptote oblique)

10. On introduit la suite (uy)nen définie par ug > 0 et par u,+1 = f(uy)
a. Pour n € N, prouvons par récurrence la proposition

P, :u, >0

Py est vraie car g > 0 d’apres 1’énoncé
Supposons P, pour un entier n > 0 et montrons P,;; Comme u, est
strictement positif d’apres P, et comme f est strictement positive sur
R+*, nous remarquons que u, 41 = f(uy) > 0. Donc P,y est vraie
En conclusion, la proposition P, est vraie pour n € N.
b. Comme u, > 0 et comme u, 1 — tuy = f(uyn) — up < 0 d’apres le résultat de
la question 8b. Nous remarquons que la suite (u,) est décroissante et minorée
par 0. A fortiori, elle converge vers une limite finie /.

c. Montrons par 'absurde que ¢ = 0. Supposons que ¢ # 0. Alors, en faisant
tendre n vers l'infini dans la relation w,4; = f(uy), nous obtenons que ¢ =
f(¢). Nous remarquons que

(=f() < (=In (eegl)
ef—1

el =%

— et =6t — 1
=ttt el +1=0
<~ g()=0

Or la fonction g ne s’annule qu’en 0 donc ¢ = 0, ce qui est impossible. Nous
avons donc bien montré que ¢ = 0.

Exo IV. On considere la suite (uy)nen définie par ug = uy = 1, ug = é et
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Upag = dupro — Dupy1 + 2uy (n>0)

1. Pour n > 0, on pose v, = Up41 — Up,

a. Nous remarquons que

Un = Up4+1 — Un
Un+1 = Up42 — Un+l
Un+2 = Un+3 — Up+2 (TL P 0)

Nous observons d’abord que
Unt3 = dUpto—DUpt1+2Up <= Upr3—4Upio+DUpi1—2uy =0 (n>0)
Puis que
Un+3 — dUupto + DUpt1 — 2Up = Vpgo — 3011 + 20, (n>0)
De sorte que la suite (vy,) satisfait la récurrence linéaire d’ordre 2.
Upto — 3upa1 + 20, =0 (n>0)

b. Comme le polynome caractéristique associé a la récurrence linéaire précédente
est

X2 -3X4+2=(X-1)(X-2),

qui admet les racines distinctes 1 et 2, nous remarqons qu’il existe un unique
couple de nombres réels (A,u) tel que

Uy = A1 4 52" = X+ p2” (n>0).

Comme vg =u; —ug=1—1=0 et comme v; = us —u; =2 —1=1, nous
observons que

0 =wvw=A+p
1 =vi=X4+2u

Ce systeme admet pour unique solution g =1 et A = —1 de sorte que
vy =—142" (n>0).

2. Premiére méthode.

a. Nous procédons de méme qu’en la en remarquant que

p = Upy1 — 2Up
Uptl = Upt2 — 2Upy1
Upt+2 = Up43 — 2Upt2 (n = 0)-

Et nous observons aussi que
Un+3 — dUpyo + DUpy1 — 2Up = Apt2 — 2ap41 + ap (n > O)
De sorte que la suite (a,,) satisfait la récurrence linéaire d’ordre 2.

apio2 — 20p1+1 + ap =0 (n > 0).



b. Nous procédons de la méme fagon qu’en 1b. Comme le polynéme caractéris-
tique associé a la récurrence linéaire précédente est

X2 -2X +1=(X-1)2%

qui admet la racine double 1, nous remarqons qu’il existe un unique couple
de nombres réels (A1) tel que

ap = A1" + pnl™ = X+ un (n>0).

Comme ag = u; —2ug =1—2 = —1 et comme v; = uo —2u; =2 —2 =0,
nous observons que

-1 Za():)\

0 =ar=A—pu

Ce systeme admet pour unique solution g = —1 et A = —1 de sorte que
ap,=—1-—n (n>0).

c. Comme vy, = Up41 —up = 2" — 1 et comme a,, = Up4+1 — 2uy = —1 —n, nous
remarquons que

Up = (Upt1—Up)—(Upt1—2Up) = Vp—ap = 2"—1—(—n—1) = 2"—14+n+1 = 2"+n

3. Seconde méthode

a. Pour n > 1, nous déduiosons du principe des sommes télescopiques que

Povr = orh (upen — ug)

= ST Ukl — Do Wk

= Doy — Yo we

= Up — UQ
n—1

En particulier, on a bien u, = Z U + U
k=0

b. En injectant le résultat de 1b dans la somme précédente, nous obtenons une
somme géométrique de raison 2 # 1, de sorte que

Up =g+ D 4o Vk
=1+3 775 (2F=1)
_1+Zn 12k Zn 11

20 2n
=1+ +n
=1+ 4n
:n+1—(1—2”)
=n+2" (n>=0)




