simplifier
fraction

simplifier
puissance

simplifier
In

simplifier
racine

résoudre
polynéme

résoudre
valeur absolue
polynéme
racine

résoudre
valeur absolue
polynéme
racine
puissance

résoudre
polynéme
racine

valeur absolue

dérivabilité
dérivée

définition
dérivabilité
dérivée

1. Révisions, suites de r

1.1 Révisions

V342

2
9

Simplifier
N L0 = — = (3 5
=4 Z I e z : °_ 2
15 6 6 8 9 5+ 15 2 4
-1 7 24 _ 3
Simplifier (=18)" x 2 x (=50)

(—25)% x (—4)5 x (—27)2

Exprimer In(41/2) en fonction de In(2).

Simplifier

V3 =2

Eli

E4Z
E75

V342

Résoudre dans R les équations suivantes

éférence

26 —45
> y (9 N 21) X
4 6 I

Ve - ez /- Va2

Ei: 32*+522-2=0 Ey: (Inz)?+3n(z)+2=0
Es: e +e *=2 E,: In(3z)+In(xr —1) =1In(2) +21In(3)
Es: z=+\x+2 Es: Va2—-9=4—-¢
Ey: 3% -3t 4 92=0
Résoudre dans R les équations suivantes
Ei: |2 +ax+1] =z Ey: 20+1|=2—-4
Es: J/|la2—1l=2-5
Résoudre dans R les inéquations suivantes
3 z 1 3z—4 < =8
x° + 5r < bz FEFr: —+—-<1 FEs: 3x2 >7
x+1 z(x+1
|22 — 2] > 2 Es: |z+4]<5-32 Es: |z—4] <2z +1]
|z — 3| + |2? — 3z + 2] < 2 Eg: 2—4/x—22>20
Résoudre dans R les inéquations suivantes
1—222>0 Ey: 2°4+2<5z—4 Fs: Vex+1l++vx+3<3
— z® +2 21 2
JC—1< T+2 E5Z ;[;2—222 Eﬁf r_,'_l<ﬁ
2z +1] <]z —3] <2 Eg: |x+1]—]2¢-1]<1

Dérivez les fonctions suivantes, 1a ou elles sont dérivables. :

20% —32? + 1 1 5 VI +2 -

zln(z) —z sin(z) cos(z) cos(x)? — sin(x)? L x cos(z)e”
T tan(z) e"‘%‘:— 1 —e;ﬁ:l In 1

In(cos(x)) e3% sin(2?) % In(In(x)) In (:13 +Vaz 4+ 1)

Ensemble de définition, de dérivabilité et dérivée des fonctions

frx—In(2-—x)

h:xw— xln(;?fl)

g:x

1T

14z
1—x

2 _ 1
2+ 1= 5



majorer

majorer

Up
sommer

Un

sommer

attribut

Un

relation
Unp

résoudre
relation
Unp

existence
U,
sommer

1ite géométrique

Un

u n
limite

Pour z > 1, prouver que In(z) < /.

z? -z
! )

Pour x <0, prouver que 1 —x + % < e

1.2 Suites de référence

Soit u la suite arithmétique vérifiant ug = % et u;p = 0.
Exprimer u,, en fonction de n
Calculer S = ug +u1 + .. .u12

On considere la suite v définie par u,41 = —
Exprimer u,, en fonction de ug et de n
Calculer v, = ugp +u1 + ...+ un,

B (n>0).

Soient a, b et ¢ trois réels distincts, a étant non nul. On suppose que a,b,c sont
en progression arithmétique et que 3a,b,c sont en progression géométrique. Que dire de la raison

de cette progression géométrique?

U W

Exprimer u,, en fonction de n pour les suites u définies par
ug =2, u1 = V5 et Upyo + Unp1 = u, (n=0)
ug =1, ug =1 et 8upyo = 2Upy1 +u, (n=0)
up =1, ur = —1 et Qupio + 6upt1 +u, =0 (n>0)
ug = —1, up = V3 et Upyo = 2py1 —4u, (n>0)
up =1, u; =1 et upyo +2Upy1 +4u, =0 (n>=0)

Deux suites u et v vérifient ug = —2, vg = 1 et

Un+1 = 2un — Un
>0
{ Un+1 = Up + 4vy, (n - )

Démontrer que la suite u vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2
En déduire u,, puis v, en fonction de n

Soit u la suite définie par ug =5 et up+1 = 2u, —n — 2 pour n > 0.

Déterminer une suite arithmétique v vérifiant v,,41 = 2v,, —n — 2 pour n > 0
Déterminer une relation satisfaite par w = u — v
En déduire w,, puis u,, en fonction de n.

Soit u la suite définie par ug = 1 et 6uy, 1 = 2u, + 6n + 3 pour n > 0.
Montrer qu’il existe un réel b, indépendant de n, telle que v, = 2u,, — bn + 3 soit une suite

géométrique.
En déduire u,, en fonction de n
Calculer S,, =ug+u1 +... +uy,

Soient u et v deux suites vérifiant ug = 2, vg = —1 et

Up+41 = 3u, + vy
Upt1 = 22U, + 4vy,

on pose a, = U, + v, et b, = 2u,, — v, pour n >0

.

Montrer que les suites a et b sont géométriques
Déterminer I'expression de a,, et de b,, en fonction de n
En déduire ’expression de u,, et de v, en fonction de n

Déterminer u,, ainsi que sa limite pourr

up=u; =1 et Uptya = Dupt1 — 6bu, (n>0).



convergence

Un

sommer

continuité
dérivabilité

variations

dérivée

Soient (a,b) € ]0,00[? et soit (un)nen la suite définie par ug = a, u; = b et

Unt1 = /UnUn_1 (n > 0).

Montrer que (u,)nen converge et calculer sa limite.

Soit u la suite définie par ug = 2 et 2up41 = up +3  (n = 0).
1. Exprimer u,, en fonction de n.
2. Calculer v,, = ug +u1 + -+ uy,

Exprimer w,, en fonction de n pour u vérifiant ug = 1 et w41 = 3u,—5 (n = 0).

1.3 DM

Le but de cet exercice est d’étudier la fonction f définie sur [0, +oo[ par :

{f(x) = zij_(f) siz>0
f(0)=0
1. étudier la continuité et la dérivabilité de f en 0 (taux d’accroissement...).
2. Soit ¢ la fonction définie sur ]0, +o0[ par ¢(x) = In(x) + = + 1.
a. étudier les variations de .
b. établir que I’équation ¢(x) = 0 admet une unique solution f.
On admettra que 0,27 < 5 < 0,28.
c. Pour z > 0, exprimer f/(z) a laide de ().
d. En déduire les variations de f.
3. Déterminer la limite
a. de f(x) lorsque x tend vers +oo.
b. de In(z) — f(x) lorsque x tend vers +oo.
4. Construire soigneusement les courbes représentatives C de f et I de z — In(x) dans un repére
orthonormé.



vrai ou faux

vrai ou faux

vrai ou faux

vrai ou faux

vrai ou faux
négation
contraposée

transformer

prouver

prouver

prouver

prouver

2. Logique
2.1 Logique

Quelle est la valeur logique des propositions suivantes ?
2 est pair = 4 est pair
2 est pair = 3 est pair
2 est impair = 3 est pair
4>1=42>1
Le ciel est bleu <= 2 + 2 = 4. Peut on en déduire que 3 est pair ? que 16 > 1 7

G 0D

Dire si les propositions suivantes sont vraies, fausses... ou autre chose :
Vee RLNRY, 2=0
JreR*NN, 22>0
VzeER, 22<0=1x<0
VreC, 22<0=2z<0.

W=

Les énoncés suivants sont-ils vrais ou faux ?
VeeR,, JeR,, y’==x
VyeR,, VerecR,, ¢y’==x
3. dyeRy, VzeR, zy==x

N =

Déterminer la valeur logique des propositions suivantes :

JreR: /x> =,
JreR:x=—x,
HxER:%:ex,
JreR:lnz —1In(2z) =3,
Jx>0:3z4+5 <0,

31<0:ln<m):3.

VeeR:z?2>0

Ve e R:a? > -5,

Vo >0:22 —4= /(22 — 4)2,
Vo e R:z =In(e®),

Vo >0:x=e"",
V:Eg():\/:p:—x,

- RN &R
T TR

Pour chacune des propriétés suivantes, dire si elle est vraie ou non (justifier
votre réponse), et écrire sa négation. Ecrire la contraposée de (3) et (4).
1. daeR,VxeR, b€ R,x=ab
2. VxeR, VyeR, daeR, VexeR, z=ab
3. VzeR, WeR, zyzd=(x>2ety=>2)
4. VzeR, 2°-222+2=0= (z=0o0uz=1o0uz=2)

Donner la négation des propositions suivantes

r=1louz=-1 b. 0<z<1
(r=0)ouz(z?=1etz<0) d z>3=21%>5
VeeR,IyecRy’ ==z f. Nz eR f(x)=3

2.2 Raisonnements
Soit = € R tel que 0 < z < € pour € > 0. Montrer que = = 0.

Soit n > 1. On suppose que 4n + 1 crayons sont rangés dans n tiroirs. Montrer
que 'un des tiroirs contient au moins 5 crayons.

Soient x et y des nombres réels. Prouver que
(r#lety#1l)=ay+1l—az—y#0

Soit n € Z. Démontrer 'implication suivante, en utilisant sa contraposée :
« si n? est impair, alors n est impair ».



(x=1)(y=2)(=3)=0
résoudre Trouver I'ensemble des trilets (z,y,2z) vérifiant ¢ (x —2)(y —3)(z —1) =0
(z=3)(y=1)(=2)=0

prouver
1. Montrer que Vn € N, n est pair <= 3n + 1 est impair.
2. Montrer que ¥n € N, n? est pair <= n? est pair.
3. Montrer que ¥n € N, n est pair = 2n? + 1 est impair.
La réciproque est-elle vraie ? Justifier la réponse
4. Soit z € R. Montrer que z € |—1;2[ = \/x;ﬁ 6}%,1].
La réciproque est-elle vraie 7 Justifier la réponse.
5. Soit € R. Montrer que z > 0 < /In(3x + 1) +4 > 2.
résoudre Pour n € N, on considére la proposition P, : 2" > n?2.

1. Pour quelles valeurs de n 'implication P,, = P,, 11 est-elle vraie ?
2. Pour quelles valeurs de n la proposition P,, est-elle vraie ?



définition
encadrer
Un

définition

encadrer

divisibilité

somme

Un,

définition
encadrer
Un,

sommer

sommer

sommer

sommer

encadrer

sommer

encadrer

sommer

sommer

3. Récurrences, sommes, produits, factorielles

Soit u la suite définie par ug = 3 et up+1 = /U, pour n = 0.
1. Montrer que la suite u est bien définie et vérifie u,, > 0 pour n € N.

2. Montrer que u, =32 " pour n € N

Soit u la suite définie par ug = 1 et u,411 = %iﬁ"

suite u est bien définie et vérifie 0 < u, < 1 pour n € N.

pour n > 0. Montrer que la

Montrer que 32" — 2" est divisible par 7 pour n € N.
Pour n € N, montrer que

n(n+1)(n+2)(n + 3)

I1x2x3+2x3x44+--4+nx(n+1)x(n+2)= 1

Soit u = {uy, }nen une suite vérifiant la relation u,41 = 5u, — 6up—q pour n > 1.
1. siug=1et u; =2, prouver que u,, = 2" pour n = 0.
si ug = 0 et u; = 1, prouver que u,, = 3" — 2" pour n > 0.

ou

N

Soit u définie par uy = 2, u;3 = 3 et upy2 = 3upr1 — 2u, pour n = 0. Vérifier que
Uy =1+ 2" pour n € N.

ou

4
wns1)” bour n > 0.

(un)3

1. Montrer que la suite u est bien définie et vérifie u,, > 0 pour n € N. ou
2. Montrer que u, = (v/2)*"*! pour n € N

Soit u définie par ug = 2, u; =4 et Up42 =

k 1

Pour n > 0, prouver que g =1—— 7.
| |
= (k+1)! (n+1)!

ou

Pour n > 0, montrer que Z Elk=(n+1)—1.
k=0
1 1 n(n + 3)

P >1 t n= - = .
ourm 2 L montrer que tn = 3755 N 1 2) A+ D(n+2)

(2k +1)3 ., n+l :
e ias - OV e e
(2k+ 1) +4 An+1)2+1

n
Pour n > 0, montrer que Z(—l)k
k=0

Montrer que % < 2%1 pour n € N.

n
Montrer que Z4k(k —1k—-2)=m+1n(n—1)(n—2) pour n >0
k=3
On considére une suite (u,,) vérifiant u, 1 < au, pour un réel positif a et n € N.
Montrer que u, < a”ug pour n € N.

n—1

Montrer que 2(214; +1) =n? pour n € N.
k=0

Ecrire les formules suivantes en utilisant le symbole ) .

S =14+3+5+...4+99, So=1+ax+22+23+...+2",

1 2 3 2
At L. Sy=1+32+3"+30+ ... +3
1 1 1

39 27 ’ 13n+2’
= + + + ...
22  4v4  6V6 2p\/2p

S5



somme

sommer

somme

somme

somme

somme

sommer

sommer

somme
multiplier

. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que m =

Calculer les sommes suivantes:

1 2 1 4 1 2n
Sp=3721 (5x37F —4x 221 An:1+<4> +<4) +---(4>
ﬁé %+nW 3k3 EEMk—U%—5“1

k=1 o1 5"=0
. n—
In =301 w

Simplifier les sommes suivantes, puis les calculer lorsque c’est possible.

n 2n 50 5 5
=3 Een s-Yrm s-Y (Hh-).

k=1 i=1 n=0
4 5
Sy = 1 — = k—3)24+ —— — (k- .
=) @( )+k+1> Ss= > (( 3) 4 g — 30
0<k<n 3<k<n+3
1. Déterminer deux réels a et b tels que ﬁ =2 nLH pour n > 1.

. En déduire la valeur de la somme S, = > 7, ﬁ

pour n = 3.

n+1

. En déduire la valeur de la somme S,, Z Kk

Smt q#1
Calculer (1 —gq Z q" et en déduire Z q".
k=0 k=0

2n

. Application : calculer les sommes Zq et Zq%*l

k=1 k=0

L’objectif de cet exercice est de calculer pour 0 < p < 3, les sommes de Bernouilli

Sum) =3k (n>0)

. Pour n > 0, que valent Sp(n) et Si(n) ?

. En remarquant que (k + 1)? — k% = 2k + 1, calculer Z(2k + 1) et retrouver Sy(n)

k=0
n

. En remarquant que (k+1)® — k3 = 3k% + 3k + 1, calculer Z(3k2 +3k+1) et en déduire Sz(n)

k=0

1)(2 1 2 1)
. Pour n > 0, montrer que Sz(n) = nin + )6( n+l) et S3(n) = % = S1(n)%.
Calculer g (i —5)%
0<i<n
J<i
iZj<p
(p— 1 n!

n
Pour n > 1 et k > 1, montrer que Z
p=1

p+k Tkxkl k(n+k)

Calculer les sommes et les produits suivants :

A:Zn:ln(k) B:ﬁek C:ZkQ D:ﬁke*%
k=1

Bd



multiplier

encadrer
multiplier

Démontrer que H n+k)=2" H (2k-1) (n € N¥)

k=1

Montrer que H
0<k<n

(13

) > v2n+ 3 pour n = 0.



encadrer

encadrer
variations
Unp
sommer

variations

convergence

convergence

définition
encadrer
variations
convergence

appartenir
parité
convergence

encadrer

convergence

convergence

encadrer
divergence

prouver

4. R et Suites

4.1 R

1
férieure et d’une borne supérieure pour ’ensemble A := {(—1)”(1 ——):né€ N*}. Les déterminer
n

Etudier Pexistence d’un plus grand et d’un plus petit élément, d’'une borne in-

en cas d’existence.

4.2 Suites

L s

1.
2.
3.

Soit u la suite définie par ug = 2 et 2up11 = up + 3
Montrer que w est minorée par 2 et majorée par 3.
Etudier la monotonie de .
Exprimer u,, en fonction de n.

Calculer v, = Z;g Uk

Etudier la monotonie des suites

2n
n! (—1)F Inn
u o v E w (n>3)

In(n)? +vn2 +1

cos(n!) 4+ n?

Déterminer la limite de u,, = lorsque n — oo.
n? + cos(n)

lorsque n — oo.
27+ sin(n) rsque n — 0o

Déterminer la limite de u,, =

Soit u la suite définie par la donnée de ug > 0 et la relation de récurrence

2
Un,

—n >0).
3u, + 1 (n>0)

Un4+1 =

Montrer que w,, existe et que u,, > 0 pour n > 0.

a. Etudier la monotonie de w.

Montrer que u converge et déterminer sa limite éventuelle.
Etablir que u, 41 < % pour n = 0.

En déduire que u,, < ’3‘—,? pour n > 0.

T eEo

Retrouver ainsi le résultat de la question précédente.

Pour n > 0, prouver que (2 + v/3)" + (2 — v/3)™ est un entier pair.
En déduire que la suite de terme général u,, = sin((2 + v/3)"7) converge vers 0.

La suite définie par ug = a > 0 et up41 = \/u2 + u, (n > 0) est-elle majorée ?

n—oo \ 2 n

1 1\"
Déterminer lim <+) .

V14 4n?

Etudier la convergence de la suite définie par u, = e pour n > 0.
n

S

Soit u la suite définie par u, =1+ % 4+ 4
Montrer que ug, — Uy = % pour n > 1.
Prouver que u diverge.
En déduire que u diverge vers +oo.

Montrer qu'une suite convergente d’entiers est constante a partir d’un rang N.



Soit v € KN une suite convergeant vers £ € K. Prouver que la suite de terme

1
général v, = — g uj, converge vers £.
n
1<k<n

1 n 1 n+1
Démontrer que les suites u,, = <1 + > et v, = (1 + > sont adja-
n n

centes
traduire Soit £ € R et u une suite réelle. Traduire en francais les propositions :
F>0, INeN, Vn>=N, lun, — €] <&, (a)
INeN, Ve>0, Vn>=N, lu, — €| <€ (b)
Ve >0, VneN, INeN, (n>2N = |u, —{| <¢) (c)
encadrer E
convergence 2

1. Pour z > 0, établir que z — % <ln(l+2z) <=z

2. Pour a € RY, établir la convergence et donner la limite de la suite définie par

un::ﬁ<1—|—ic2l) (n > 0).

k=1

. P 1
convergence Montrer la convergence de la suite u définie par u,, := E 7 pour n >1
n<k<L2n
et prouver que sa limite ¢ vérifie % </l <.

convergence Déterminer la nature et la limite éventuelle des suites de terme général
1 < n 4204+ 4nl
Up = — kx|, Vp = _ Wy, =
" n2ZL J " Z n?+k " (n+1)!
k=1 1<k<n

encadrer Pourn}O,onposeun\/1+\/2+\/...+\/ﬁ.

convergence
1. Montrer que U%+1 < 1+ v2u, pour n > 0.
2. La suite (u,) est-elle convergente ?
convergence Soient ug > 0 et vg > 0. Prouver que les suites u et v définie par D]
Up + U
Upt1 = /UpUp et Upa1 = % (n>0)
convergent vers la méme limite.
variations SOlt u la suite déﬁnle par
encadrer
convergence
1
ug:=—1 et wupyr = 3 (un +VuZ + 2*”) (n>0).
1. Etudier la monotonie de u.
2. Pour n > 1, établir que up41 — Uy < %ﬁin
3. En déduire que la suite u converge.
convergence Etudier la convergence de la suite u définie par

uy =1 et Unp+1 ‘= \/ u% + 2" (TL > 1)



convergence

encadrer
convergence

suites adjacentes
convergence

suites adjacentes
approximation

suites adjacentes

suites adjacentes

convergence

convergence

encadrer
variations
convergence

convergence

encadrer
variations
convergence

1ite géométrique
Un,

somme

convergence

convergence

Montrer qu'une suite bornée u vérifiant 2u,, < up—1 + Up41 pour n > 1 est D]

convergente.
Soient u et v les suites de terme général
"1 "1
Up = 7™ In(n) et v(n) = z~ In(n+1)
k=1 k=1

1 1
Pour z > 0, établir que o <In(l1+2z) —In(z) < -

montrer que les suites u et v admettent la méme limite v, que 'on ne calculera pas

(D

Soit u la suite de terme général u,, = Z - Montrer que les suites de

k=1
termes général v, = ug, et w, = ug,4+1 sont adjacentes. En déduire la nature de la suite u.

n

Pour n € N, on pose u,, = — et vy =uUp + —.
Pt k! n.n!

a) Prouver que u,, et v, sont adjacentes.
b) Notant e leur limite commune, trouver une approximation rationnelle de e & 10~3 prés.

Montrer que u, = (1 + 1%) (1 + 7712) et vy, = un(l+ %) sont adjacentes.

n—1
1 1
_ _ ; M
Prouver que S,, =1+ ; m et T, =8, + 3.2 sont adjacentes. [M]
. . - Unp
Soit u la suite définie par ug =1 et upy1 = 2l pour n > 0.
un

Montrer que la suite u est convergente et déterminer sa limite.

e

Cri W

Etudier la convergence de u définie par ug € R et up,41 := sin(u,) pour n > 0.

Soit (un)nen la suite définie par up = 0 et u,t1 := /2 + u,, pour n > 0.
Prouver que u,, € [0,2] pour n € N.
Prouver que la suite (u,)nen est croissante et converge vers £ & déterminer.
En posant w, = 2cos(x, ), retrouver le résultat précédent.
trouver une constante a € [0,1] telle que |uyp41 — 2| < a|u, — 2| pour n € N et retrouver le
résultat des questions 2 et 3.

2
Etudier la convergence de u définie par ug :=1 et up41: =1+ — (n>1).

Unp
Su
Soit u la suite définie par ug =1 et up41 = —= _ pourn > 0.
1+ 2u,
Montrer que 'on a 1 < u,, < 2.
Montrer que u est croissante et déterminer sa limite
Pour n > 0, on pose v, = “Z*Z. Montrer que v est une suite géométrique et calculer sa raison
Exprimer v,, puis u,, en fonction de n
Pour n > 0 calculer u%) + % + -+ ul en fonction de n
P . , 4y, + 2
Etudier la suite donnée par ug € R et w41 = — = pour n > 0.
Up + D
- . . , Tu, — 12
Etudier la suite donnée par uy € R et w1 = ——— pour n = 0.

3u, — 5



1ite géométrique
convergence

définition
encadrer

1ite géométrique
Up,

monotonie de U

encadrer
variations

1ite géométrique
Un

Soient « et 8 les deux solutions de ’équation x = 5’4-% avec a > 3 et soit u la

suite définie par ug =1 et u,, = ———— pour n > 1.
3 + Up_1

u
1. Montrer que la suite z de terme général z, =

- a 7 ’ .
est géométrique.
n
2. En déduire que la suite u converge vers a.

Soit u la suite définie par ug =0 et up41 = —— pourn >0
4 4+ u,

1. Montrer que la suite u est bien définie et que 0 < u,, < 1 pour n > 0.
2. Montrer que 'on définit une suite géométrique v en posant

_up —1
3+,

Un (n>0)

&

En déduire 'expression de u,, en fonction de n

4. Etudier la monotonie de la suite u

a. Premieére méthode : étudier le signe de g(z) = f(z) — x sur RT. En déduire la monotonie
de u

b. Deuxiéme méthode : étudier la monotonie sur R* de la fonction f définie par f(z) = %f_;f’.
Puis prouver par récurrence que Py, : U < Upt1

4un,+3

Soit u la suite définie par ug = 0 et up11 = = 5 pour n = 0.
1. Montrer que l'intervalle [0,3] est stable par la fonction f(x) = 4;++23
2. Démontrer que u,, € [,3] pour n > 0.
3. Etudier le sens de variation de u,,
4. Soit v la suite définie par v,, = Z:j pour n = 0.
a. Montrer que v est une suite géométrique et exprimer v,, en fonction de n
b. En déduire u,, en fonction de n
4.3 DMS
Soit a et b deux réels tels que 0 < a < b . On définit les deux suites u et v en
posant

{UO =a {un+1 = Va0 )

Vo :b Un+1 :m

1. a. Pour (z,y) € R?, montrer que

r+vy

5 Z \/xy

b. Montrer par récurrence, en utilisant le résultat précédent , que
Vn € Nia < up <tpgr <Vpgr <, <O

c. En déduire que les deux suites u et v sont convergentes. On note £ = limu et £/ = limwv.
Justifier avec soin que 0 < £ < /.
2. a. Montrer que

(Vo — Vi)’

Vn € Nyup1 — Uy =

N =

puis que
v ot= (VT-VI)
b. Montrer que si £ # ¢ alors V' +/ = % (\/[’ — \/Z)

c. En tirant une contradiction du résultat précédent, en déduire que ¢ = ¢'. On appelle la
limite commune des suites u et v la moyenne arithmético-géométrique de a et b.
d. Que valent les suites u et v quand a =0 et b > a 7 Quelles sont leurs limites 7



e. Que valent les suites u et v quand a = b 7 Quelles sont leurs limites ?

On considere une fonction f possédant les trois propriétés :

(Py) f est définie et continue sur [—1,1].

1
P est dérivable sur | — 1,1 et f/(z) = ——— pour — 1<z < 1.
(P3) f(0)=o0.

Unicité de f. Soit g une fonction vérifiant les trois propriétés précédentes.

a. Démontrer que f — g est constante.

b. En déduire que f = g.

Etude de f.

a. Démontrer que f(sint) =t pour =3 <t <

b. En déduire les valeurs de f(—1) et f(1).

c. Dresser le tableau de variations de f et donner 'allure de son graphe. Que peut-on dire des
tangentes au graphe en z = +1 7

Etude d’une suite. On pose ug := % et Upiq = %f(un) pour n > 0.

ol

a. Pour n > 0, montrer que le nombre wu,, est bien défini et qu'il est dans [0,1].

b. Dresser le tableau de variation de la fonction = +— f(x) — Zx. On fera apparaitre le point
z=0.

c. En déduire que 0 < f(z) < § pour 0 <z < 1.

d. Prouver que la suite (u,)n>0 est décroissante et positive.

e. On admet que la suite (u,)n>0 converge vers une limite £. Prouver que £ = 0.

On considere la suite v définie
up =1 et upp1 =u +u, (n>0).

a. Calculer uy, us et us.

b. Démontrer que u est une suite croissante.

¢. Prouver que u ne peut pas converger vers une limite finie. Que peut-on en déduire pour le
comportement & 'infini de u ?

Soit v la suite définie par

Inu,

on (n eN).

Up

a. Démontrer que

1 1
Unt1 = Un = oo In (1 + > (n € N).

Un
b. e Montrer que v est une suite croissante.

Justifier que 'on a
In2

Un+1 — Un < W (n € N)
A Taide de la somme télescopique Zﬁ;(l)(vm_l — vy, ), montrer que v est une suite majorée.
En conclure que v converge vers une limite ¢ > 0.
Dans la suite, on posera o = e’.
Justifier que 'on a u, < a®> pour n € N.

c. e Pour p>mn >0, établir que 'on a
1 1
'Up+1 _'Up < 2pﬁh’l (1 + un)
e A l'aide de la somme télescopique Z’;;}l (Vp+1 — vp), en déduire que

2n n
e En fixant n et en faisant tendre k vers 'infini, prouver que
U, =" —1 (n e N).

d. Démontrer que lim (unofzn) =1.
n—oo

1 1
Uk—vn<1n<1+) (k= n).
m

On considere la fonction f définie par



flz)=2+4+2—2In(e®* +1)

et on note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal. On définit la suite (up )nen
par

up=0 et Vné€ Nu,i1 = f(up).

1. ETUDE DE LA FONCION f.
a. Justifier le fait que f est définie sur R.
b. Montrer que 'on a

flz)=—2x+2—-2In(e " +1) (x € R).

En déduire que f est paire sur R.

c. Déterminer la limite de f quand z tends vers +oo.

d. Démontrer que la droite D d’équation y = —x + 2 est asymptote & (C) et étudier la position
de la courbe (C) par rapport a asymptote D.

e. Calculer f'(x), étudier son signe et donner le tableau de variation de f.

f. Déterminer la solution « de I'équation f(z) = x.

g. Montrer que l'on a

ew

h. En déduire que
e—1
F@l<iS  0<e<),

2. CONVERGENCE DE LA SUITE u. On donne les valeurs approchées & 10~2 prés suivantes :
f(0) ~ 0,61 f(1)~0,37 et In(e—1)=~0,54

a. Montrer par récurence que Vn € Nu,, € [0,1].
b. Montrer par récurrence que

e—1
e+1

un—a|<( ) (nen).

c. En déduire que u converge vers un réel a préciser.



traduire

ensemble

ensemble
cardinal

inclusion
équivalence

équivalence

A = B

inclusion

injection
surjection

injection
surjection

injection
surjection

antécédent
injection
surjection
composée

5. Ensembles et applications
5.1 Ensembles

On tire deux cartes dans un jeu de 32 cartes et on note :

A = {les deux cartes tirées sont rouges}
B = {les deux cartes tirées sont un valet et un dix}
C = {les deux cartes tirées sont des personnages}

1. Que représentent les ensembles D = A, E=ANBNCet F=ANBNC?
2. Ecrire a l’aide des ensembles A, B et C les ensembles

G = {les deux cartes tirées sont des personnages et ne sont pas toutes les deux rouge}
H = {on obtient au plus un personnage rouge}

Pour n > 1, on pose A, = [1,n].
1. Déterminer |JX% | A, et N2, A, puis U2 An et N2 A,
2. idem pour B,, = [n,n + 1|, pour C,, = [%, +o0[, pour D,, = [-% %] et pour E, = [—%,—i—oo[

n’

Déterminer 1'ensemble P ([1,4]) ainsi que son cardinal

Soient A et B deux sous-ensembles de E.
1. Montrer que AN B C A puis que AN B C B.
2. Montrer que (A C B) < (AN B = A)
3. Montrer que (A C B) <= (AU B = B) Montrer que (A C B) +<= (B C A)

Soient A, B et C' trois sous-ensembles de F.
1. Montrer que (AUB=ANC) <= (BCAet ACC)
2. SiAUB=ANC,(BUC=BNA)et (CUA=CnNDB), en déduire que A =B =C.
3. Montrer que (A C B) <= (AU B = B) Montrer que (A C B) < (B C A)

Etant donnée une famille (A4,),>1 de parties d’un ensemble E et
B,=(1Ar et Co=JA (=1,
k=1 k=1

établir de deux manieres différentes que B, 11 C B, et que C,, C Cj, 11 pour n > 1

5.2 Applications

L’application définie par f: N — N est elle injective 7 surjective ?
k — 2k+1

On pose f : A — B avec f(x) = x2. Préciser dans les cas suivants les propriétés
de f (injective, surjective, bijective, etc...) en justifiant brievement :

1. A=R, B=R 2. A=Rt, B=R 3.
4. A=R*t, B=R*+ 5. A=R-, B=R*t 6.

Soit f :]0, +oc[— RT définie par f(x) = x + % et soit g sa restriction au départ
a [1,4+o00[. Montrer que f n’est pas injective puis que g est injective mais pas surjective.

Soit f: R? — R3 et g: R? — R? )
(ry) = (z+yr—yzx) (y,2) = (z+y+zz+y)

ou

ou

ou



injection
surjection

injection
surjection

bijection

=

composée

bijection

!

impaire

élément
bijection

définition
variations
bijection
f(x)
sommer
convergence
limite

Déterminer f(0,0), f(1,2), g(1,—1,0) et g(1,1,1)

Si (0,0) admet des antécédents par g, les déterminer. Bonus : méme question avec (1,2)
g est-elle injective 7 Montrer alors que g est surjective.

Montrer que f est injective.

Montrer que (1,1,2) n’a pas d’antécédent par f. Qu’en déduit-on ?

Déterminer f o g puis go f.

S U W

Soit f : R3 — R3
(xy,2) — (z4+yzr+z2x+y+z)
1. Calculer f(—1,1,1). f est elle injective ?
2. Montrer que f n’est pas surjective. On pourra remarquer que 2c +y+z = (z +y) + (z + 2)

ou

Soit f : N — N une application injective telle que f(n) < n pour n > 0.
Montrer que f(n) = n pour n > 0. On pourra commencer par montrer que f(0) =0, f(1) =1,
f(2) = 2, puis raisonner par récurrence.

Soient f: EF — F et g: F — G deux applications. Montrer que
Si g o f est injective, alors f est injective
Si g o f est surjective, alors g est surjective
Si g o f est injective et f est surjective, alors g est injective
Si g o f est surjective et g injective, alors f est surjective

> W N =

1. Soit a € R. Montrer que f : |a,+00[ — R est bijective et déterminer f~1
1
T

r—a
2. Montrer que g: R — R est bijective et déterminer ¢!
e’ —e™”
H —_—
v 2
Soient f: R? — R2 etg: R? — R2 .
(x,y) — (2$ - Yy - ZL’) (x,y) = (ZE + Y,z + 2y)

1. Déterminer f o g puis go f.
2. Que peut on en déduire ?

Montrer que les fonctions suivantes sont bijectives et déterminer leur bijection

réciproque :
f1 : [O, +OO] — ]%, 1} f2 : Rz — RQ f3 : R2 — Rz
r e i (zy) = (z+yz—y) (zy) = (z—yz+3y)

Soit f : R — R une bijection impaire. Montrer que f~! est impaire.
Onpose E={z€C:Im(2) >0} et F={2€C:|z| <1}

1. Représenter E et F' dans le plan complexe

2. Pour z € E, montrer que f(z) = z _T_Z appartient a F.

z+1

3. Montrer que f définit une bijection de E dans F et déterminer f—!

Pout ¢ > 0, on pose f(t) =t+ 1

1. Préciser I’ensemble de définition de f puis dresser le tableau de variations complet de f.
2. Montrer que f réalise une bijection de [1, +00[ vers [2, 400[. On notera g sa bijection réciproque.



o ot

Déterminer I'expression de g.

= pour n > 1.

Soit u la suite définie par u; = 1 et upy1 = uy + ﬁ =
Pour n > 1, montrer que u,, existe et vérifie u,, > 1.
Ecrire un programme scilab, qui demande n a I'utilisateur et affiche la valeur de wu,,.

Montrer que la suite u est croissante. On admettra qu’elle converge vers un réel /.

Pour n > 1, on pose v, = Y} (up4+1 — ux). Mq la suite v converge et déterminer sa limite (en
fonction de /).



convergence

convergence

encadrer
convergence

encadrer
convergence

variations
encadrer
convergence

variations
résoudre
inclusion
définition
encadrer
monotone
convergence
limite

variations
définition
résoudre
divergence

6.1

6. Limite et continuité (locale)

Suites
Etudier la convergence des suites (u,) :
—e" 4+ 2n 2n? +1Inn n® —sinn
1w, = Uy = 3w, ="
In(n2) + 2 x 3" + n? n++/n n?
2\ " 31/n 4\ "
4. Up = (3) x Inn 5. Uy = m 6. Up = (e) —1Inn
2 -1)"1
Y- S 8. w, = cos(n)+2( )" Inn
n
Etudier la convergence des suites (uy,) :
1. u, = e"—n 2. u, = ﬂ 23 3. un:w
3en +2 2n2+1 n?

cos(n?+ 1)\ " "3k 41 1\" 1
4. = _— . = . = —_— S _—
Up, ( 3 ) 5. up kg:o - 6. up 5) 8| 3

7. up=vVn2+2n—-1—+/n

Soit u la suite définie par u, = n + In(n) cos(n) pour n > 1.

Montrer que n — In(n) < u, < n+ In(n) pour n > 1

U
2. Démontrer que lim — =1

n—+oo N

3. Que peut on dire du comportement asymptotique de la suite u ?

1. Pour 0 < k£ < n — 2, montrer que 0 <

B
n! " n(n—1)

2. En déduire un encadrement de 227(2) % pour n = 2.

n—-+oo n!

1 n
3. Démontrer que lim — E Kl=1
=0

|
k

Soit u la suite définie par u, = Y }_, Tlrk pour n > 1.

1. Etudier la monotonie de (u,)
2. Pour n > 1, montrer que % <up <1
3. En déduire que (u,) converge vers une limite ¢ vérifiant % </l<1.

1. a.

™o
oo T

pour
1. a.
b.
2. a.
b.
c.

/ 1
On pose f(z) = v ;— pour 0 < x < 1 et on note u la suite définie par ug = 0

et upy1 = f(uy,) pour n > 0.

Etudier les variations de f

Résoudre I'inéquation f(z) > x et préciser les cas d’égalités.

Montrer que l'intervalle [0,1] est stable par f (i.e. 0 < f(z) <1 pour 0 <z <1).
Montrer que u,, est bien défini et vérifie 0 < u,, <1 pour n >0

Montrer que la suite u,,) est monotone

Mountrer que la suite (u,) converge et déterminer sa limite

On pose f(z) = V22 + 1 et on note u la suite vérifiant ug = 1 et up1 = f(un)
n > 0.
Etudier les variations de f sur son ensemble de définition
Résoudre I'inéquation f(z) = x.
Etudier le sens de variations de wu.
Montrer que la suite diverge
Justifier qu’elle diverge vers +oc.



variations
limite
convergence

suites adjacentes

convergence

comparer
équivalent

limite

convergence
encadrer
limite
continuité

équivalent

Soit u la suite définie par ug =1 et upy1 =

5z

1. a. Etudier les variations de f: z — 529=
b. Etudier le sens de variation de (uy,)
2. a. Etudier le sens de variation de u.
b. Si u converge, déterminer sa limite ¢
c. Montrer que la suite u converge vers cette valeur.

Montrer que ’on définit deux suites adjacentes en posant u,, = Z il et v,

1
un—i——'pourn}O
n!

6.2 Fonctions

vVit+z—

Suy,

3w, t5 bour n > 0.

sur RT. En déduire que u,, > 0 pour n > 0.

n

k=0

Etudier les limites suivantes aux points considérés

1—2x

fo(z) =210, fr(zx) = (Inz)®, fs(z) = L.

1. Etablir une echelle de compararaison de ces fonctions au voisinage de +o0o (avec des o)

en 0 b
x

d. zlz|—2>+z en oo e.

g (1+ax)n= en 07 h.
In(1

j nlre) en 0t k.
x

m. ef\/fl en +?>O n.

1
p. 4x2+1nx+ﬁ en 0 q.

en —oo t.

en

1 w.

On pose f1(z)

Vi+tzr—1—2x

en 0
2 2.’13
z° + 2|7| on O
T — 00
In(y/x) .
2173 , N oo
In(1 + =) 0
e N o
zellr — g en O
o en + oo
e® —¢ed
3
po— en
A
X sin (7) en + oo
x
= xza f2(l') = e$7 fS(x)

c. TH+Va2-3z+2
foo (A4a)t/e
; In(1+z)(1+ 3
T
I e’ —1
" In(1+x)
e’ —1
o ln( )
T
In(1 + ")
T. NG
Inz
Uy

2. Etablir une echelle de compararaison de ces fonctions au voisinage de 0% (avec des o)
3. Déterminer un équivalent en +oo, parmi les f;, des fonctions suivantes :

g1(z) = 2?

— (Inx)20

g4(z) = x + 2sin(x)

g2(z) =T +2+e® +Inz + 22

:v2+3

95@) = o (nz)F1

gs(z) =

Etudier les limites des fonctions suivantes aux points considérés

a. z3|z] en0

C. COS (%)

sinx en 0

On pose !

d.

(z)==|

7]

1

sin (;) e“S% en 4+ oo

! pour z € R*

b Lzl

-+ en0et + 00
e. x(2+sinx)en + oo

1. Simplifier f(x) pour z > 1. En déduire la limite de f en +oo. Et en —oo ?
2. a. Encadrer f(z) pour z > 0. En déduire que f admet une limite en 0F.
b. La fonction se prolonge t’elle par continuité en 0 ?

en + oo
en 01
en 0

en

en + oo

en + oo

en 1

e ", f4($) = 5%, f5($) = Inz,

22 4+v/23—1

z3+Iln

Déterminer un équivalent en +oo d’une fonction f : [1, +oo[— R vérifiant



définition
continuité

définition
continu

limite
branche infinie
définition

définition
branche infinie
asymptote

définition

signe

limite

eau de variation

f@) = 0

on

2+ =< flr) <22+ (x=21).

SE

Peut-on prolonger par continuité en zo = 0 la fonction f : R* — R définie par

z® siz>0
f(ZC) :{ we“”/

o siz <0
R . x
méme question pour zop =0 et f(2) = ————
Val+z+1-1
x
méme question pour zo = 0 et f(x) = ]
cos T

méme question pour zg = 5 et f(x) =

commencera par préciser l'ensemble de définition de ces fonctions

1 siz<1
On pose f(z) = {xln(ln D o1
a. Justifier que f est bien définie sur R.
b. Montrer que f est continue en 1.
(xfl)eﬁ siz <1

Mémes questions pour f(z) = { 0 s
siz >

Soit f la fonction définie sur R% par f(z) = 2%In (1 + %)
Montrer que

lim_(f(r) o) =~

xr——+00

u2

on admettra que In(1 +u) —u ~g ——

Qu’en déduit-on sur I’allure de la courbe au voisinage de +o0o ?
. . o 1

Soit f la fonction définie pour f(z) = zt=

Déterminer son ensemble de définition puis montrer que

lm_(f(x) )= —3

Tr——+0o0

Qu’en déduit-on sur l'allure de la courbe au voisinage de +oco 7

Déterminer le domaine de définition des fonctions f suivantes puis leur com-

portement asymptotique aux bornes de leur domaine de définition. En déduire I'allure de C'y au
voisinage des infinis.

1.

Rl

f(x) = In(1+e*+e**). Commencer par une étude en 4-0o, puis montrer que la droite d’équation
y = 2z est asymptote a C'y en +oo.
f(z) = (z +Inz)e!/*. Pour I’étude en 400, déterminer la limite de f(z), f(z)/z puis f(z) —
en +oo. Interpretation graphique ?
f(z) = z++vx? — 1. Pour I’étude en +oo, montrer que la droite d’équation y = 2x est asymptote
a Cy en +o00. Qu’en est-il en —oo ?

On pose f(z) = (11275)2
Donner I’ensemble de définition D de f
Préciser le signe de f sur D, ainsi que les limites aux bornes de D.
Justifier la dérivabilité de f sur D et déterminer la fonction u vérifiant



oy (@)

(x € D)

4. Dresser le tableau de variations complet de wu.

5. Montrer que la fonction v s’annule en un unique point sur D, que 1’on notera «.
6. Dresser le tableau de variations complet de f (en fonction de «).



cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

7. Dénombrement
7.1 Dénombrer

On considére 'ensemble E = {1,2,3,4}. Ecrire méthodiquement :
1. les combinaisons de 3 éléments de F
2. les arrangements de 3 éléments de F
3. les triplets d’éléments de F (ne pas en écrire plus de 21)

Une anagramme est un mot formé des mémes lettres mais dans un ordre diffé-
rent. Donner le nombre d’anagrammes des mots : LAPIN, ELEVE, BONBON, ABRACADA-
BRANT.

On fait 5 tirages successifs d’une boule avec remise dans une urne contenant 9

boules numérotées de 1 a 9.
1. Nombre de tirages possibles 7
2. Dénombrer alors I’ensemble des tirages contenant

a. au moins une fois la boule 9

b. (exactement) deux fois la boule 2

c. trois fois la boule 3 et une fois la boule 1
3. Nombre de tirages tels que

a. le second tirage ait donné la boule 1

b. la seconde boule 1 tirée I’ait été au troisieme tirage 7

Un tiroir contient 5 paires de chaussures noires, 3 paires de chaussures vertes
et 2 paires de chaussures rouges. On choisit deux chaussures au hasard et simultanément et on
suppose toutes les chaussures différentiables.

1. Combien y a-t-il de tirages possibles ?

2. Combien de tirages aménent deux chaussures vertes ? deux chaussures de méme couleur ?

3. Combien de tirages aménent un pied gauche et un pied droit 7 au moins un pied gauche 7

4. Combien reconstituent une paire de chaussures avec un gauche et un droit de méme couleur ?

On tire 3 cartes au hasard dans un jeu de 52 cartes classique (13 hauteurs et 4

couleurs).
1. Nombre de tirages possibles 7
2. éterminer alors le nombre de tirages contenant

a. trois cartes (exactement) de méme hauteur
deux cartes (exactement) de méme couleur
deux ou trois cartes de méme couleur
au moins un coeur ou un roi

pe g

. Pour n > 1 et p > 1, montrer que ?;01 (p;i) = (fo)
2. En déduire 37, [T525(i + J)-

1. Combien y a-t-il d’éleves dans une classe ou 27 étudient ’anglais, 15 'allemand et 9 les deux
langues, sachant que chaque éléve étudie au moins une langue ?
2. Dans une classe de 31 éleves, 16 étudient I’anglais, 13 I'espagnol, 14 I'allemand, 4 'anglais et

I’espagnol, 6 I’espagnol et I'allemand, 5 ’anglais et I’allemand. Combien étudient les 3 langues
?

On répartit 8 boules numérotées dans quatre sacs numérotés.
1. Combien y a-t-il de répartitions possibles ?
2. Combien de répartitions telles qu’aucun sac ne soit vide ?

On forme des nombres de 6 chiffres choisis parmi 1,...,9



cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

cardinal

Combien y en a t’il ?

Combien y en a t’il dont tous les chiffres sont pairs ?

Combien y en a t’il dont tous les chiffres sont différents ?

Combien y en a t’il dont tous les chiffres forment une suite croissante strictement ?

Ll s

Soit n > 1. On forme des couples (x,y) de [0,n]>.
Combien y en a t-il 7
Combien y en a t-il vérifiant t +y =n 7
Combien y en a t-il vérifiant = # y ?
Combien y en a t-il vérifiant z <y ?
Combien y en a t-il vérifiant x <n ?
Combien y en a t-il vérifiant « + y = k pour k € [0,2n] ?

AN

Dans une urne on place n boules blanche et une seule noire. On tire simulta-
nément k boules. Déterminer successivement le nombre de tirages
1. le nombre de tirages sans boules noires ?
2. le nombre de tirages avec au moins une boule noire ?
Qu’obtenez-vous ?

Déterminer le nombre de p-listes (x1,22,...,zp) de [1,n] vérifiant

T <T2<...<Tp

Soit E un ensemble de cardinal n.
1. Déterminer le nombre de couples (A,B) de parties de E vérifiant B C A. Indication : Discuter
sutvant le nombre d’éléments de A
En déduire le nombre de couples (A,B) de parties de E vérifiant AN B =0
En déduire le nombre de triplets (A,B,C) de parties disjointes 2 & 2 de E vérifiant AUBUC = E
Retrouver ce dernier résultat par un raisonnement direct. Généraliser.

-

Soit E' un ensemble de cardinal n € Nx et A et B deux parties de E. Calculer
en fonction de n, a = Card(A), b = Card(B) et ¢ = Card(A U B) le cardinal des ensembles

ANB, AnB, AnB, AnB, AUB, AUB, AUB,

On dispose de 10 jetons de Scrabble portant les lettres de ’alphabet de A & J
1. Combien de mots peut-on écrire avec ces dix jetons ?
2. Combien de mots peut-on écrire avec ces dix jetons ou B, A et C apparaissent dans cet ordre
et cote a cote 7
3. Combien de mots peut-on écrire avec ces dixjetons ou B , A et C apparaissent dans cet ordre 7

Un jeu comporte 32 cartes dont 8 par couleur. Une main est constitué de 8
cartes non ordonnées.
1. Quel est le nombre de main possibles 7
2. Combien de mains contiennent un as ?
3. Combien comprennent au moins un cceur ou une dame ?
4. Combien ne contiennent que des cartes de deux couleurs au plus ?

Dans un zoo, 8 fruits sont distribués a 13 singes. Combien a-t-il de distributions
possibles ?
1. si les fruits sont différents (pomme, banane, kiwi,...) et
a. ¢’il donne au plus un fruit & chaque singe 7
b. S’il n’y a pas de limite au nombre de fruits que peut avoir un singe
2. mémes questions si les fruits sont tous identiques (8 bananes)
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1. Combien le mot livre possede-t-il d’anagrammes 7 et le mot feuille 7 et le mot Mississipi ?
2. Quel est le coefficient de a®b*c?d dans le développement de (a + b+ ¢ + d)10 ?

On dispose de 32 joueurs de tennis. De combien de fagons peut-on organiser
le premier tour d’un tournoi de tennis en simple ? en double ? en simple de maniére a ce que les
joueurs 1 et 2 ne puissent pas se rencontrer avant la finale 7

Une urne contient 10 boules noires numérotées, 5 boules blanches numérotées
et 3 boules rouges numérotées. On tire simultanément 4 boules dans 1'urne.
Nombre de tirages possibles 7
Nombre de tirages contenant au moins une boule noire 7
Nombre de tirages contenant autant de boules blanches que de rouge 7
Nombre de tirages contenant les trois couleurs ?
Contenant exactement deux couleurs ?

S o=

On veut distribuer 7 prospectus dans 10 boites aux lettres. De combien de
fagons peut-on procéder si
1. on met au plus un prospectus par boite et les prospectus sont identiques ?
2. on met au plus un prospectus par boite et les prospectus sont différents ?
3. on met un nombre quelconque de prospectus par boite et les prospectus sont identiques 7
4. on met un nombre quelconque de prospectus par boite et les prospectus sont tous différents 7

On dispose de 2 boules blanches, 3 boules rouges et 4 boules vertes, toutes
distinguables. On répartit ces boules dans n > 1 urnes.
1. Nombre de répartitions possibles 7
2. Nombre de répartitions telles que les boules soient dans deux urnes seulement ?
3. Nombre de répartitions telles que la premiere urne ne contiennent que des boules d’une seule
couleur ?

On forme des mots de 5 lettres en utilisant exactement une fois chaque lettre
A B, C,DetE.
1. Combien de mots peut-on former ?
2. Combien de mots peut-on former, qui commencent par A.
3. Combien de mots peut-on former, qui commencent par A et finissent par B 7
4. Combien de mots peut-on former, ou le A apparait avant le B 7

Pour payer I'autoroute, une personne doit mettre 20€ dans un automate qui
n’accepte que les pieces de 1€ et 2€. Supposant qu’elle ait la monnaie suffisante, de combien de
fagons peut-elle payer ? (On tient compte de 'ordre d’introduction des pieces dans l'appareil).

Lors d’un diner, 4 personnes disposent leur chapeau au vestiaire. Au moment
du départ, les convives un peu pressés reprennent au hasard chacun un chapeau. Combien y a-t-il de

possibilités au total ? Combien y a-t-il de possibilités pour que personne ne reprenne son chapeau
?

Dans le quadrillage N2, A et B sont les points de coordonnées respectives
(0,0) et (p,q). On appelle chemin croissant tout parcours qui suit le quadrillage en se déplagant
uniquement vers la droite et vers le haut ?
1. Combien y a-t-il de chemins croissants de longueur n 7 Combien de points distincts per-
mettent-ils d’atteindre ?
2. Combien de chemins croissants y a-t-il pour aller de A a B ?

Dans le plan, on considére n points M7, Ms, ..., M, tels que trois quelconques
ne soient pas alignés. Quel est le nombre de polygones & n cotés que 'on peut construire avec ces
points ?
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Un jury est composé de 10 membres tirés au sort parmi 8 hommes et 9 femmes.
1. Combien de jurys différents peut-on former ?
Combien de jurys comportant 5 hommes et 5 femmes peut-on former ?
3. Monsieur X refuse de siéger avec Madame Y. Combien de jurys peut-on former dans ces
conditions ?

o

Combien y a-t-il de mots de n lettres formé des lettres a et b tels que
1. Il n’y ait jamais deux a ou deux b consécutifs.
Il y ait exactement un double a (pas de triple et pas d’autre double).
3. Il y ait exactement deux double a (pas de triple et pas d’autre double).

o

Soit p > 1. Combien y a-t-il de solutions entieres (z1,x2,...,2,) a 'équation
r1t+zot...+x,=p7
7.2 sommes

Calculer » " k(k +1)(k + 2)(k + 3)
k=0

~ 1 n
Calculer Z m (k)
k=0
Calculer Z [n/2]2% ( " )

2k
k=0
Pour n > 2, mont En:k(k (™Y =y (2 2
our n > 2, montrer que — =n(n—
d k n—2
k=0
Soient n et p deux entiers vérifiant 0 < p < n. Montrer que

>(0)-(1)

P

Montrer les formules suivantes :

n\ [n—k p\ [n
= <k<p<n
) - () e
n
p

D
n —k n
. E =2F <p<n.
2 (k’)( —k) 2(p> pour 0 <p<n

k=0
p

3 Z(—l)’“(Z) (Z:Z) =0pour 0 < p<n.

k=0
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8. Probabilités sur un univers fini
8.1 Probabilité uniforme

On lance un dé équilibré quatre fois de suite.
1. Préciser I'univers associé a cette expérience.
2. Quelle est la probabilité d’obtenir 4 numéros différents ?
3. Quelle est la probabilité d’obtenir quatre fois le méme numéro ?

On effectue trois tirages successifs et sans remise d’'une boule dans une urne
contenant 4 boules blanches et 6 boules noires, toutes différentiables. Calculer de deux facons
différentes la probabilité d’obtenir trois boules blanches

Une urne contient 9 boules distinctes : 2 vertes, 3 blanches et 4 rouges. On tire

au hasard 4 boules de 'urne
1. Les tirages se font successivement et sans remise .

a. Préciser 'univers associé a cette expérience, ainsi que son cardinal.

b. Quelle est la probabilité de n’obtenir aucune verte ?

c. Quelle est la probabilité de n’obtenir que des boules d’'une méme couleur ?
2. Meémes questions lorsque le tirage est simultané.
3. Mémes questions lorsque les tirages sont successifs et avec remise

On tire 6 cartes simultanément dans un jeu de 32 cartes.
1. Préciser I'univers associé a cette expérience, ainsi que son cardinal.
2. Quelle est la probabilité d’obtenir un carré ? exactement 2 as ? 3 piques ? 2 as ou 3 piques ?

On dispose d’une urne contenant n > 2 boules numérotées de 1 a n. On tire
successivement et sans remise toutes les boules de 'urne.
1. On pose A; =« le 1°F tirage donne la boule numérotée 1 ». Calculer P(A;).
2. Plus généralement, pour tout k € [1,n], on pose Ay =« le kieme tirage donne la boule numérotée
k ». Calculer P(Ag) pour 1 < k < n.

A T’époque des probabilités encore balbultiantes, le chevalier de Méré avait fait
2 paris dans une correspondance avec Pascal.
1. Pari 1. Si U'on jette 4 fois un dé a 6 faces, il est plus probable d’obtenir au moins un 6 que de
ne pas en obtenir.
2. Pari 2. Si l'on jette 24 fois deux dés a 6 faces, il est plus probable d’obtenir au moins un double
6 que de ne pas en obtenir.
Etudier dans chacun des cas si Méré avait tort ou raison.

Une urne contient IV boules numérotées de 1 a N. On tire n boules avec remise.
Soit X le plus petit numéro obtenu et soit Y le plus grand numéro obtenu au cours de ces n tirages.
1. a. Calculer P(Y < k) pour 1 < k < N. En déduire la loi de YV
b. Calculer P(X > k) pour 1 < k < N. En déduire la loi de X
2. Calculer la loi de Y, mais en effectuant un tirage simultané de n boules.

Le paradoze du Duc de Toscane. Au début du 17e siécle, un jeu de dés en vogue
a la Cour consistait a lancer 3 dés et a voir les chiffres qui en résultaient. Or le Duc de Toscane
observa que la somme des dés valant 10 avait tendance a sortir plus souvent que la somme des dés
valant 9, alors qu’il y a autant de possibilités d’écrire la somme 9 que la somme 10 :

9 =14+24+6 =14+3+5 =4+4+2 =24+2+5 =2+4+3+4 =3+3+3
10 =1+3+6 =1+4+5 =2424+6 =24+3+5 =2+4+4 =3+3+4

Pouvez-vous résoudre ce paradoxe ? (N.B. Galilée lavait levé en 1620)
8.2 événements
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On consideére une expérience aléatoire et € 'univers associé. Soit A, B, C trois
événements. Ecrire a 'aide des opérations ensemblistes les événements suivants : parmi A, B, C
1. I'un au moins des événements est réalisé
2. A et B se réalisent mais pas C'
3. un seul des événements est réalisé
4. au moins 'un des événements n’est pas réalisé.

On lance deux fois un dé.
Préciser I'univers associé a cette expérience ainsi que son cardinal.
Traduire en frangais ’événement A = (1;1), (2;2), ..., (6;6)
Déterminer dans 2 I’événement B =« la somme des deux numéros est inférieure ou égale a 4 ».
Calculer la probabilité de A, B, AN B et AU B.

W=

On lance n > 2 fois une piece et on introduit ’événement P; =« le i*™€ lancer
a donné pile » pour 1 < 7 < n. Exprimer en fonction des P;, les événements suivants :
1. A =« n’obtenir que des piles »

2. B =« obtenir exactement un pile »
3. C =« obtenir au moins un pile »
4. D =« obtenir au plus un pile »

5. E =« obtenir le 1°F pile au 3'“™¢ lancer »
On pourra commencer par prendre n = 4

8.3 probabilités

On lance n > 2 fois de suite un dé équilibré dont les faces sont numérotées
1, 1, 2, 2, 3 et 3. On note p,, la probabilité que les trois chiffres {1, 2, 3} apparaissent chacun au
moins une fois au cours de ces n lancers. Pour ¢ € [1,3], on pose A; =« le numéro i n’apparaiit pas
durant ces n lancers ».
1. Calculer P(A; U Az U A3), puis montrer que p, =1 —3(2)" +3(3)".
2. Calculer lim,,_, 4 o pn, €t interpréter ce résultat.

On effectue des tirages sans remise dans une urne contenant 5 boules noires
et 3 rouges. Pour k € [1,8], on introduit les événements Ej =« la premiére boule noire est obtenue
au kM€ tirage », et Ry, =« le k™€ tirage donne une rouge ».

1. Décrire les événements E1,..., E4 a 'aide des événements Ry,
2. En déduire les probabilités des événements Ei,. .., E4y. Que valent P(Ey) pour k > 5?7

On tire une a une, et sans remise, toutes les boules d’une urne, qui contient n
boules rouges et n boules vertes. Quelle est la probabilité qu’a chaque tirage, on ait un changement
de couleur ?

Soit n > 1. Un sac contient initialement j bonbons jaunes et r bonbons roses.
On effectue n tirages successsifs d’'un bonbon de ce sac selon le protocole suivant :
si on tire un bonbon rose, on le remet dans le sac avant le prochain tirage
si on tire un bonbon jaune, on a le droit de le manger
Quelle est la probabilité de manger au moins un bonbon jaune ?
Quelle est la probabilité de manger exactement un bonbon jaune 7
Sachant qu’on a mangé un seul bonbon jaune, quelle est la probabilité qu’on ait tiré un bonbon
jaune en dernier 7

W e e

e Une urne U; contient 2 boules rouges, 3 boules bleues et 5 boules vertes.

e Une urne Us contient 4 boules rouges et 5 boules bleues

e Une urne U3 contient 3 boules bleues et 6 boules vertes

On tire au hasard une boule de U; que 'on place dans U, ; puis on tire au hasard une boule de Us
que 'on place dans Us pour enfin tirer au hasard une boule de Us que 'on met dans U; . Quelle
est la probabilité que la composition de 'urne U; n’ait pas changé a l'issue de ces manipulations ?
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On lance n > 1 fois de suite un dé équilibré et on note p,, la probabilité que
la somme des nombres obtenus soit paire. Déterminer par récurrence p,, pour n > 1.

Une puce évolue sur trois cases A, B et C de facon aléatoire selon la regle
suivante :
e A linstant 0, la puce se trouve sur la case A
e lorsque la puce se trouve sur une certaine case a un instant donné, elle se déplace a I'instant
suivant, sur I'une quelconque des autres cases de fagon équiprobable
On note A,, (resp. By, et Cy,) les événements : « a 'instant n, la puce est sur la case A (resp. B et
C) » et on pose a, = P(A,), b, = P(By,) et ¢, = P(Cy).
1. A Tlaide de la formule des probabilités totales, exprimer a,41 en fonction de b, et c,.
2. Justifier alors que a,41 = %an + % pour n > 0.
3. En déduire l'expression de a,, en fonction de n et sa limite en +o0o0. Surpris ?

On étudie au cours du temps le fonctionnement d’un appareil obéissant aux

regles suivantes :

e si lappareil fonctionne au temps n > 0, il a la probabilité a €]0,1] d’étre en panne au temps
n+ 1.

e si Pappareil est en panne au temps n > 0, il a la probabilité b €]0,1] d’étre en panne au temps
n—+ 1.

On note p,, la probabilité que I’appareil soit en état de marche a l'instant n.

1. Pour n > 0, établir une relation entre p, 1 et p,

2. Pour n > 0, en déduire p, en fonction de n et de pg. La suite (p,) converge-t-elle ?

Une boule est tirée au hasard dans une urne continant r boules rouges et n
boules noires. On note sa couleur puis on la remet dans 'urne avec d > 1 boules supplémentaires
de la méme couleur. On répéte plusieurs fois le procédé et I'on note Ry, =« la k'®™€ boule tirée est
rouge » pour k > 1.

1. Calculer P(R;) puis montrer que P(R2) = P(R;)

2. Si la seconde boule tirée est rouge, quelle est la probabilité que la premiére boule tirée ait été
rouge 7

3. plus dur. Pour k > 2, quelle est la probabilité que la premiere boule tirée ait été rouge sachant
que les k — 1 boules suivantes sont rouges ?

On considére n urnes numérotées de 1 a n € N*. Pout 1 < k < n, l'irne k
contient k£ boules blanches et n — k boules noires. Quelle est la probabilité d’obtenir une boule
blanche si ’on choisit une urne au hasard puis une boule de cette urne ?

On dispose de deux pieces truquées : la piece 1 donne pile avec une probabilité
p1 €]0,1] et la piéce 2 donne pile avec une probabilité ps €]0,1]. Au premier lancer, on choisit une
piéce au hasard et on la lance. Puis on effectue une suite de lancers comme suit :

e si un lancer donne pile, on garde la méme piece pour le lancer suivant
e ¢’il donne face, on change de pice pour le lancer suivant.
Pour n > 1, on note U,, =« le n'®™€ lancer s’effectue avec la piece 1 » et on pose u, = P(U,).
1. a. Pour n > 1, calculer la probabilité de ne jamais lancer la piece 2 au cours des n premiers
tirages
b. Calculer la probabilité de jeter pour la premiere fois la piece 2 au nieme Jancer. séparern =1
etn>2
2. a. Trouver une relation de récurrence entre u,4+1 et uy,.
b. En déduire u,, pour n > 1.
3. Quelle est la probabilité r,, d’obtenir pile au n'®™€ lancer ? Calculer la limite de la suite (r,)

On lance une piece de monnaie équilibrée et on reléve le résultat. Pour n € N*|
on note p,, la probabilité de ne pas avoir obtenu deux piles successifs au cours des n premiers lancers
et on pose P, =« le k'®™€ lancer donne pile »

1. Calculer py, p2, p3
2. Montrer que {P; N Py,P; N Py, P} est un systéme complet d’événements
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3. A l’aide de la formule des probabilités totales, trouver une relation entre p,, et p,_o pour n > 3
4. Déterminer alors p,, en fonction de n. Quelle est la limite de (p,) ?

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. Les événements A et B
suivants sont-ils indépendants ?
1. A =« tirer un roi » et B =« tirer un rouge ».
2. A =« tirer une dame » et B =« tirer une figure ».
3.

On lance n > 1 fois une piece équilibrée. Déterminer la probabilité d’obtenir
au plus un pile.

Une étude statistique a montré que sur 100 naissances, 49 bébés sont des filles
et 51 sont des garcons. On suppose que les événements « accoucher d’un garcon » et « accoucher
d’une fille » sont indépendants. Lucie a eu 4 bébés.

1. a. Calculer la probabilité que Lucie ait eu autant de garcons que de filles.
b. Sachant que le premier bébé de Lucie est une fille, quelle est la probabilité qu’elle ait eu un
seul gargon ?
2. L’événement « le premier bébé est une fille » est-il indépendant de I’événement « Lucie a exac-
tement 2 garcons » 7
3. Sachant que Sophie a eu 2 garcons et 2 filles et que son premier bébé est une fille, calculer la
probabilité que son deuxieme bébé soit une fille.

Une urne A contient 3 boules blanches et 5 boules rouges et une urne B
contient 7 boules blanches et 4 boules rouges. Un joueur lance un déet choisit 'urne A s’il obient
1, 2, 3 ou 4 et 'urne B sinon. Puis il tire, avec remise, 3 fois une boule dans 1'urne choisie.

1. Quelle est la probabilité qu’il n’obtienne que des boules rouges 7
2. Le joueur n’obtient que des boules rouges. Quelle est la probabilité qu’il ait choisi I'urne A 7
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9. Systémes linéaires

Résoudre les systémes suivants :

2r -y =0 r -y +z =1 2r +3y +z =4
a) —x 4y +z =0 b) <2z 4y —2z =2 ) —x 4y +22 =3
—r +3y -2z =0 r -2y +3z =0 Tr +3y -5z =
dr +2y -2z =0
r +2y —z =0 2v -y +z =3 3r —y 4z =
d) { 2z -z =0 e)s x +2z =-1 )
T -2y =0 r -y -z =2 vty A2 =1
r -y 4z =-2
3x —6y —6z =0
T -2y =3z =0
9) —2x 44y 46z =0
6 —12y —12z =0
Résoudre les systémes suivants
-3z +y +z +t=0 -z +3y —t=0
0l 3y 4z +t=0 b 2r -~y 42z +2t=0 0 {3: +y 4z Ht=1
T +y =3z +t=0 oy 42z =0 r 4y —z —-t=-1
x +y +z =3t=0 r +2y +2z +t=0
-y 42z +3t =0
. . 2r +2y -z =0 MD
Résoudre le systeme 3¢ —y 425 % =0 [MD|
o 4y +z =2t =0

A quelles conditions portant sur les parametres a, b, ¢ et d, les systémes suivants
sont-ils compatibles ? Le cas échéant, finir la résolution des systémes.

=a 3z

r 4y +=z -3y -2z =a -2z -3y +3z =a
a) x -y -z =b b) { —dx +4y +3z =b c) x +2y -z =D
—3x +y +3z =c¢ 20 -2y —2z =c T +y -2z =c

2r 4y -3z =a

d) 3r 4y -5z =b

dr +2y —z =c

x -7z =d

Discuter et résoudre en fonction du parametre m € R les systémes

THy+mz=m T Amy +z =1 (m+ 1)x +my =2m
) mety+mz=1 B){mz +y +m-1)z =m C){mx+(m+1) 1
mx+my+z=m x +y +z =m+1 vy=
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10. Espaces vectoriels (introduction)

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?

Fy={(z1):z R} Fy =
Fy={(z,—z2z):z € R} =

{(z,y) e R? : x + 2y = 0}
{(zy,2) eR¥: 2z + 2y + 2 =0}

Fy = {(z,y) e R?: 2?

On note RY I'espace vectoriel des suites réelles. Les ensembles suivants sont ils
des espaces vectoriels ?

A={ue RN upi0 =2uyi1 —u, (n=0)}
C = {u € RY : u est géométrique}
E = {u € RY : u converge vers 0}

B:{UGRNIUOZ’U{;:O}
D = {u € RV : u est bornée}
F = {u € RN : u est convergente}

On note R® = F(R,R) I'espace vectoriel des applications de R dans R. Les
ensembles suivants sont ils des espaces vectoriels ?

A={f € RR: f paire}
C = {f e R®: f continue}

={f eRY: f(2) = f(5) = 0}

= {f € R® : u croissante}

Dans R, on pose i = (1,—1,2) et j = (1,1,—1)
1. Montrer que les vecteurs u = (3,1,0), v = (—1,—-3,4) et w = (1,—5,8) sont des combinaisons
linéaires de 7 et j
2. Qu’en est-il des vecteurs U = (4,1,0), V = (10, —4,11) et W = (10, —2,9) ?
3. Plus généralement, déterminer Vect(i,7). En déterminer une équation cartésienne ¢

dans R3, on consideére les vecteurs u = (—4,4,3), v = (=3,2,1), s = (—1,2,2) et
t=(-16,7)
1. Montrer que u € Vect(s,t) et v € Vect(s,t). En déduire que Vect(u,v) C Vect(s,t)

2. Montrer que Vect(u,v) = Vect(s,t)

Dans R3, on note z = (1,2,1), y = (1,0,1) et z = (k,2,3). Déterminer k € R tel
que z € Vect(z,y).

Dans R le vecteur u = (4™),en est il combinaison linéaire des vecteurs v =
(2")pen et w = (3") ey et S = X3 ? Plus généralement, décrire Vect(Q,R,S).

Soit uw = (1,1, -1), v = (2,1,3) et w = (0, —1,5). La famille (u,v,w) est-elle liée
dans R? ? Auquel cas, trouver une relation de dépendance linéaire entre ces vecteurs.

Déterminer 'ensemble des réels k tels que la famille ((1,k,2), (—1,8,k), (1,2,1))
soit une liée dans R3.

Les familles suivantes sont-elles libres dans 1’espace vectoriel indiqué ?
1. ]:1 = ((2n)neN; (3n)neN7 (n)neN) dans RN
2. Fp = (z+ z,z— |z|) dans F(R,R).
3. F3 = (z = cosz,x > cos(2z),x — cos(x)?) dans F(R,R).

1. Montrer de deux maniéres différentes que la famille (u,v,w) est une base de R? avec u = (1,1,0),
v = (1,2,1), et w = (2,3,2). Déterminer alors les coordonnées du vecteur x = (0, 1, —2) dans
cette base. Quelle est la méthode la plus rapide ?

2. Méme question avec U = (0,1,1), V = (2,0,—1), W =

(2,1,1), et X = (1,-2,—1).

ou

ou



espace vectoriel
base

espace vectoriel
base

base
Vect

base

base

base

libre

base
dimension
dans un Vect

2r+y+=z

=0 forme un
4z +y =0

Montrer que ’ensemble des solutions du systeme {

sous espace vectoriel de R3 et en déterminer une base.

Montrer que I’ensemble des solutions des systemes suivants sont des espaces
vectoriels et en déterminer une base

2z -3z +t =0
r +y 4z -t =0

-2y -5z 43t =0
3r +y -2z =0

r +2y —z =0
) —2x -3y +3z =
T +y -2z =0

){22+y—2=0 b)
Chotsir Uoption la plus rapide.

1. Déterminer une base de Vect (1,2, 1), (3,-1,2), (4,1,1), (2, —3,3))
2. Déterminer une base de Vect ((3,1), (1,1), (-2, —2), (2,0))

1. Déterminer une base de R, en tant que R-espace vectoriel.
2. Déterminer une base de C, en tant qu’espace vectoriel sur R et sur C.

1. Déterminer une base de R, en tant que R-espace vectoriel.
2. Déterminer une base de C, en tant qu’espace vectoriel sur R et sur C.

Déterminer une base de Vect ((nQ)neN, (2n + 1) pen, (3”)n€N).

1. Montrer que (1,X — 1, (X —1)?) est une base de Ry[X] et décomposer P = 3X? 42X + 1 dans
cette base

2. Montrer que la famille (z — cosz,x — sinz,x — cos(z)sin(x)) est libre dans F(R,R).

3. Montrer que la famille ((n3™),en, (3")nen) est libre dans RY

1. Les vecteurs u = (1,2,3) et v = (3,2,1) forment-ils une base de R® ?

2. Quelle est la dimension de F' = Vect(u,v) ?

3. Le vecteur w = (1,4,7) appartient-il & F' ? Si oui, quele est sa décomposition dans la base (u,v)
de F' .

4. Méme question avec le vecteur ¢ = (—1,6,9)

1. A partir de la famille A = ( (1,1,1) (1,2,3)) construire une base de R3
2. idem pour B = ((1,1,1), (-1,2,0))
3. idem pour C = ((1,0,1), (=1,3,1),(1,2,3), (0,0,1))



11. Etude globale des fonctions

dérivabilité Dériver les fonctions suivantes apres avoir déterminé leur ensemble de définition
dérivé s .
rVEe et de dérivation

fize (1+Ing)2est2e g:x— cos (\/1—3:2)

. T 3 > . T
h:x— e®ln(sinx) R Y e

Déterminer la monotonie des fonctions suivantes (on proposera plusieurs mé-

thodes) :
fz) = e g(@) = Va2 o +1 hz) =In (2% + 1) V&
parité
1. Montrer que la fonction f(z) = ﬁ est paire.
2. Montrer que la fonction g(z) = In ;—ﬂ est impaire.
3. Montrer que la fonction h(z) = In(z + Va2 4+ 1) est impaire sur R.
périod%que
enenm® 1. Montrer que la fonction {x} = x — |z] est 1-périodique puis la représenter graphiquement.
2. Soit f:az— 22| —2|x]
a. Montrer que f est positive et bornée (trouver le meilleur majorant)
b. Montrer que f est périodique puis préciser f(R).
3. Que dire de la fonction g : x — |z] + [—x] ?
Montrer que la fonction h : x — L% est majorée sur |0, +oo[. Est ce encore vrai sur R* ?
stude de f () Etudier les fonctions suivantes :
fix—=vV2—Inx gz atts h:z—ln(e® —e ®)
iz — Jrae— —f—
éstude de f () Etudier la fonction f: 2+ 1 — (z + 1)e™22.
variation g déduire les variations de fix— 1_”272,21
stude de f () Etude complete de f(x) = z + 2 — 2In(e” 4 1). Parité, tableau de variation,

parité  Jimites, asymptotes et position relative, allure de la courbe.

eau de variation

constante Montrer q’une fonction f : R — R, croissante et périodique, est nécéssairement
constante sur R.
11.1 continuité

définition Déterminer I'ensemble de définition puis étudier la continuité des fonctions
continuité suivantes
T+ ) Vitzr—+v1—=x
—— siz>0 i —
filz) =} 22+ x folz) = - si z € [-1,1]\ {0}
1 siz=0 1 siz=0
|l — 1] )
1 3 i six € |0,400[\{1
f3(a:):{( + ) s¥:c7j0 f@) = 1=z [ N1}
e siz=0 .
2 siz=1
x1n(x) .
Fola) = 1 six#0Oetx#1

x siz=0ouz=1



continuité

continuité

continuité

borné

existence
situer

bijection
eau de variation

eau de variation
bijection

existence
unicité
monotonie
convergence

existence
unicité
encadrer
convergence
signe
monotonie

eau de variation
existence
unicité

encadrer
monotonie
convergence

Déterminer I’ensemble de définition, la continuité et les éventuels prolonge-

ments par continuité pour

2 — 1
a) f(z)=——2 b) g(z)=sin(z)sin () ) h(z)=a"
T —2 T
Etudier les fonctions suivantes au point précisé
a) f(x)= { (@— B)eﬁ : i ; 1 étude en 1 b) f(z) = |x—‘ étude en 0

Soit f:[0,1] — R, continue, telle que f(0) = f(1)
1. Montrer qu'il existe z[0, 5] tel que f (z + 3) = f(x).

2. Plus généralement, pour n € N* prouver lexistence de z,, € [0,1 — % tel que f (x + %) = f(x).

On pourra poser g(z) = f (z + 1) — f(x) et montrer que Y}~ g(k/n) =0

Soit f : [0,400[— R une fonction continue, admettant une limite finie en

+00. Montrer que f est bornée sur RT

Montrer qu’il existe un unique réel = strictement positif tel que Inz = e~*.

Vérifier alors que 1 < x < 3.

x

Montrer que les fonctions suivantes définissent une bijection de I sur un

intervalle a préciser. Donner alors le tableau de variations de la réciproque puis déterminer la.

_2m2+x—|—2

flw) = avec I = [~3, 400 glz) = =—5—— avec = [l 4o

1
\/1+x—;x2

avec I = R
1+ |z

Soit f la fonction définie par f(z) = zlnx
1. Dresser le tableau de variations complet de f.

2. a. Montrer qu’il existe une fonction g définie sur I = [—e™!, +o00[ vérifiant 2 = g(z)In (g(x))

pour x € I.
b. Justifier que la fonction g est unique.

3. Dresser le tableau de variations complet de g, puis tracer sur un méme graphique, les courbes

de f et de g.

Soit a > 0 et soit f la fonction définie par f(z) = 2%+ 4+ 2% pour x > 0

1. Pour n € N*, montrer que '’équation 2271 + 2% = n admet une unique solution x,, dans ]0, +o00|

2. Etudier la monotonie de la suite (x,,) ainsi que sa convergence

Pour n > 2, on pose f,(z) = 2" + 1 — na pour z € R.

1. Pour n > 2, montrer que ’équation ™ + 1 = nx posseéde une unique solution dans 'intervalle

[0,1]. On note z,, cette solution. Que vaut xy 7
2. Pour n > 2 montrer que % <zp, < % En déduire que la suite (x,) converge.
3. Déterminer la limite de la suite (nx, ). En déduire un équivalent de z,, Pour n > 2, étudier

le

signe de f,_1 — f sur [0,1] et en déduire que f,(2,41) > 0. Déterminer alors la monotonie de

la suite (z,)

Edhec E 97. Pour n > 3, on pose f,(z) =2 —nlnx pour z > 0.
Etudier f,, et dresser son tableau de variation

Montrer que 1 < u, < e.

CU W N

Pour n > 3 montrer que 0 < Inu, < +. En déduire la limite de la suite (u,,)

En déduire l'existence de deux solutions u, et v,, de '’équation f,,(z) = 0, avec 0 < u, < n < vy,.

Montrer que fy,(upt1) = In(uyy1) pour n > 3. En déduire que (u,,) est décroissante et converge



définition
continuité
dérivabilité

dérivée

définition
continuité
dérivabilité

Cl

définition
continuité
dérivabilité
dérivée

définition
continuité
dérivabilité
dérivée

impair

continu
dérivable
dérivée

eau de variation

ffl
eau de variz;tion
dérivabilité

dérivée

f(x)

ffl
eau de variation
dérivée

r—1

dérivable
dérivée

12. Dérivation

Etudier la continuité et la dérivabilité sur leur ensemble de définition de

. (1 iz 40 | )
a(z) = x sin - six ba)={ — siz>0
0 sinon 0 sizx=0
1
_ 1 . B 2 L :
c(x)z{e T 515'57,& 1 i) = T cos(z> six#0
0 sinon .
0 sinon

Soit f une fonction dérivable sur R
1. Lorsque f est paire, montrer que f’ est impaire
2. Lorsque f est impaire, montrer que f’ est paire

On pose f(z) = 2v2z — 22
1. Déterminer ’ensemble de définition de f
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f

TC! (F) Montrer que la fonction définie par f(x) = z|z| est de classe C* sur R.

On pose f(z) = |In(z)|
1. Montrer que f est continue sur son ensemble de définition
2. Etudier la dérivabilité de f, puis calculer sa dérivée la ou elle est dérivable.

Déterminer sur quel intervalle les fonctions suivantes sont définies y puis déri-
vables et calculer leur dérivée.
flz) =1 +a?)*

g(xz) =In (x + V1+ x2> k(z) = (22 — 23)1/3

3

On pose f(z) = {xeo zi i 7: 8

Montrer que f est une fonction impaire sur R
Montrer que f est continue sur R

- 3
Montrer que f est dérivable sur R* et que f/(z) = el (1 + x) (z #£0)

Montrer que f est dérivable en 0
Dresser le tableau de variations complet de la f

et W N

Pour z > 0, on pose f(z) = elt3
1. Montrer que f réalise une bijection de |0, +oo[ sur un intervalle & préciser et donner le tableau
de variations de g = f~!
2. Justifier la dérivabilité de g sur son ensemble de définition, et calculer g’(e3) et g’(e®)
3. déterminer g et restrouver les résultat des questions précédentes.

Pour 0 <z < 1, on pose f(z) =In|*t| —
1. Montrer que f réalise une bijection de ]0,1] sur un intervalle & préciser et donner le tableau de
variations de g = f~!
2. Déterminer f'(In(2) — ) et ¢'(—1)

Pour z > 0, on pose f(z) =z +Ilnzx
1. Montrer que f réalise une bijection de ]0,1[ sur un intervalle & préciser
2. Montrer que g = f~! est dérivable sur R et que



majoration
bijection

Fo1

eau de variation
dérivabilité
dérivée

existence

continu
dérivable
existence

encadrer

dérivabilité

dérivabilité

dérivabilité

1. Pour z € R, montrer que |sin(x)| < |z

2. Prouver que f : z + sin(z) définit une bijection de [, T] sur un intervalle & déterminer.

3. Dresser le tableau de variation de ¢ = f~'. Déterminer alors I’ensemble de dérivabilité de g
puis dessiner sur un méme graphique l’allure de la courbe de f et de g. Utiliser 1) pour obtenir
la position relative de la courbe par rapport d la droite :y =z

4. Calculer la dérivée de g
a. Pour —1 < 2 < 1, montrer que cos (g(x))2 =1-2?

b. Pour —1 < 2 < 1 montrer que ¢'(z) = %
—x
Soit f : [a,b] — R une application continue sur [a,b], dérivable sur |a,b] telle
que e~ f(a) = e~*f(b). Montrer qu’il existe ¢ €]a,b[ telle que f'(c) = f(c).

Soit f une fonction continue et dérivable sur [0,4oc0[ telle que f(0) = 0 et
. f(l—l) siOrexr <1
img_, 400 f(z) =0. On pose F(x) { 0 Siz—0
1. Montrer que F' est continue sur [0,1] et dérivable sur |0,1]
2. Montrer que F’ s’annule sur ]0,1]

3. En déduire qu'il existe ¢ €]0, +o0[ tel que f'(c) = 0.

A T’aide de I'inégalité des accroissements finis

Pour 0 < 1, montrer que x < e* —1 < xe
T

2. Pour

A\VARV/AN

x
x
0, montrer que Y <ln(z) <z. Quenestilsi—-1<z<07?
x

1. Pour k > 2, appliquer I'inégalité des accroissements finis sur [k — 1,k] & f: 2 — —%

n
1
2. En déduire que 'on définit une suite convergente en posant S,, = Z w2 (n>1)
k=1

n
1
Pour n > 1, on pose u,, = Z w2

k=1

1 kE+1 1

1. Pour k > 1, montrer que il <lIn (—l: < z
2. a. Pour n > 1, en déduire que In ("T“) < u,

b. Montrer alors que la suite u converge. La limite de cette suite est appelée constante d’Euler

et est notée 7.
n

3. Variante. Pour n > 1, on pose v, = T In(n + 1). Montrer que les suites u et v sont

k=1
adjacentes et retrouver la conclusion du 2b

On veut déterminer une valeur approchée de l'unique solution négative de

I'équation (E) : e = 3 + 2.
1. Montrer que ’équation (E) admet une unique solution ov € R~ puis justifier que —2 < o < —1.
2. Pour x € R, on pose g(x) = EIT’3

a. Résoudre I'équation g(z) = z sur R~ (point fixe)

b. Pour z <0, justifier que g(z) < 0 et |¢'(z)| < 3.
3. On introduit la suite w définie par ug = —1 et up+1 = g(uy,) pour n = 0.

a. Pour n € N, montrer que u,, < 0.

b. Pour n € N, montrer que |u,11 — o] < 3|u, — af puis que |u, —a <2

c. En déduire que u converge vers «

d. Ecrire un programme Scilab qui renvoie une valeur approchée de a & 1079 pres

—n



dérivabilité Soit I’équation (E) : 23 — 32 +1=0
1. Montrer que I'équation (E) admet exactement trois solutions réelles «, 5 et v telles que o <
-1<f<l<n.
2. Approximation de 3
a. Justifier que 8 € [0, %} puis vérifier que [ est aussi solution de ’équation Igg—*l =x.
b. Pour z € R, on pose g(z) = %
Pour 0 <z < %, montrer que 0 < g(x) < % et |¢'(x)] < %.
c. Soit u la suite définiue par ug = 0 et up4+1 = g(uy,) pour n = 0.
Pour n > 0, montrer que 0 < u,, < %
d. Pour n € N, justifier que |u,+1 — 8] < %|un — B| puis que |u, — 8] <47
e. En déduire que la suite u converge vers (3.
f. Ecrire un programme Scilab qui renvoie une valeur approchée de 3 & 10~° pres.
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13. Matrices

Déterminez BA, CB, AB, BC —2A, BD, CB — D, D'B et (D —15)C pour

3 2 -1 0 3
A=11 -1 1 B=1-11
2 -4 5 2 0

1 0 -1 0 0 1

A=[10 1 0 B=12 -1 0

1 0 1 2 1 1

1 0 2 2 1
3 1 1 X 0 -3
-1 1
1 -1 1 -1
3 0 1]x 1
1 -1 2 1
0 1
. 1 0
Montrer que la matrice A = 11
1 1
déduire que A est inversible et calculer A~}
0 o0
R . -2 1
On considere la matrice J = 9 1
3 -2

11 1 1 2
C(l 0 1) et D<—1 1)

1 11
et C=1[1-1 11
2 11
1
2| x(1 2 3)
3
1
(1 2 3)x |2
3
11
11| e
0 1 vérifie A — 2A — 3I, = 0. En
10
1 -1
2 -1
-1 0
-2 0

1. Calculer J?, J%, J*. Pour k > 4, que peut on en déduire pour J* ?

o

Développer et simplifier 'expression (I + J)(Iy — J + J? — J3)

3. En déduire que la matrice (I + J) est inversible et expliciter son inverse

1 1 0 1
Soient A=10 3 0|,P=|1 0
1 0 1 0 -1

1 02 0
0]let@Q={1 0 -1
1 10 1

1. Calculer PQ. En déduire que P est inversible et déterminer P~!

2. Calculer la matrice D = P~'AP
3. Pour n € N, montrer que D" = P~1A"P et en déduire
2 -2 1
Soit M= 2 -3 2
-1 2 0

An

1. a. Vérifier que (M —13)(M + 3I3) = 0. Exprimer M? en fonction de M et I5.
b. En déduire que M est inversible et calculer son inverse.

2. Soient u et v les suites définies par ug =0, vg = 1 et {

Montrer par récurrence que M" = u, M + v,I3 pour n
3. Montrer qu’on définit une suite constante en posants,,

—2Uy, + vy,
3,

Up4+1 =

Un+41
>0

= u, + v, pour n > 0. En déduire que

u est une suite arithmético-géométrique. Calculer u,, en fonction de n

4. Exprimer v,, puis M"™ en fonction de n



AB = BA

linéaire

linéaire

matrice

matrice

matrice

matrice

matrice

A”

Déterminer toutes les matrices B de M3(R) qui commutent avec A = (; i)

Déterminer le rang des matrices suivantes

L o 2 01 1 2 3 11 3
A:(31) B=|0 30 C=2 4 6 D=10 2 4
-1 1 2 -1 -2 -3 000
2 1 -1 1
E=10 1 3 F=|-1 G=(1 -1 2)
00 -2 2

Montrer que M € M, (R) est de rang 1 si et seulement s’il existe deux matrice
lignes non-nulles U et V de M ,(R) telles que M = ‘UV.

. . (1 3 (2 2 (2 0
OIlCOIlSlderelesmatrlcesA<2 5)’B<O 4> etC’(7 _4>

1. Calculer A+ B, 2A — B, AB, BA, "(AB) et "'B'A (vérifier I'égalité)
Calculer 3(A —2B) +2(3B+C) — (2A+C)
3. Résoudre Iéquation A — 3X = 2B d’inconnue X € M3(R)

o

Lorsque c’est possible, calculer les produits AB et BA pour

1 2
1.A:<3 0>etB: 0 —1
5

8
3
2. A=(-1 0 2)etB=| -2
1
310
3. A=(1 -1 0|etB="A
0 0 3

Soient A et B dans M,,(R). Développer et simplifier

S = (2A)(3B)—(A+2B)*+(A-B)(A+B) et T =(A+B)(2A2-2B)—2A?(A+B)+(—A+B)?

Déterminer toutes les matrices triangulaires supérieures T € M (R) telles que

T2 =1,

1. Déterminer toutes les matrices M € M3(R) qui commutent avec A pour

-2

00 10 3
a) A=( 0 3 0 by A=(0 1 1
0 05 00 2

2. Soit D la matrice diagonale d’ordre n, de coeflicients diagonaux : 1,2,...,n.

Déterminer toutes les matrices qui commutent avec D

2 2 2
Soit J=1[2 2 2 |.Pourn e N* déterminer J".
2 2 2

1. Soient A et B deux matrices non nulles vérifiant AB = 0. Montrer que ni A, ni B ne sont
inversibles.
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AB = BA

inversible

Afl

matrice

2. Soit C = (1 -1 ) Vérifier que C? + C = 0 et en déduire que C n’est pas inversible.

2 =2

(0 10
SOltA(—l 2.0 10 —1)

1. Montrer que A% — A2 — A +1= 0. En déduire que A est inversible et déterminer A~!
2. Que vaut (A%)~1 ? On attend 2+ méthodes

3 0 2 0

. 0O -1 0 2
Soit A = 9 0 -1 0
o -2 0 3

1. Vérifier que (A —14)2=0

2. Montrer que A est inversible et expliciter la matrice A~1
3. En remarquant que A = (A — 1) + I, calculer A™ pour n > 2.
La formule est-elle encore vraie pour n=0etn=17 pour n=—17
3 1 1
On consideére les matrices A= |1 3 1] et B=A-2I;
1 1 3

Montrer que B? = 3B. Par récurrence, en déduire que A” = 2"13 + 5n§2n B pour n € N.

Comment aurait on pu faire autrement ¢

1. Pour X € M,(R) vérifiant X2 = 0, montrer que (I, + X)" = I, + nX pour n > 1.
2. Pour XY M,(R) vérifiant Y2 =Y, montrer que (I, +Y)" =1, + (2" — 1)Y pour n > 1.

3. Soient A = (_31 _41) et N = <_23 _10). Déterminer A™ et B™ pour n > 1.

6
1 0 O
On considére la matrice A= 6 -5 6
3 -3 4
1 0 0
1. Pour n € N, montrer qu’il esiste un unique a,, € R tel que A™ = | 2a,, 1—2a, 2a,
Qan —an a, +1

2. Reconnaitre la suite (a,)nen. En déduire 'expression de A™ en fonction de n.

0 1 1
On consideére la matrice A= [ 1 0 1
1 1 0
1. Vérifier que A%2 = A + 21. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
2. Pour n € N, montrer qu’il existe deux uniques nombres réels u,, et v, tels que A™ = u,, A +v,1.
On précisera les relations de récurrences entre u,41, Vn+1 €t uy, et vy,.
3. On pose a,, = 2u, + v, et b, = u, — v,. Reconnaitre les suites (a,) et (b,). Pour n € N, en
déduire u,, et v, puis A" en fonction de n

Une matrice M est dite « nilpotente » s’il existe k € N* tel que M* = 0.
Soient A et B deux matrices qui commutent.
1. Si A est nilpotente, montrer que AB 'est aussi
2. Si A et B sont nilpotentes, montrer que A + B l'est aussi.

Soient n > 2 et AM,,(R).
1. Montrer que I — A" = (1— A) >_p= A*
2. On suppose que A" =0 et A"~ ! £ 0, i.e. que A est nilpotente d’indice n.
a. Montrer que A n’est pas inversible
b. En utilisant 1), montrer que I — A est inversible et exprimer son inverse en fontion de A.



matrice

1ite géométrique
atrice nilpotente
An

u n

diagonalisation
ATL

Un

matrice

1 -1 2 =2
5oz 1 0 0 1 -1

1. Montrer que lesmatrices A= 1 0 1 ]|etB= 1 —1 1 o |nre sont pas inversibles
2 20 1 -1 1 0

2. Montrer que les matrices suivantes sont inversibles et déterminer leur inverse

-1 0 2 1 -1 0 jl 1 (1)?
cC=10 0 1 D=1 2 1 E =
0 -1 1 1 1 0 Lo b
0 -1 1 1
1 -1 -1
F—<§ ;) G=[-2 1 3
2 2 1
2 3 , .
On pose A = <3 2) et on note S 'ensemble des matrices M € My (R) telles

que M? = A.
1. On suppose que S est non vide et on considere M € S
a. Montrer sans utiliser les coefficients de A que AM = M A
b. La matrice A est-elle inversible ? Montrer alors que M n’est pas inversible.

a b

c. On pose M = (c d>' Déduire des deux questions précédentes que a = c =d = 0.

2. Montrer que S est vide

Soient u et v les suites définies par la donnée de ug € R, vg € R et vérifiant

{Un+1 = 6u,, — v, (

n > 0).
Un4-1 = Up + 4v, - )

1. Montrer qu’il existe une matrice A versifiant (g"‘“) = A(Z”) pour n > 0. En déduire que
n+1 n

<Zz> A"(ZS) (n>0)

2. Montrer que I’on peut décomposer A sous la forme A = 5I3+4J ot J est une matrice a déterminer
qui vérifie J2 = 0. En déduire A" pour n > 0
3. Obtenir alors les expressions de u,, et v, en fonction de n, ug et vg.

l'on a

On consideére la suite u définie par ug =2, u3 =1, us = —1 et
Upt3 = 2Unto + Upt1 — 2Up (n>0).
2 1 =2 1 1 4 Un o
OnposeA=[1 0 0 |,P=|1 -1 2| etX,=/| tpt1 | pourneN
01 0 1 1 1 Up,

1. Montrer que P est inversible et calculer P~'. Que vaut D = P~'AP ? En déduire D"

Pour n > 0, montrer que D™ = P~1A"P et en déduire A".

3. a. Vérifier que X,,11 = AX,, pour n > 0 et en déduire X,, en fonction de A" et Xj.
b. Déterminer la valeur de u,, en fonction de n

o

3 3 3 12 6
Soient M= |41 &+ L |leeP=[0 1 3
10 1 -1 -3 2

1. Montrer que P est inversible et calculer P~!. Déterminer alors la matrice D telle que M =
PDp!
2. Pour n > 1, montrer que M"™ = PD"P~! et en déduire M".



matrice
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matrice

matrice

3. Dans un club de vacances, un enfant choisit chaque jour une activité parmi « jeu de ballon »,
« planche a voile » ou « catamaran » selon les regles suivantes :
a. Le premier jour, I’enfant choisit au hasard
b. sila veille il a choisi le jeu de ballon, il reste fidele a ce sport avec la probabilité %, ou change
pour la planche & voile (resp. catamaran) avec probabilité i.

c. sila veille il a choisi la planche & voile, il reste fideéle & ce sport avec probabilité % ou change
pour le ballon avec probabilité %
d. sila veille il a choisi le catamaran, il reste fidele a ce sport avec la probabilité i ou change
N . qips 1 1
pour la planche a voile (resp. le jeu de ballon) avec probabilité ; (resp. 3)

1
Pour n > 0, On note b, (resp. vy, ¢,) la probabilité que l'enfant choisisse le ballon (resp.
bn
planche a voile, resp. catamaran) le jour n. Enfin, on pose X,, = | v, | pour n € N.
Cn

a. Déterminer X,
b. A T'aide de la formule des probabilités totales, montrer que X, 11 = M X, pour n > 1.
c. A laide de la question 2), déterminer alors b,, , v, et ¢, pour n > 2 et calculer leur limite.

Un feu bicolore, passe au vert lorsqu’il est rouge avec la probabilité p €]0,1] et
passe au rouge lorsqu'il est vert avec la probabilité g €]0,1[. Pour n > 0, on note r,, (resp. v,) la
probabilité que ce feu soit au rouge (resp. au vert) a l'instant n.

1. Pour n > 0, justifier que it = (L =p)ra+ qun
Un+1 =DPrnp+ (1 - Q)Un

2. En déduire I'existence d’une matrice A € Ms(R) telle que (Z”'H ) =A ( T”) et montrer que

n+1 n
(T">:A"(TO> (n>0).
Un Vo

3. Déterminer deux matrices B et C telles que { j i gi (Cl —p—q)C
4. Vérifier que BC =0=CB
5. Pour n > 0, exprimer A" en fonction de B, C et n
6. Pour n > 1, en déduire r,, et v, en fonxction de n, rg et vg puis leur limite eventuelle.

Montrer que 'on définit des espaces vectoriels, dont on donnera une base, en
posant

T T

Fi = 2x cxeR Fy = Y €M3’1(R):x+y:0

—x z

(0 Dewner) R0 Vianen)

&:{(Z Z) eMQ(R):azzbJrc}

Soient A € M,,(R) et E={M € M,(R): AM = MA}
1. Montrer que FE est un espace vectoriel

2 0 O
2. Déterminer une base de E pourn=3et A=|0 3 0
0 0 -1
-1 0 0
3. mémes questions pour E ={M € M, (R): AM =0}et A= 0 1 0
0 0 O
. 1 0 11 11 11
SmentA:(O O)’B:<O 0)702(1 O) etD:(1 1).

Montrer que (A,B,C,D) est une base de My(R) puis décomposer M = <? _03> dans cette base.



matrice Déterminer une base du sous-espace vectoriel de Ms(R) engendré par

69 () = (53)



VAR

probabilité

14. VAR et lois usuelles (univers fini)

On jette deux fois de suite un dé non truqué. On introduit la VAR X égale au
plus grand des numéros obtenus ainsi que la VAR S qui est égale a la somme des numéros pairs
obtenus, si on obtient au moins un numéro pair, et a 0 sinon.

1. Déterminer 2, Card(£2), X (Q2) et S(€2)
2. Déterminer la loi de S. En déduire sa fonction de répartition, et la dessiner.
3. Déterminer la fonction de répartition de X et la dessiner. En déduire la loi de X.

1. Une urne contient n boules rouges et m boules blanches. En calculant de deux maniéres diffé-
rentes le nombre de tirage de k boules de 'urne, montrer que

k
Z " )= (" o (Formule de Vandermonde)
J k—7 k

Jj=0

n 2
n
2. En déduire Z ( )
=0 M
3. Deux joueurs lancent une piece de monnaie parfaitement équilibrée n fois chacun. Calculer
la probabilité qu’ils obtiennent le méme nombre de fois « pile ». On pourra introduire deux

variables aléatoires ....

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs 2, 4, 6 et 8. Déterminer la loi
de X sachant que

P(X<6)=i, P(X>6)=% et P(X=2)=PX=4).
Calculer alors E(X) et V(X)

Une urne contient 2 boules blanches et 8 boules noires. Un joueur tire successi-
vement et sans remise 5 boules. Soit B (resp. N ) la variable aléatoire égale au nombre de boules
blanches (resp. noires) obtenues.

1. Déterminer la loi de B puis calculer E(B).
2. Trouver une relation liant B et N . En déduire la loi de N ainsi que son espérance.
Que deviennent ces résultats lorsque les tirages se font avec remise 7

Une urne contient 2 boules blanches et 4 boules noires. On tire les boules une
a une sans remise jusqu’a ce qu’il ne reste qu’une seule couleur dans l'urne. Soit X le nombre de
tirages nécessaires. Expliciter la loi de X et son espérance.

Soient o € R et X une VAR & valeurs dans [1,10] vérifiant
P(X =k)=ak (1 <k <10).

1. Déterminer «
2. Déterminer ’espérance et la variance de X
3. Déterminer la loi et I'espérance de ¥ = X + 1

On dispose de n > 1 boites. Pour 1 < k < n, la boite By contient k jetons
numérotés de 1 a k. On choisit au hasard une boite puis on tire un jeton. On note X la variable
égale au numéro du jeton obtenu. Déterminer la loi de X.

On effectue des tirages sans remise dans une urne contenant 2 boules blanches
et n—2 boules rouges. On appelle X le rang de sortie de la premiere boule blanche, Y le nombre de
boules rouges restant & ce moment dans l'urne et Z le rang de sortie de la deuxieme boule blanche.



1. Déterminer la loi de X et son espérance.
2. Exprimer Y en fonction de X et calculer E(Y).
3. Trouver un lien entre Z et X, et en déduire sans calcul la loi de Z.

On jette n > 1 fois une piece dont la probabilité d’obtenir pile est p €]0,1][.
Soit X la VAR égale au numéro du premier lancer qui donne pile, si ’'on obtient au moins un pile,

et qui vaut n + 1 sinon.
n+1

1. Déterminer la loi de X et vérifier par le calcul que Z PX=k)=1
k=1

2. Pour z # 1, rappeler > 7 z* et en déduire que

- B 1—(n+ z™ 4+ ng"t!
S gkt = L (1193)2 (@ #£1)
k=1

En déduire 'espérance de X

Un joueur mise s > 2 euros puis tire successivement et avec remise des boules
d’une urne, contenant % de boules blanches et % de boules noires. Chaque tirage enleve 1 euro de
la mise. Le jeu s’arréte dans deux cas :

e lorsque la somme restant dans la mise est nulle

e lorsqu’il tire une boule blanche, auquel cas le joueur percoit alors le triple de la somme restant
dans la mise

On introduit la VAR X égale au nombre de tirages effectués par le joueur, et la VAR T égale a la

somme pergue par le joueur.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer E(X). On pourra reprendre la formule de 'exercice 14.9.

3. Exprimer T en fonction de X. Quel est le gain relatif moyen du joueur (mise incluse) ?

Variante courte Edhec E 2005. Un mobile se déplace sur un axe :
e A Tlinstant 0, il est & ’abscisse 0
e Si le mobile est a ’abscisse k, a 'instant suivant, il sera a l'abscisse k + 1 avec probabilité
p €]0,1[ et en 0 sinon.
On appelle X, la variable égale a I’abscisse du mobile a I'instant n.
1. Donner la loi de Xy et de X
2. Pour n € N, montrer que X,,(Q) = [0,n].
3. Pout 1 < k < n, montrer que P(X,, = k) =pP(X,,-1 =k — 1.
4. Pour n > 1, en déduire que E(X,,) = pEx, _, + p puis déterminer E(X,,) en fonction de n et p.

Tracer la fonction de répartition
de la loi uniforme sur [[1,4]
2. de la loi binomiale B(2, %)

—_

1. Un cycliste rencontre 5 feux de circulation sur le boulevard de Strasbourg. La probabilité qu’un

feu soit vert est de %, et ce indépendamment des autres feux. On note X le nombre de feux
verts pour le cycliste. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

2. Une étude statistique a permis de déterminer que 10% de la population est gauchere. Calculer
la probabilité qu'un groupe de 8 personnes contienne :
a. un seul gaucher
b. au moins deux gauchers

3. Un parking souterrain contient 20 scooters a 3 roues, 20 motos et 20 voitures. On choisit un
véhicule au hasard, et on note X le nombre de roues de ce véhicule. Loi de X, espérance, et
variance.

4. Dans un magasin de matériel informatique, chaque boite de CD a la probabilité % de contenir
au moins un CD défectueux et ce indépendamment des autres boites. Réguliérement, un client
achete n boites de CD. S’il constate qu'un CD est défectueux, il rapporte toute la boite au

magasin. Comment choisir n, pour qu’en moyenne, il ait au plus une boite a rapporter ?



Pour X < B(n,p), déterminer et reconnaitre la loi de Y =n — X
Pour X < B(n,p), calculer E (2X) et K (ﬁ)

Les résultats de la VAR X < B(n,p) sont affichés par un compteur détraqué :
1. lorsque X # 0, le compteur affiche la bonne valeur
2. sinon, il affiche un nombre au hasard entre 1 et n
On note Y la variable aléatoire égale au nombre affiché par le compteur
1. Déterminer la loi de Y
2. Montrer que E(Y) > E(X). Aurait-on pu deviner ce résultat ?

Une puce se déplace sur un axe : initialement a ’origine, elle se déplace d’une
unité sur la droite avec probabilité p €]0,1[, ou de deux unités sur la droite avec probabilité 1 — p.
On note X, sa position apres n sauts, et Y,, le nombre de sauts d’une unité parmi ces n sauts.
1. Déterminer la loi de Y,, puis trouver une relation entre X,, et Y,,.
2. Donner sans calcul I'espérance et la variance de X,,. bonus : trouver la loi de X,,.

M demande F' en mariage. Sa réponse est transmise a I, qui la transmet a I
(en la niant pour blaguer avec une probabilité p €]0,1[), qui la transmet de méme & I5 et ainsi de
suite jusqu’a I,, qui la transmet a M. Blaguer se fait indépendamment des uns des autres.
1. Calcul préliminaire : déterminer (1 + (—1)*) pour k € N.
2. On introduit la variable aléatoire X,, qui compte le nombre de messages contraires. Déterminer
la loi de X, . En déduire la probabilité p, que la réponse transmise a B soit la bonne.
3. Déterminer la limite de (p,)

Soit X une VAR telle que X (2) = [0,n]. Montrer que

n—1
E(X)=> P(X >k)
k=0

Partir de E(X) et exprimer P(X = k) en fonction de P(X > k) et P(X >k —1)
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15. Applications linéaires

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7

f: R3 — R? g: R? — R? h: R2 — R
(z,y,2) = (y,2+2) (zy) = (2vyy,> —vy) (ry) = 22+ 3y

Montrer que les applications suivantes sont linéaires. Déterminer une base de
leur noyau et de leur image. Préciser si elles sont injectives, surjectives ou bijectives

f: R3 — R3 g: R3 — R? h: R2 — R?
(x,y,z) — (QJ + y—zy + 2vy + 2y) ('Tuy,Z) = (.’I} —Yy—z2Yy - 2Z) (x,y) = (ya())

Soit f un endomorphisme de R? tel que les images par f des vecteurs de la base
canonique de R? sont respectivement (1,—1,2), (=3,2,—1), (—7,4,1).
1. Pour v = (z,y,2) € R?, déterminer f(v)
2. Donner les antécédents par f de u = (—1,—1,8) et de v = (—2,1,3). f est-elle injective ?
surjective 7
3. Déterminer une base du noyau et de I'image de f

Soit f : R — R une application linéaire. Montrer qu’il existe un unique a € R
tel que pour tout f(x) = ax pour = € R.

Soit ¢ € L(R3) avec ¢(1,1,1) = (0,1,1), ¢(1,2,3) = (1,1,1) et g(0,1,1) = (1,2,3).
1. Montrer que la famille ((1,1,1), (1,2,3), (0,1,1)) est une base de R # et déterminer les coordonnées
de z = (x,y,2) dans cette base
2. Justifier que g est uniquement définie par les données de 'exercice.
3. g est-il un automorphisme de R3 ?

1 2
0 3
1. Montrer que f est un endomorphisme de M,,(R).

On suppose que A est inversible. Montrer que f est bijective et déterminer sa réciproque f 1.
3. On suppose que f est surjective. Montrer que A est inversible

On pose M = ( ) et f(A) = AM — M A powr M € Ms(R)

o

Soit A € M, (R). On pose f(M) =AM pour AM,,(R).
1. Montrer que f est un endomorphisme de M,,(R).
2. On suppose que A est inversible. Montrer que f est bijective et déterminer sa réciproque f~1.
3. On suppose que f est surjective. Montrer que A est inversible

A une suite u € RN est associée la suite U vérifiant U,, = Up41 — 2uy, pourn = 0
1. a. Déterminer la suite U associée a la suite u donnée par u,, =n pour n > 0
b. Déterminer la suite U associée a la suite u donnée par u, =3 x 2" + 1 pour n > 0
2. Montrer que I'application f : u + U est un endomorphisme de RY.
3. Déterminer le noyau de f. On en précisera une base.
4. Montrer que f est surjectif

A une application f : R — R continue, on associe 'application T(f) : z —

f
1. Déterminer Papplication T'(f) associée a la fonction f donnée par f(z) = ax + b pour = € R.
2. Montrer que T': f — T'(f) est un endomorphisme de C(R,R)

3. Déterminer le noyau de T'. On en précisera une base
4. Montrer que T est bijectif



linéaire

linéaire

linéaire

Mat(f)

Mat(f)

f(x)

base

Mat(f)

endo

Mat(f)
Ker
Im

soit f : R? — R? définie par f(z,y) = (z — y,x +y) pour (z,y) € R?
1. Montrer que f est un automorphisme de R? et déterminer sa réciproque !
2. Donner ’expression de f o f.

soient E, F, G, trois R—espaces vectoriels et f : E — F et g : FF — G deux
applications linéaires
1. Montrer que go f =0 <= Im f C Kerg
2. Monter que Ker f C Ker(go f) et Im(go f) CImg

Extrait A’EML S 2014. A chaque application f : R — R, on associe une
application T'(f) : R — R en posant

(@) =5 [ indt (@em)

-1

1. Pour f € C(R), montrer que T'(f) est dérivable sur R, de dérivée continue et que

(fz+1) = flz-1))

N |

T(f) (z) =

Montrer que T': f — T(f) est un endomorphisme de C(R).

Est-ce-que T est surjectif ?

Si f € C(R) est paire, montrer que T'(f) est paire.

Calculer T'(s) pour I'appllication s : R — R définie par s(z) = sin(rz) pour x € R.
L’application T est-elle bijective ?

15.1 Matrices d’application linéaire

G

Donner les matrices des applications suivantes dans les bases canoniques des
espaces concernés

f: R = R3 g: R4 — R2
(zy) = (2z—-yz+y2) (zyzt) = (z+yz+1)
h:R — R? k: R3 — R
x = (x,2z,2) (r,y,2) — 2x—2z2

Soit f : R? — R? linéaire, définie par f(z,y) = (4o—6y,x—y) pour (x,y) € R?
Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R?
Idem avec la base ((1,1)7 (1,—1)) au départ et la base canonique a l'arrivée
Idem avec la base canonique au départ et la base ((1,1), (1, —1)) & I'arrivée
Idem avec la base ((2,1),(3,1)) au départ et a D'arrivée

= 0o

O DN =
L

1
Soit f € L(R3) I'application canoniquement associée & A = | 2
0

1. Pour (x,y,z) € R3, déterminer f(x,y,z) de deux facons différentes
2. Déterminer le noyau de f de deux fagons différentes puis I'image de f. La premiére question
était-elle nécessaire 7

0 00
3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matricede fest B= {0 1 0
0 0 3

Soit A = ((1) 1) Pour M € M3(R), on pose f(M) =AM — MA

1. Montrer que f: M — f(M) est un endomorphisme de Mz (R)
Déterminer la matrice B de f dans la mase canonique de M (R).
3. En déduire Ker f et Im f.

o
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Mat(f)
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| f n

E=FaG
base
projecteur

Mat(f)

linéaire

o

1 1 1
Soit M = -1 2 =2
0 3 -1
Déterminer le noyau et 1'image de I’application f € £(R?) canoniquement associée a M.
Soit F un espace vectoriel de base B = (;, j, l;) Déterminer le noyau et I'image de ’application

g € L(E) dont M est la matrice dans la base B.

6 4 4
mémes questions avec M = [ 2 2 1
5 6 2

Soit n > 2. Pour P € R,,[X], on pose ®(P) = 3X P’ + (X? - 1)P".
Vérifier que ® : P — ®(P) est un endomorphisme de R, [X].
Ecrire la matrice de ® dans la base canonique de R, [X].
® est-elle un automorphisme ? Déterminer Ker & et Im ®.

Soit E un EV de base (i, ], k) et soit f € £L(FE) vérifiant f3 =0 et f2 # 0.
Montrer qu’il existe u € E tel que la famille (u,f(u), f%(u)) soit une base de E

Ecrire la matrice de f dans cette base

Généraliser ce résultat lorsque E admet une base (eq,...,e,) avec f* =0et f"~1 #£0
-4 -6 0
Soit f € L£L(R3) cannoniquement associéa A= 3 5 0
3 6 5

soient i = (—2,1,0), j= (=1,1,—-1) et k= (0,0,1). Montrer que B = (Z, 7, l;) est une base de R3.
Déterminer les coordonnées d’unvecteur ¥ = (a,b,c) quelconque dans cette base.

Donner la matrice de f dans cette nouvelle base B. Que remarquez-vous ?

Donner la matrice de f™ dans cette base B. En déduire 'expression de f™ pour n > 1.

Soit F = {(z,y,2) € R?: 2 — y+ 32 =0} et G = Vect ((1,3,0))
Montrer que F @ G = R3 et préciser une base adaptée & cette somme directe.
Soit p le projecteur sur F' parallelement a G. Donner la matrice de p dans cette base.
Déterminer I'expression de p, puis donner la matrice de p dans la base canonique.

ESCP E 96 adapté. Soit E un R-espace vectoriel de base B = (7, ], k).

Pour a € R, on note ®, 'unique endomorphisme de E vérifiant

N

-

D,()=i+2f+k B())=—i+@—3)j+(a—1)] et @, (k)=—2—4]+ak

Ecrire la matrice de ®, dans la base B

Montrer que ®( est un automorphisme et déterminer la matrice de sa réciproque dans B.
a. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles ®, est un automorphisme.

b. Pour chaque valeur de a, déterminer le noyau de ®,,.

c. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le vecteur i— j —k appartient a I'image de ®,

Montrer que les vecteurs I=i+ 3;— E, J = 2i+4i—k et k forment une base de E et déterminer
la matrice de ®; dans cette base.



16. Intégration (sur un segment)

Ik Calculer les intégrales

1 2 2
A:/ 245dx B= /d” C= /dx D= /
0

/lx/achld:v F*/ (22 + 3)"dx G= / H = /2 xd:r
o 0 o 1 a 1 .'L'2+1 N 1 x2—|—1

Ik Dans chacun des cas suivants, calculer I’intégrale apres avoir justifié son existence
e

2
I= /m—xdx dz,
1 0o € +3
dx 4 L zdx
L= e M= z (x — 2v/x)dx, N =
/e naz’ /1f( \F) /0 r+1
P /

m—xldx Q:/j\/%, R= /max( )dx

2 T

K =

primitive Déterminer les primitives sur les intervalles ou elles existent pour
)= @) =avEow, b=
x+1 z(zx —1)
Ik Calculer les intégrales suivantes a I’aide du changement de variable indiqué
cdv
10 10 dg
dv y = 22 J = _— dv y = e”
/0 (x2+2 x2+1) cdvy=z /0 pr— cdvy=ce
= 2 Inz d dv oy 1 I— 11 x dx dv oy —
COSs 1+z2 7$ CVy—; % n 1‘+1 m cav y = m
Fn(1 3
M = / n(l+¢%) cdvy=14¢€" N = /2 dx cdv y = cos(z)
0 lte : sin(z
I Calculer les intégrales suivantes
2 —2 e
I= / re®dz, J= / x2ed®dx, K= / 3In(z L= / x(Inx)?da,
1 o o 1
M = / r3e® du, N = x cos(z)dx, = / e” cos(4x)dx
0 —m 0
) /2
positivité : | Montrer que / cos(z)3dz > 0. Comment montrer I'inégalité stricte ?
0
J
inégalité : | nod
galit 5 J 1. Pour n > 2, calculer / v
diverger 9 T Inz
k+1 dx 1
2. Pour k > 2, montrer que / <
r xlnx ~ klnk
n—1
3. Montrer que 'on définit une suite S divergeant vers 4+oo en posant S,, = Z ok pour n = 2.
n
k_
1
i Pour n € N, montrer que u, = / 2™V1 + xdx vérifie 0 < u, < n{l En
encadrer 0

imite  déduire que la suite (u,,) converge et préciser sa limite.



somme

J
1/

limite

monotonie
inégalité : f
relation
limite

J

inégalité : [
limite
relation

élément simple
relation
décroissant
encadrer

décroissant
convergence

relation
Un

limite

J

fonction : f
définition
signe

parité

Cl

eau de variation

-~ W

w

o

oLk e

n " 1 (—9:)"
+ (-1 L=l — _— 1
( 1)k71

1+
*l‘)n n
1+xd:z::1n2—un pourun:Zk:I k

dxl < nil pour n > 1. En déduire que la suite (u,) est convergente

Montrer que 1 —z + 22 + ... pour n > 1et x #1;

—~

1
Pour n > 1, en déduire que /
0

)VL
14z
et déterminer sa limite.

Montrer alors que ‘ E

1 n
Déterminer la monotonie de la suite définie par I, = / e 5dx pour n > 0.
0 SU
Montrer que 0 < I, < n~1H pour n > 0. En déduire la limite de (I,,).
1 In2 2
Pour n > 0, montrer que J, = 2" In(1 + 2?)dz vérifie J,, = - —
En déduire la limite de J,, puis celle de n.J,.
1 1
Pour n € N, on pose I, = —'/ (1 —2)"edx
n. O
Calculer Ij et Iy
e
Pour n > 0, montrer que 0 < I, < — En déduire la limite de (I.)
n!
1
Pour n > 0, montrer que I, =1, ——
= q n+1 n (TL + 1)'
n
1
Pour n > 0, on pose S, = Z R Montrer que I,, = e — S,, puis déterminer la limite de (S,).
k=0 "
1 n
z"dz
Pour n € N, onposeun:/2 3
0o 1—=
1 a
a. Déterminer a et b dans R tels que = + pour 0 < z < % En déduire wug
1—22 1-z 1+=x
b. Calculer uy
1
Pour n € N, montrer que u,, —u = ————— . En déduire uy et us.
q n n+2 (n + 1)2n+1 2 3
Montrer que la suite (u,) est décroissante
Pour n > 0, montrer que 0 < u,, < W. Conclusion ?
z
Intégrales de Wallis. Pour n € N, on pose W,, = / (cosz)"dx.
0
Calculer Wy et Wh.
Montrer que la suite (W;,) est décroissante. En déduire qu’elle converge.
Pour n > 0, montrer que (n + 2)W, 2 = (n+ 1)W,.
@)
Pour n > 0, montrer qlors que W,, = W§
Montrer que la suite définie par w,, = (n + 1)W,,11W,, pour n > 0 est constante. Déterminer
sa valeur.
En déduire 'expression de Wa, 11 pour n > 0

Pour f :[0,1] = R continue, montrer que hm / f(z)x"dz = 0.

Pour f:[0,1] — R de classe C!, montrer que lim

n~>+oo/ f(z)sin(nz)dz = 0.

dt
144
Déterminer I’ensemble de définition de F' et préciser son signe.
Etudier la parité de F'
Justifier que F est de classe C' sur R, dresser son tableau de variations et retrouver son signe.

Soit F' la fonction définie par F(x) = /
0



fonction : j
définition
impair

signe

Cl

dérivée

eau de variation

fonction : ]

continuité

minorer

JFf)d

fonction : ]
définition
signe

Cl

dérivée
variations
encadrer
limite

fonction : ]
définition
décroissant
limite

Cl

dérivée

fonction : [
eau de variation
existence
unicité
variations
dérivabilité

existence

linéaire

2x
Escp E 89. On pose g(x) = / e tdt

N
o TP oo

1 x
Montrer que la fonction définie par g(x) = — / t2etdt est prolongeable par M|
T Jo

continuité en 0 en précisant la valeur. Proposer 3 méthodes

Justifier que g est bien définie sur R
Montrer que g est une fonction impaire
Déterminer le signe de g(z) suivant les valeurs de x

Pour z > 0, montrer que ze~47” < g(z) < ze™

1. Pour z € R, montrer que = + v/1 + z2 > 0.

x
2. Pour z € R, montrer alors que

‘%_2
1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f : z +— / —dt

2. Trouver le signe de f selon x

En déduire les variations de f

S otk W

—_

Etudier la limite de F' en +oo.

W

dt

0o V1412

Montrer que F' est décroissante sur |0, +00]

Justifier que g est de classe C! et que ¢/(z) = 2e74"
Dresser le tableau de variations de g. On précisera g(0).

x

Montrer que f est de classe C! sur 0, +o0[ et que f'(z) =

— e~

x

: pour z € R.

*. En déduire les limites de g en +00 et —oo.

zln(x—i— 1—1—332).

2
eft
t

4 2

2e7T —e™%

1
Déterminer I'ensemble de définition de la fonction F : x — /
0

pour z > 0

T

Pour x > 0, montrer que e Inx < fz) < e~ Inz. On séparera les cas x < 1 et x > 1.
En déduire les limites de f en 0 et en +o0.

et
t+x

dt

Montrer que F est de classe C* sur ]0, +oo et que F'(z) + F(z) = -5 — L pour z > 0.

x+1

xT
1. Dresser le tableau de variation de la fonction F' : z — / et dt.
0

2. Montrer qu'’il existe une unique fonction g : R — R vérifiant /

3. FEtudier les variations de g ainsi que sa dérivabilité.

Pour f :[0,1] — R continue et vérifiant [} f(t)dt = %, établir I'existence de

¢ € [0,1] vérifiant f(c) = c.

Extrait A’EML S 2014. A chaque application f : R — R, on associe une

./

1. Pour f € C(R), montrer que T'(f) est dérivable sur R, de dérivée continue et que

application T'(f) : R — R en posant

N |

x+1

Ft)dt

-1

()

0

(z €R)

(flz+1) = flz-1))

et’dt = x pour z € R.

M

ou



convergence
limite

CU 0N

Montrer que T': f — T(f) est un endomorphisme de C(R).

Est-ce-que T est surjectif ?

Si f € C(R) est paire, montrer que T'(f) est paire.

Calculer T'(s) pour I'appllication s : R — R définie par s(z) = sin(rz) pour x € R.
L’application T est-elle bijective ?

16.1 Intégrales a un paramétre

w0

=

4.
D.

On pose F(z) = J° e%dt
Déterminer I’ensemble de définition de F' et préciser le signe de F' sur
Justifier que F est dérivable sur et dresser son tableau de variations.
Calculer la limite de F en 0
Etudier le signe de F(z) — Inx pour z > 1. En déduire la limite de F en +oo.

On pose f(z) = ﬁgﬂ m(fﬁ
Justifier que f est bien définie sur R*, et déterminer le signe de f sur R*.
Montrer que f est impaire
Dresser le tableau de variation de f.
Calculer la limite de f en +o0o puis en —oco. Qu’en est-il en 0 7

On pose g(z) = 7 Va? +t2dt
Pourquoi les méthodes des exercices 16.1.24 et 16.1.25 ne s’appliquent-elles plus ici pour
trouver le tableau de variation de g ?
Déterminer I’ensemble de définition de g
Pour z € R, montrer, a l'aide d’'un changement de variable, que g(z) = cz|x| avec ¢ =
ﬂ V1 +y2dy
En déduire que g est continue puis dérivable sur R.
Dresser le tableau de variations complet de g.

16.2 Sommes de Riemann

Etablir la convergence des suites suivantes et déterminer leur limite

n—l\/E n 1 n—1 k %
Up = —> vn:kz::lk_’_n, Wy, = H(l—i—n)

k=0

Soit k > 2 un entier. Déterminer la limite de la suite (uy,)nen+ définie par

1 1
4 e

v 217 n —
" Y n+l n+2 kn

Déterminer la limite de la suite (v, )nen+ définie par

Vn > 1, Un::%(\/l(n—l)—&—\/Q(n—2)—|—---+ (n—l)l)



17. Nombres complexes

Donner la forme algebrlque des nombres complexes suivants.

5— 7 7—i
0= (3+2)(-1—i) b=-—" +Z+ L d=(5+30)2 =2

213 “T1-i 1+

Soient n € N et ¢ € R. Donner la forme exponentielle des nombres complexes

2 . _
1+ivV3 (149" c=1-e% T (1+iV3)" 14e?  1—¢?
1
14 o (1=iv3\" | 1+itan(a) _ _
Calculer _27 (\/§+Z), 1+Z et mpour _§<x<§

Résoudre les équations complexes d’inconnue z suivantes

1
o L =[z|=n-

a) z—|—g€R b)

z—2 _
iz+3|

Résoudre les équations complexes d’inconnue z suivantes

3 i++/3 ;14 n .
z° = C yA— d A :1_2\/5
i—V3 ) 2 )

a) 2'=i b)

e) z

1. Résoudre I’équation e** =1 pour z € R
n
2. Pour n € Net z € R, calculer F,, = Z etk

3. Trouver la forme algébrique de F,,

4. Donner les expressions factorisés de C,, = Z cos(kx) et de Sy, Z sin(kx)
k=0

1. Ecrire la forme algébrique de (e?® +1)" pour b€ R et n € N

2. Calculer Z (Z) e@+kb) pour (a,b) € R? et n € N.
k=0

1
Simplifier (1 + §)° et —ouj=¢e3
p (1+7) ag 7 o/

n
Résoudre dans C ’équation <Z+> =1pourn>1
z

Ecrire sin(z)3

x cos(c) en donction de sin(4x) et sin(2z)
Résoudre dans C I'équation e = 1 4 iv/3

Ecrire cos(5x) en fonction des puissances de cos(z). De méme, écrire sin(5x)
en fonction des puissances de sin(x).



18. Polynomes

Pour n > 2, déterminer les degrés et coefficients dominants des polynémes
n

P=(X+1) XY X+2m) Q=][@X-k R=(X+3"—(X+2)"
k=0

Déterminer les polynémes P € Ry[X] vérifiant 2P = X P’

\nalyse-synthase Le but est de déterminer les polynomes P € R[X] vérifiant
(x) P(X?)=(X2+1)P.

1. Quelques exemples :
a. Le polynéme P = X3 + X + 1 est-il solution ?
b. Le polynéme nul est-il solution ?
¢. Montrer qu’aucun polynéme de degré 1 ne peut étre solution

2. Analyse du probléme : soit P # 0 un polynome vérifiant (x)
a. En posant n = deg(P) déterminer la seule valeur de n possible
b. En déduire alors tous les candidats

3. Syntheése du probléme : déterminer toutes les solutions.

sion euclidienne Effectuer les divisions euclidiennes suivantes dans R[X]
X34+ 1lpar X2+ X +1 4X4 4+ X3 -2X%2 —5par2X? 4+ X +1

reste euclidien Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de
X" par X2 —3X +2 X" par (X —1)2
(X —1)"+(X+1)" —1par X2 -1 X% +2X" 4+ 1 par X? 41

dérivée Calculer de deux maniéres la dérivée du polynéme P = (X + 1)" pour n € N.

somme n
n

En déduire la s
n déduire la somme Z k (k)
k=0
simplifier Sans développer, montrer que le polynome P = (X —3)?—2(X —2)2+(X —1)2-2

est le polynome nul

constant Soit P € R[X] tel que P(X 4+ 1) = P(X). Montrer que P est un polyndme
constant. Poser Q@ = P — P(0) et montrer que Q =0

Soit P € R[X] tel que X2P = 0.
1. Montrer que P = 0 de deux facons différentes
2. Ce résultat reste-t-il vrai pour les fonctions ?

Soient P et ) deux polynomes de R[X] vérifiant P(x) cos(z) + Q(z) sin(z) =0
pour z € R. Montrer que P =0 et @ = 0.

1. Montrer que —1 est racine triple de P = X° + 2X* 4+ 2X3 4+ 4X2 4+ 5X + 2. En déduire sa
factorisation dans R[X].
2. Préciser 'ordre de multiplicité de la racine 1 pour

P =X _pXntl ppxn-l_ Q=X+ _ (20 + X" 4 20+ 1)X" — 1

résoudre Déterminer 'unique polynéme P a coefficients réels vérifiant les propriétés :
Le degré de P est 5
Son coefficient dominant est 3



coeff-racine

-~ W

o=

. Résoudre le systeme {x

1 est racine double de P
2 et 3 + 2¢ sont racines simples de P

Montrer que X2 42X — 3 divise X3 + X2 — 5X + 3 dans R[X]. Proposer 3 méthodes. Quelle
est la plus simple ?

Méme question avec X? —3X +2 et X* —4X3 +6X? —5X +2

Méme question avec (X — 1)% et 2X° — X2 —4X + 3.

Factoriser dans R[X] le polynome X +3X?3 —14X?2 422X — 12 sachant que i+ 1 en est racine.

. Factoriser dans C[X] puis dans R[X] le polynome X% + 1.

Soient a et b deux nombres complexes. On pose
P=(X-a)(X—-b)=X%2-5X+p.

. Déterminer s et p en fonction de a et b (relation coeflicients-racines)

rt+y =S

sont les couples de racines de P
TXYy =0p

Prouver que les solutions du systéme {

z+y =-1
xy =—6

Soit (P,) la suite de polynémes définie par Py =1+ X et

X X(X+1 XX+1..( X+n-1
X XX4D, | XCCHD ) sy

P=1+

A Taide de la définition, écrire les polynomes Py, P3 et Py.
Déterminer la relation de récurrence entre P41 et P,
Factoriser les polynéme Pj et Ps.

1 n
Pour n > 1, montrer que P, = ] H(X +k)
k=1

Polynomes de Tchebycheff. Soit (P,) la suite de polynoémes définis par

Py =1, P=X e Poyo=2XP,11—P, (neN)
Préciser Ps, Ps, Py.
Pour n > 1, déterminer le coefficient dominant de P, et son degré. Qu’en est-il pour n =0 ?
Etudier la parité de P,
a. Exprimer cos(a) cos(b) en fonction de cos(a + b) et cos(a — b)
b. Pour n € N et x € R, montrer alors que P, (cosxz) = cos(nz)
c. En déduire les racines de P, ainsi que sa forme factorisée

Polynémes d’interpolation de Lagrange.
Déterminer 1'unique polynéme de degré 3 tel que P(1) =0, P(2) =0, P(3) =0et P(4) =1
Soit n € N et n 4+ 1 nombres réels distincts deux a deux ag, ..., ay.
a. Déterminer 'unique polynoéme de degré n, noté Lg vérifiant
Lo(ag) =1 et Lo(ax) =0  (1<k<n)
b. Plus généralement, determiner 'unique polynoéme de degré n, noté Ly, vérifiant

Lk(ak) =1 et Lk(aj) =0 (] 7& ]C)

c. soient n 4+ 1 nombres réels by, ..., b,. Montrer que 'unique polynéme P de degré inférieur a
n vérifiant P(ay) = by pour 0 < k < n est le polynéme

P= i br Ly,
k=0
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espace vectoriel

endance linéaire

Vect

endance linéaire

espace vectoriel

base

continuité

base

coordonnées

linéaire
Im
Ker

linéaire

linéaire

linéaire

1. Pout P € R[X] déterminer le degré du polyndéme P(X + 1) — P(X) en fonction de celui de P
2. Déterminer les polyndémes P € R[X] tels que P(0) =0 et P(X +1) — P(X) = X2,

3. En déduire I'expressionde Y 7?_, k? en fonction de n € N.

18.1 Espaces vectoriels et polynémes

Montrer que les deux ensembles suivants sont des espaces vectoriels

Fy ={P e R[X]: P(0) = P'(0) = 0} et F, ={P eR[X]: P(0) = P(1) = P(2) =0}

Quel est le plus petit sous-espace vectoriel de R[X] contenant E = {P €
R[X] : deg(P) =3} 7

Dans R[X], le vecteur P = 3X?® — 2X?2 — 4X est il combinaison linéaire des
vecteurs Q = 1, R = (X +1)? et S = X3 ? Plus généralement, décrire Vect(Q,R,S).

Dans R[X], les familles suivantes sont-elles libres ?
1. Fi=(3X,X%-1X3)
2. Fo=(X+1X-1)
3. Fy=(X?-121X*+1,X*+ X)

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels et en déter-
miner une base :

Ey = {bX?+aX —a: (ab) € R?} E, = {P € Ry[X] : P(0) = P'(0)}
Es = {P € R4[X]: P(0) = P(1) = P(2) = 0} E; = Vect(2X + 1,X + 34X +7)

Montrer que tout polyndéme a coefficients réels de degré impair admet au
moins une racine réelle.

Montrer que B = (1,X +1,(X + 1)2,(X + 1)®) est une base de R3[X] et
décomposer le vecteur P =1+ X + X2 4+ X3 dans cette base.

Pour P € R3[X], on pose f(P) = (P(0),P'(0), P"(0)).
1. Montrer que I'application f : R3[X] — R? est linéaire
Déterminer une base de I'image de f. L’application f est-elle bijective ?
3. Déterminer une base du noyau de f

o

Pour P € R3[X], on pose f(P)=2P — XP’

1. Montrer que f est linéaire
2. Déterminer le noyau de f. est-elle injective ?
3. Déterminer I'image de f. est-elle surjective ?
4. Meémes questions avec R,[X] & la place de R3[X].
Soit f: R3 — R[X] linéaire avec f(1,0,0) = (X +1)2, £(0,1,0) = X2 + 1 et
£(0,0,1) = X2

1. Montrer que la famille (X +1)%, X2 + 1,X2) est une base de Ry[X]
2. Qu’en déduit-on a propos de f 7 Préciser alors le noyau et 'image de f.

Pour P € Ry[X], on pose f(P) = (X? —1)P' —2XP
1. Montrer que f est un endomorphisme de Ro[X].
Déterminer une base du noyau de f, puis une base de 'image de f.
3. Mémes questions avec R,,[X] remplagant Ro[X].

N
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linéaire

linéaire

endo

Mat(f)

auto

endo

Mat(f)

linéaire

!

compatibilité
systéme linéaire

Pour P € R[X], on pose f(P)=XP et g(P)=P’
1. Vérifier que f: P~ f(p) et g: P+ g(P) sont des endomorphismes de R[X]
2. Montrer que go f — f og = Ildg[x]
3. Pour n > 1, montrer que go f* — ffog=nfr"!

Pour P € R, [X], on pose &(P) =P — P’
Montrer que ® est un endomorphisme de R,,[X]
Pour 0 < k < n, calculer @(Xk)
Déterminer une base de I'image de ®
Déterminer le noyau de ®

W=

Pour P € R[X], on pose ®(P) = (X? — 1)P et u(P) = (P(-1), P(1))

1. Montrer que ® : R,[X] — R[X]etu:R,2[X] — R? sont linéaires
P — ®(P) P —  u(P)

2. Montrer que ® est injective

3. Montrer que Im(®) = Ker(u)

4. Montrer que u est surjective

Pour P € R, [X], on pose f(P)=XP’
1. Vérifier que f: P — f(P) est bien un endomorphisme de R, [X] puis écrire sa matrice dans la
base canonique.
2. f est-elle un automorphisme ? Déterminer Im f puis Ker f.

Soit n > 2. Pour P € R,,[X], on pose ®(P) = ((X? - 1)P)”
1. Vérifier que @ : P — ®(P) est un endomorphisme de R, [X].
2. Montrer que (1) =2 et &(X) =6X.
3. Déterminer la matrice de ® dans la base canonique de R,,[X]. Qu’en déduit-on sur & ?

Pour P € Ry[X], on pose f(P) = (P(0), P'(0), P(1))
1. Montrer que f: P+ f(P) est une application linéaire de Ro[X] dans R?.
2. Déterminer, a I’aide de la représentation matricielle, une expression de f . Comment aurait-on
pu faire sinon ?

18.2 DM
Discuter et résoudre en fonction du parametre m € R les systémes
Ty +mz=m vty +e =1 (m+ 1)z +my =2m
a) mr+y+mz=1 b)s mz +y +(m-1)z =m ){ ma + (m+ 1)y = 1

mr+my—+z=m x +y +z =m-+1



existence
base

19. Espaces vectoriels de dimension finie

Dans R*, déterminer la dimension de F = Vect ((1, 1,3, —3), (2, —2,4, —4), (3, =3,%%-7), (1, -1

Dans R¥, déterminer la dimension de F' = Vect (2 — e**,z — 2%e*?)

1. Montrer que l'ensemble des matrices diagonales de M, (R) est un sous-espace vectoriel de
M, (R) dont on précisera la dimension.

2. Méme question avec I'ensemble S,,(R) des matrices symétriques de M., (R)

3. Méme question avec ensemble A,,(R) des matrices anti-symétriques de M,,(R)

Soit @ € R*. Montrer que F, = {x — P(x)e®® + Q(x)e™** : (P,Q) € R,[X]?}
est un espace vectoriel de dimension finie. En déterminere une base et la dimension

Montrer que (X*(X — est une base de R, [X].

—k
nn )ogkgn

1. Montrer que H = {P € R3[X] : P(1) = 0} est un espace vectoriel et en déterminer la dimension
2. Plus généralement, montrer que H = {P € R, [X] : P(1) = 0} est un espace vectoriel et en
déterminer la dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(F) tel que f* = 0 et
40
1. Montrer qu’il existe u € E tel que f"~1(u) # 0
2. Vérifier alors que la famille (u,f(u), 2(u),. .. f"‘l(u)) est une base de

On pose E = {P € Ry[X] : P(0) = P(4) = 0} et Q = X(X — 4)
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4[X]
2. Pour P € Ry[X], on note f(P) = PQ
a. Pour P € Ry[X], montrer que f(P) € E
b. Montrer que f : P+~ f(P) est un isomorphisme de Ry[X] dans E
En déduire (sans calculs) une base de E ainsi que sa dimension.
4. Pour P € Ry[X], on pose A(P) = P(X +1) — P(X)
a. Montrer que I'application A : P — A(P) est un endomorphisme de Ry[X]
b. Pour P € Ry[X], déterminer le degré de A(P) en fonction du degré de P
c. Déterminer le noyau et I'image de A
d. Etablir que AocoAoA =0

&9

Dans R?, on pose u = (1,0, —1), v = (—1,2,1) et w = (3, —4, —3). Déterminer le
rang de la famille (u,v,w) ainsi qu'une base du sous-espace vectoriel engendré par ces vecteurs.

Soit f : R® — R? l'application définie par f(z,y,2) = (z + y,y + 2z) pour
(r,y,2) € R?
1. Montrer que f est lindaire puis que Im(f) = R?
2. Vérifier que (2,—2,1) € Ker f. En déduire Ker f

Pour P € Ry[X], on pose f(P) = (X? —1)P’
1. Justifier que f: P — f(P) est une application linéaire de Ry[X] dans R3[X].
2. Déterminer le noyau de f, son rang, ainsi qu’une base de 'image

Pour P € Ry[X], on pose f(P) = (X? -1)P'— (1X +1)P
1. Justifier que f: P — f(P) est un endomorphisme de Ro[X].
2. Déterminer le rang de f. Qu’en déduit-on ?

1

bambl

1))



Polynémes de Lagrange.

Pour P € R,[X] on pose f(P) = (P(0), P(1),...,P(n))

1.

2.

e

=W

Montrer que f : P — f(P) est une application linéaire de R,,[X] dans R"*! et en déterminer
le noyau

Pour (ag, .. .,a,) € R"1 montrer qu’il existe un unique polynéme P € R, [X] vérifiant P(i) =
ap pour 0 <2< n

Pour 0 < j < n, on note L; 'unique polynéme de R, [X] tel que

L1 sii=j
L-’(Z)_{o siij

Vérifier que la famille B = (Lo, ..., L,) est une base de R, [X]

. Pour P € R,[X], quelles sont les coordonnées de P dans la base (Lo, ..., Ly).

Soit n > 2. Pour P € R, [X], on pose f(P)=2(X —1)P' +3X2P"
Vérifier que f : P — f(P) est un endomorphisme de R,,[X]
Pour 0 < k < n déterminer f(X*
Déterminer une base de I'image de f
Déterminer une base dunoyau de f

Soit n > 2. Pour P € R,,[X], on pose f(P)=nXP — X2P'
Vérifier que f : P — f(P) est un endomorphisme de R,,[X]
Pour 0 < k < n déterminer f(X*
Déterminer une base de I'image de f
Déterminer une base du noyau de f

Pour P € R,[X], on pose f(P) = P — P’. Montrer f : P — f(P) est un

endomorphisme de R,,[X].

Indiquer le plus rapidement possible si les applications linéaires suivantes sont

des isomorphismes.

1.
2.
3.

e s

N =

f : R? = Ry[X] définie par f(a,b) = a+ (a —b)X + (a + b) X?
f : R3 — Ry[X] définie par f(ab,c) =a+b+ (a+b)X + (a +b+c)X?
[+ Ro[X] — R? définie par f(P) = (P(0), P'(0),P"(0))

Pour P € R[X], on pose f(P)=P(X +1) - P(X)
Vérifier que f est un endomorphisme de R,,[X]
Déterminer Ker(f)
En déduire le rang de f. Comment aurait-on pu faire sinon ?
pour n > 1, montrer que f(R,[X]) =R, _1[X]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E).
Montrer que Ker(f) C Ker(f?) C --- C Ker(f™) pour n > 1
Montrer que Im(f™) C --- C Im(f?) C Im(f) pour n > 1
En déduire que la suite des rangs (rg(f™))n>1 est constante & partir d’un certain rang. Qu’en
est-il pour la suite des noyaux et des images 7

Soient f et g deux endomorphismes de E de dimension finie.

Montrer que rg(f o f) < rg(f).
Comparer alors dim Ker(f o g) et dim Ker(f)



E=F+dd
L =F+G
E+ F

supplémentaire

E+ F

20. Espaces vectoriels : sommes et supplémentaires

soient E = Vect ((1,0,1), (—=1,0,1)) et F = Vect ((1,0,0), (0,1,0)). Montrer que
E + F = R3. La somme est-elle directe ?

soient £ = Vect (X—LX—|—2) et F' = Vect (X,XZ). Montrer que E+F = Ry[X].
La somme est-elle directe ?

Soient @ = (1,0,1,0), 7 = (0,1, —1,0), @ = (1,1,1,1), et & = (0,0,1,0) et £ =
(1,1,0,—1). On pose F = Vect(@,v,w) et G = Vect(Z, ). Quelles sont les dimensions de F, G,
F+Get FNG?

Déterminer un supplémentaire de Vect ((1,0,0)7 (1,2,3)) dans R3.

Montrer que E = {(z,y,2) € R® : 2 — 3y + 42 = 0} et F = Vect ((1,0,0)) sont
supplémentaires dans R3. On précisera une base adaptée & cette somme directe

Soit n > 2. Montrer que F = {P € R,[X] : P(0) = P’(0) = 0} est un espace
vectoriel de R, [X], puis déterminer un supplémentaire de F' dans R,,[X]. On précisera une base
adaptée a cette somme directe.

1. Montrer que S,(R) = {M € M,(R): M = M} et A,(R) = {M € M,(R) : "M = —M} sont
des sous espaces vectoriels de M, (R).

~

2. Montrer que M, (R) =S§,(R) & A,(R)
1 0 3

3. Donner la décomposition de | —1 2 4 | dans cette somme directe.
0 0 1

Pour n > 2, montrer que E = {(z1,...,z,) € R" : &1 + --- + 2, = 0} et
F={(X\---,A) : A € R sont supplémentaires dans R".

1. Montrer que P = {f : R — R paire} et Z= {f : R — R impaire} sont supplémentaires dans
F(R,R).
2. Décomposer les fonctions f:z+— z+ 1 et g: x — e” dans cette somme directe.

Généralisation a 3 espaces.
Soient E = Vect ((1,1,1), (—1,1, —1)), F = Vect ((1,3,1)) et G = Vect ((1,1, —1)).
1. Montrer que E + F +G =R3
2. Montrer que ENFNG={0}. Aton E® F&G=R3?

On pose F = {(Z Z):(a,b)eR?}, F = {(“a Z) :aER} et G =

{( @ —a) :aeR}. Montrer que E @ F & G = My(R).

Soit fL£(R3) définie par f(z,y,2) = (v + 2y — 2,2 + 2,y — 2) pour (z,y,2) € R3.
1. Déterminer le noyau puis une base de 'image de f.
2. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans R3.
3. Mémes questions avec f(z,y,2) = (v +y —2z,2 4+ 2y — 3z, — y).

Soit fL(R3) définie par f(z,y,2) = (z,y + 2,y + 2) pour (z,y,2) € R3.
1. Prouver que Ker(f) = Ker(f?) et Im(f) = Im(f?).
2. Montrer que Ker(f) + Im(f) = R3.



E + F

E+ F

projecteur

E+ F

E+ F

E + F

E+ F

E + F

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(F). Montrer que

E = Ker(f) @ Im(f) < {Iﬁgg - Eﬁl(f%)

Soit n > 2. Montrer que les ensembles suivants sont des hyperplans de R,,[X]

Hy = {P €R,[X]: P'(1) = 0} Hy = {P €R,[X]: /1 P(t)dt = 0}
0

1. Montrer que F' = Vect ((1,0,0), (1,1,1)) et G = Vect ((1,2,0)) sont supplémentaires dans R3.
2. Déterminer 'expression du projecteur sur F' parallelement a G
3. Mémes questions avec F' = Vect ((1,0,0), (1,1,0)) et G = Vect ((1,1,1)).

1. Montrer que la formule f(z,y,2) = (2,9,0) définit un projecteur de R*® dont on donnera le
support et la direction
2. Méme question pour f(z,y,z) = (v + z,y + 2,0)

Soient p et ¢ deux projecteurs, vérifiant p o ¢ = q o p, d’un espace vectoriel £
1. Montrer que p o q est un projecteur de F
Montrer que Im(p o ¢) = Im(p) N Im(q)
3. Montrer que Ker(p o ¢) = Ker(p) + Ker(q)

Escp E 99. Soient A = (3 _1> et J = (O 1)

o

1 -2 1 0
1. a. Calculer J2. En déduire que J est inversible et déterminer .J~!
b. Montrer que l'application S : M — JMJ définit un automorphisme de Mo (R). Quel est
son automorphisme réciproque ?
2. Soient F'={M € My(R): S(M) =M} et :G={M e M2(R): S(M)=-M}
a. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de Mz (R).
b. Montrer qu’une matrice M € Ms(R) se décompose d’une maniére unique sous la forme
M =M, + M_avec My € Fet M_ € G. Qu’en déduit-on ?
c. Déterminer les matrices A4 et A_
3. a. Montrer que le produit de deux matrices de F' appartient aussi a F'. Que peut-on dire du
produit de deux éléments de G 7
b. Pour deux matrices M et N de Ms(R), exprimer (MN)y et (MN)_ en fonction de M,
M_, Ny et N_

Esc S 99. Soit E un espace vectoriel, et u un endomorphisme de E vérifiant
cu? —3u+2Idp =0 (%)
On pose v =u — Idg et w =u — 2Idg
1. Identifier v — w. En déduire que E = Im(v) + Im(w).
2. Identifier v ow et wov. En déduire que Im(w) C Ker(v) et J(v) C Ker(w).
3. Montrer alors que E = Ker(v) @ Ker(w)

HECE 93. Onnote F={f€C2R): f"—3f' +2f=0}et Fp ={f € F:
f(0) = f'(0) = 0}.
1. Montrer que F et Fy sont des sous-espaces vectoriels de C?(R)
2. Montrer que g : x — € et h:  — e>® forment une famille libre d’éléments de F.
3. Soit f un élément de F'.
a. Montrer qu'il existe un unique couple (a,b) € R? tel que f — ag — bh soit dans Fy
b. Montrer que les fonctions j : x + e™% (f'(z) — 2f(z)) et k : x — e 2@ (f'(x) — f(x)) sont
constantes
c. Déduire du résultat précédent que si f € Fpy, alors f =0
d. Montrer que g, h est une base de F'.
4. Montrer que I'on définit un isomorphisme ® : F — R? en posant ®(f) = (f(0), f’(0)) pour
fer.
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21. Etude asymptotique des suites

Si possible, déterminer un équivalent puis une limite au point considéré des
fonctions suivantes
c(r) = 1In(z?) — xs en +o00

en 0 et +00 b(x) =sin T en +o0

d(a:):(xfl)m_leno e(m)zllz(1+x) en 0

f(z) =sin(z) In(x) en 0

T T 1—2
1 In (cos()?
g(z) =zln(l+2z)— (z+ 1) In(z) en +c0 h(z) = |z|In (1 + 2) en +oo i(x) = # en 0
x x
1. Déterminer un équivalent de u,, = vVn?+1—n
2. Déterminer un équivalent de v, = (n + 1)? — n? pour p > 2.
3. Déterminer un équivalent de w, = 2n — In(n)
1. Pour n € N montrer que I’équation z + In(x) = n admet une unique solution z,, €]0,+ool.
Préciser 1
2. Montrer que la suite (z,) est croissante
3. Pour n > 1, montrer que n —In(n) < z, < n
4. Déterminer un équivalent simple de (z,)
1. Pour n € N montrer que I’équation 2% + nx — 1 = n admet une unique solution z,, €]0, +oc|.
2. Pour n > 0, montrer que 0 < z,, < % qu’en déduit-on ?
3. Déterminer un équivalent simple de (z,,)
4. Déterminer un équivalent simple de (u,) définie par u, = % —x, pour n > 1.
1
Pour n > 1, on pose I, = / e dx
0

1. Pour n > 1, montrer que 0 < I, < n%rl qu’en déduit-on 7
2. Pour n > 1, montrer que I, = m + ;‘;:11
3. Pour n > 1, en déduire que 0 < [, — (nil)e < (n+1)1(n+2)
4. Déterminer un équivalent simple de I,

Donner un développement limité a l'ordre 3 en 0 des fonctions suivantes

f(x) =In(1 + z) cos(x) g(z) = sin(2z) h(z) = ze?*+1
i(x) = 170;’23(‘/”) flz) = ﬁ_—xz f(z) = Arctan(z)

En utilisant un développement limité & un ordre convenable, donner un équi-

valent simple en 0 de
f(z) = e* — cos(zx) — sin(x) glz)=In(l+z)—=z h(z) =e**t! — (14+2)° —e+1

Déterminer les limites suivantes en 0

In(l4+2z)—=x (x—1)e*+1 V1+2z—(1+z) e? — 1 —sin(x) 1 1 1 cos(x)
x? xz(e* — 1) x? cos(z) — 1 x sinz x?  sin(x)?
an

lim —= = 0. Montrer que

Soit (a une suite positive vérifiant
( n)neN b ey \/ﬁ




f(@) + f(=x) = 2/(0)

développe- Pour f de classe C? sur [—1,1], éterminer la limite lim 5
ments limités T— €T
222 :
i s siz#0
développe- Inspiré d’EML 85. On pose f(x) =< e"—¢ ) 7
ments limités 0 sizx=0

1. Justifier que la fontion f est bien définie sur R
Montrer que f est continue sur R
3. Montrer que f est dérivable sur R et préciser la valeur de f/(0).

N

développe- EML 87 adapté. Pour n € N, on pose f,(z) =

ments limités

z(24x)
i siz=0

{ (142)" In(1+x) §iz 7& 0

2
1. Déterminer le développement limité & ’ordre 2 au voisinage de 0 de fy
Préciser alors la position locale de la courbe de fy par rapport a sa tangente en 0.
3. Mémes questions afec f,, pour n > 1.

N

développe- A T'aide d’un DL, étudier le comportement au voisinage de 0, préciser la tan-
ments limités , . . .. N
gente éventuelle ainsi que la position par rapport a la tangente, pour

11+ x o) = ln(lx—l— x)

fla==

2 2
Montrer que Y pc,, € ~em
IPX

a)Etablir une condition nécéssaire et suffisante sur deux suites w,, et v, pour
que e% ~ e,
. . ! 7
b) trouver deux suites u, ~ v, telles que e¥ ~ e’ et deux suites u], ~ v/, telles que e"n » eVn.

21.1 DM

Pour n > 1, on pose

1. Démontrer que 1'on a

Un+41 _ 2n+1 ( S 1)
un  2y/nvn+1 -
2. Déterminer le sens de variation de la suite u.
3. Démontrer que l'on a
Un & (n>1).
2n+1

4. En déduire que la liste u converge vers une limite ¢ strictement positive.
5. En admettant que ¢ = ﬁ, déterminer un équivalent lorsque n — 400 du n

C - 1 <2n>
n+1\n

1eme nombre de

Catalan défini par




série

série

série

série

série

série

série

série

22. Séries numériques

Donner la nature et éventuellement la somme des séries de terme général

ln (2L
PR Y ) E R S U RS B
In(n)In(n + 1) n

Déterminer la nature des séries suivantes

2n2 (Inn)? 5 [, 1
Vén‘“’—l Zn\/n-k 7; nt n§24nlnn ;( 1 n 1)
sin(n) 1 (=1)™Inn cosn —sinn

Soit = € R. Justifier la convergence et calculer la somme des séries

nin —1 n?+1 —-1)"n 2n n(n+1)
(6n ) Z 4n Z< 27)1 Zﬁ Z (5n

n>1 n=0 n>1 n>0 n>1
3" nx" . (=)™ n?
TR > >_me P e >
(n+1)! n! (n+2)! n!

n=0 n=0 n=2 n=0 n=0

Pour k € N et (a,b) € R?, justifier la convergence et calculer la somme des séries

S 2()s e

n>k n>k n=>0

>\2n
1. Pour A € R monter que la série Z converge et donner sa somme
n>0 )
41’L
2. Justifier la convergence et calculer la somme de Z —
= (2n)!

Soit u la suite définie par la donnée de uy €]0,1] et par la relation w, 1 = u, — u%
pour n = 0.
1. Pour n > 0, montrer que Opeu, < 1. Montrer que la suite u converge et déterminer sa limite
2. Montrer que Is série Y, ., u? converge et dalculer s asomme en fonction de ug.

3. Quelle est la nature de la série Z (in(un) — In(upg1)) ?
n=0
4. Déterminer un équivalent de In(u,,) — In(u,+1. En déduire la nature de la série ,,>ou,

n
Pour n € N, on pose S,, = Z(—l)kak avec (an)nen décroissante de limite nulle.
k=1
1. Montrer que les suites (Sa,,) et (S2n4+1) sont adjacentes
Que peut-on en déduire sur la série de terme général (—1)"a,, 7
1"
nn

1+n( )"

w

a. Etudier la nature de la série Z I

b. Etudier la nature de la série Z



k+1 dx 1
1. Pour k > 2, montrer que / < .
k a:lnw klnk

2. Pour n > 2, en déduire que Y 7_, 7= > In (In(n + 1)) — In(In2)
1

3. Déterminer la nature de la série E
n>2

nlnn

2,2
x° +
1. Pour (x,y) € R?, montrer que |xy| < Ty
2. On introduit F = {(an)neN € RN: > om0 s converge}
a. Pour x € R*, montrer que la suite (%) appartient a F

b. Pour (a,b) € E?, montrer que la série Z anby, converge absolument
n=0
c. En déduire que F est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites réelles

série Dans tout 'exercice, = désigne un nombre réel de [0,1].
1. a. Pourt € [0,2] et n € N*, montrer que > ;—;th — & = —lt—jt

b. Pour n € N*, montrer que

/r tdt| 11
Jo 1—t| 1—zn+1
k+1 1 1

—2)| <
Zk +In(1 x)’\l—xn—kl

3. Montrer alors que la série g — converge et déterminer sa somme.
n
n=1

2. Pour n € N*, en déduire que

série Inspiré d’Edhec S 2006. Soit u la suite définie par u; = 1g2 et par
Upt1 = 2n+1un pour n > 0.

1. Montrer que la suite v converge
2.

a. Déterminer un équivalent de In ( +1)

b. En déduire la nature de la série Z In <
n=1
3. En déduire la limite de In(u,,) puis celle de u,, quand n tends vers +oo.

> et pre(nser hm Zln( Uk >

Un+1 Uk41

4. Pour n > 1, montrer que u, = puis en déduire que 47” =0 ((2"))

an(%)) "
L dzx

série Esc S 2007. Pour n > 1, on pose J, 3w

o (I+az%)"
1. Montrer que la suite (J,,) est décroissante et converge. On note ¢ sa limite

JIn 1
2. P 1, t — = In — Jn
our n > 1, montrer que 3 = 3nan + ( +1)

3. Le but de cette question est d’établir que £ =0
a. Montrer que les séries de terme général J, — J, 11 et 3% sont convergentes

b. On suppose que £ # 0. Donner un équivalent de J" . Quelle est alors la nature de la série de
terme général % ?
c. Conclure
série inspiré d’Edhec S 2013. Montrons dans deux cas particuliers que si a,, > 0

n
air+az+---+an

pour n > 1 avec convergence de E%, alors la série de terme général u, =
n

converge et vérifie
“+oo —+oo 1
Z Uy <2 —
n=1 n=1 An
1. Pour n > 1, on pose a,, = n(n+1).
a. Montrer que la série de terme général - i converge et donner sa somme

b. Pour n > 1, déterminer u,, en fonction de n



série

série
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c. Etablir la convergence de la série de terme général u,, donner sa somme, puis I'inégalité
demandée.
Pour n > 1, on pose a,, = n!.
2. a. Ecrire une fonction scilab dont l’en-téte est function y=fact(n) et qui renvoie n!. En
déduire un script scilab qui calcule et affiche u,, lorsque n est un entier entré par 'utilisateur.
b. Etablir la convergence de la série de terme général a%
c. Pour n > 1, montrer que u, < #
(n—1)!
d. En déduire la convergence de la série de terme général u,,, puis I’égalité demandée

Soit u la suite définie par u; =1 et upy1 = up + pour n > 1

2
nun,
1. Pour n > 1, montrer que u,, est bien défini et vérifie u,, > 1

2. Pour n > 1, on pose v,, = Upy1 — Uy,
Pour n > 1, montrer que 0 < v, < —
n

b. En déduire la nature de la série Y -, v,

En déduire que la suite u converge vers un réel ¢, que I'on ne déterminera pas.

3. 1 ko dt
a. Pour k > 2, montrer que — < / —
k2 12

k—1

n—1

b. Pour 2 < p < n, calculer Z v et en déduire que

k=
P n—1 dt
Ogun—upg/ =

p-1 1

c. Pour n > 3, en déduire que ug < u,, < 1+ ug. Montrer alors que £ € [2,3].

d. Pour p > 2, montrer que 0 < ¢ —u, < pfll

En déduire une fonction Scilab qui renvoie une valeur approchée de £ & 10~ pres.

Etudier la nature des séries de terme général défini par

B 2 1 1 . 1
Uy, =en —1 — — vnzl—l——z—cos — w, =nsin| — | —1
n n n n

n

Ecricom S 2016. Pour n > 1, on note u, = Z —In(n)

k=1
1. Donner un DL & lordre 2 en 0 de In(1 + z) et de ﬁ
1
2. Montrer que upy1 — Uy ~ ~5.3

3. Montrer que la série de terme général u, 1 — u, converge, puis que la suite (u,) converge.

Soit ug € ]0,7/2[ et soit (un)n>1 la suite définie par w, 41 := sinw,, pour n > 0.
a) Prouver que (u,)nen est décroissante puis qu’elle tends vers 0.

(o] o) o0
u
b) En déduire la nature des séries E ul, E In (”H> et E u2.
Un
n=0

n=0 n=0
¢) Trouver un nombre o > 0 et une constante 8 > 0 tels que

1 1
(e (ane ~ P (o)

d) En sommant la relation précédente, trouver un équivalent simple de la suite w,, lorsque n — oco.
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23. Espaces probabilisés et VAR (univers quelconque)
23.1 Espace probabilisé infini

Déterminer LnJ Ayp, U Ay, r"] A et ﬂ A, pour

k=1 n=1 k=1 n=1

soit Q@ = {a,b,c,d,e} et T1 = {0, {a}, {b,c,d,e}, Q}.
1. Vérifier que 77 et T2 = {0, {b}, {c},{b,c}, {a,d,e}, {a,c,d,e}, 2} sont des tribus
2. Construire la tribu engendrée par {a} et {b,c}, i.e. la plus petite tribu contenant ces ensembles.

On effectue une infinité de lancers d’une piéce avec la probabilité p €]0,1]
d’avoir pile. On introduitB =« n’avoir aucun pile » ainsi que A,, =« ne pas avoir de pile durant les
n premiers lancers » pour n > 1. Déterminer P(A,) pour n > 1 et en déduire P(B)

On effectue des tirages avec remise d’une boule dans une urne contenant des
boules vertes, en proportion v €]0,1] et rouges, en proportion r €]0,1[. On veut montrer qu’on
obtient presque siirement une boule rouge en un nombre fini de tirages.

1. Méthode 1 : pour n > 1, calculer la probabilité de C,, =« on a obtenu la premiere boule rouge
en moins de n tirages ». Conclure

2. Méthode 2 : pour n > 1, calculer la probabilité de D,, =« on a obtenu la premiére boule rouge
au nl®™e tirage ». Conclure.

On effectue une infinité de lancers d’une piece équilibrée et on pose A,, =« au
cours des n premiers lancers, face n’est jamais suivi de pile » pour n > 2.
1. Déterminer P(A,) pour n > 2. Est-il probable que face ne soit jamais suivi de pile ?
2. Variante : prendre une piéce truquée, dont la probabilité d’obtenir face est p # 1/2. Montrer
alors que

2p—1

Dans ce cas, est-il probable que face ne soit jamais suivi de pile ?

Deux joueurs A et B jouent chacun avec deux dés équilibrés. A gagnera en
amenant un total de 7 et B en amenant un total de 6. B joue le premier et ensuite (8'il y a une
suite), A et B jouent alternativement. Le jeu s’arréte dés que 'un des deux gagne.

1. Déterminer la probabilité d’obtenir un total de 6 (resp. 7) en lancant 2 dés.

2. Déterminer la probabilité des événements: B, (resp. A,, ) « B (resp. A) gagne a son n ie lancer »
pour n > 1

3. Décrire les événements G (resp. F' ) « B (resp. A) gagne » a l'aide des événements précédents.
En déduire la probabilité de succes de B (resp. A). Y-a-til toujours un gagnant ? Le jeu est-il
équilibré ?

Une puce évolue sur trois cases A,B et C. A I'instant 0, la puce se trouve sur
la case A, puis elle se déplace de fagon aléatoire sur ces cases selon la régle suivante.
e Sila puce se trouve en A ou B, elle ira sur I'une des deux autres cases avec équiprobabilité a
I’instant suivant
e Sila puce se trouve en C, elle y restera l'instant suivant
On note A, , resp B, , C, I'événement : « la puce se trouve en A (resp. B, C) a l'instant n » et
on note a,, , b, et ¢, les probabilités correspondantes.
1. Etablir une relation de récurrence entre a1 , bpy1 5 Cpy1 €t ap , by, Cp.
2. Remarquer que la suite (a, + by,) est géométrique et déduire la valeur de ¢,, en fonction de n.
bonus : déterminer les expressions de b,, et a, en fonction de n.



probabilité

probabilité

3. Calculer la probabilité de I’événement E =« la puce atteint la case C »
4. Sachant que la puce est en C a Uinstant n 4 1, calculer la probabilité qu’elle y ait été pour la
premiere fois a 'instant n

Un jeu consiste a déplacer un jeton autour des sommets d’un carré AGBP
a laide d’'un dé. A chaque tour, le jeton est déplacé, dans le sens trigonométrique , du nombre
de sommets donné par un jet de dé. Le jeu se poursuit jusqu’a tomber sur G (Gain), ou jusqu’a
tomber sur P (Perte). Lors de sa partie, le joueur J part du sommet A. Soit les évts : V=« J
gagne » et B_1=« J va en B a 'issue de son premier lancer ». Lors de sa partie, le joueur J' part
du sommet B : on notera V' et Bf les événements correspondants.
1. Déterminer un s.c.e adapté au jeu (du joueur J) qui contient Bj.
2. A Taide de la formule des probabilités totales appliquée & ce s.c.e., démontrer que P(V) =

%(1 +P(V")).

(1+2P(V)). En déduire P(V) et P(V’). Quel est le bon

G| =

3. Démontrer de méme que P(V') =

choix de départ 7

On considére une infinité d’urnes numérotées. Pour n > 1, la probabilité de

choisir I'urne n est égale a 2% or I'urne numéro n est composée boules dont une seule blanche. On
choisit une urne au hasard puis on tire une boule. Quelle est la probabilité d’obtenir une blanche 7

23.2 VAR discréte

On considere deux urnes : 'urne 1 contient deux boules noires et deux boules
blanches, et I'urne 2 contient 3 boules noires et 1 boule blanche. On choisit une urne au hasard,
puis on extrait successivement et sans remise 3 boules. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre
de boules noires tirées. Loi de Y 7

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* telle que P(X = k) = a3~
pour k > 1.
1. Déterminer a pour que 'on définisse bien ainsi une loi de probabilité.
2. X a-t-elle plus de chance de prendre des valeurs paires ou impaires ?
3. Montrer que X admet une espérance et une variance et les calculer.
4. On pose la variable Y = X (X — 1). Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

Un sauteur en hauteur tente de franchir les hauteurs successives 1, 2, ...
Pour n > 1, on suppose que la probabilité de succes a la hauteur n est % Le sauteur est éliminé a
son premier échec. On note X la variable aléatoire égale au numéro du dernier saut réussi.
1. Justifier soigneusement que X () = N* puis montrer que P(X = k) = % — ﬁ pour k > 1.
Vérifier alors que Y 2 P(X =k) =1
2. Montrer que X admet une espérance et la calculer. bonus : Etudier la variance de X

Une urne contient des boules blanches en proportion b > 0 et vertes en
proportion v > 1 avec b+ v = 1. On effectue des tirages successifs avec remise jusqu’au premier
changement de couleur. Soit X la variable égale au nombre de tirages effectués, et Y la variable
égale au nombre de boules blanches obtenues.

1. a. Déterminer la loi de X

Montrer que X admet une especrance et que E(X) = % + % -1
Montrer que X admet une variance et la calculer

Déterminer Y (2) puis P(Y = k) pour k > 2.

En déduire la loi de Y

o
T o T

Une urne contient au départ une boule blanche et une boule noire. On effectue
des tirages d’une boule avec remise jusqu’a l'obtention d’une boule noire, en rajoutant a chaque
tirage, une boule blanche supplémentaire. On note X la variable égale au numéro du tirage final,
si un tel tirage existe, et égale a 0 si a chaque tirage une boule blanche est obtenue.

1. Donner sans calcul X () puis déterminer P(X = n) pour n > 1.



loi de Poisson

E(X)

loi

2. Montrer que ue 2 P(X = n) = 1. En déduire P(X = 0). Conclusion ?

On lance de maniere indépendante une piece dont la probabilité d’obtenir
pile est p €]0,1], jusqu’a lobtention du premier pile. On note X le nombre de lancers nécessaires
et Y le nombre de "face” obtenus.

1. Reconnaitre la loi de X, et rappeler son espérance et sa variance.
2. Exprimer Y en fonction de X. En déduire son espérance et sa variance, puis sa loi.

Soit X < P(+¥). Montrer que Y = <~ admet une espérance et la calculer.

1
X1

Soit X < G(p) avec 0 < p < 1. Montrer que P(X > k) = (1 — p)* pour
k € N. Montrer alors la propriété d’absence de mémoire

Pxso(X >k+0)=P(X >k) (keN/leN).

Deux joueurs A et B lancent une piece dont la probabilité d’obtenir pile est
% jusqu’a l'obtention d’un pile. On note X4 (resp. Xp) le nombre de lancers nécessaires au joueur
A (resp. B).
1. Donner la loi de X 4 et de Xp ainsi que leur espérance et leur variance
2. Calculer P(X4 = Xp)
3. Pour k > 1, calculer P(Xp > K). En déduire P(X, > X4).

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* vérifiant 4P(X = n +2) =
5P(X =n+1)— P(X =n) pour n > 1 Montrer que X suit une loi usuelle. En déduire la valeur
de son espérance et de sa variance.

Soit p €]0,1[. On suppose que la fonction de répartition F d’une variable X
a valeurs dans Nx vérifie Fi(n) = 1 — (1 — p)” pour n > 0. Donner la loi de X. En déduire son
espérance et sa variance.

Une princesse est retenue prisonniere dans un chateau. Un prince charmant
se met en téte de la délivrer. Lorsqu’il arrive a I’entrée du chateau, il se trouve devant trois portes.
Il en ouvre une au hasard.

e S’il ouvre la premiére porte, un dragon apparait et le dévore.

e S’il ouvre la deuxieme, il délivre la princesse.

e S’il ouvre la troisieme, une sorciere lui fait boire un filtre, il oublie ce qu'’il a fait et est remis a
la porte du chateau.

Le prince renouvelle ses tentatives jusqu’a ce qu’il délivre la princesse ou soit dévoré par le dragon.

1. Calculer la probabilité de I'événement Dy, =« il délivre la princesse au k'°™€ essai »

2. Calculer la probabilité de I’événement D =« il délivre la princesse »

3. On note T le nombre de tentatives du prince. Donner la loi de T ainsi que son espérance

Loi binomiale négative. On effectue une infinité de lancers de dé indé-
pendants et on appelle succes I'obtention d’'un 6. Pour n > 1, on note X,, le temps d’attente du
nieme guceds, c’est-a-dire le nombre de lancers effectués jusqu’a Pobtention du n'®™ succes
1. Déterminer X, () puis décrire (X,, = n) et (X,, = n+1). Que vaut P(X,, = n) et P(X,, = n+1)
2. Pour k € N, décrire (X,, = n + k) en précisant le nombre d’issues. En déduire la loi de X,.
3.

Pour n > 0, en déduire que la série Z;:Oi (kil) (é)k converge et que sa somme vaut 5.

n—1 6

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N
Pour n > 1, montrer que Y 7_, P(X = k) = >.723 P(X > k) — nP(X > n).
2. On suppose que X admet une espérance

+oo
a. Pour n > 0, montrer que 0 < nP(X > n) < Z EP(X = k). En déduire la limite de

k=n-+1
nP(X >n)



3.

b. Déduire du 1) que la série de terme général P(X > k) converge et que sa somme vaut F(X)

Réciproquement, on suppose que la série Z P(X > n) converge

n=0
a. En étudiant la suite des sommes partielles, montrer que X admet une espérance
b. En déduire I'égalité des sommes E(X) =7 P(X > k)

Un péage comporte 10 guichets numérotés de 1 & 10. Le nombre de voitures

N, arrivant au péage en 1 heure, suit une loi de Poisson de parametre A > 0. On suppose de
plus que les conducteurs choisissent leur file au hasard et indépendamment des autres. Soit X; la
variable aléatoire égale au nombre de voitures se présentant au guichet n °1 en une heure.

1.

S o

Déterminer le nombre moyen de voitures arrivant au péage en une heure.

Quelle est la probabilité qu’une voiture qui arrive au péage se dirige vers le guichet n°1 ?
Calculer P(y—,)(X1 = k) pour 0 < k < n. Et pour k >n ?

Déterminer X (2) puis justifier que P(X1 = k) = 3% Pin=n)(X1 = k)P(N = n) pour k € N
Calculer alors cette somme pour en déduire la loi de X7, puis son espérance et sa variance.

On suppose que le nombre N de colis expédiés a I’étranger un jour donné suit

une loi de Poisson de parametre 5. Ces colis sont expédiés indépendamment les uns des autres et
la probabilité pour qu’un colis expédié a ’étranger soit détérioré est égale a 0.2. Soit X la variable
aléatoire égale au nombre de colis détériorés et Y la variable égale au nombre de colis en bon état.
On adonc X +Y = N.

1.
2.
3.

Pour n € N et k € N, calculer la probabilité conditionnelle Piy—,)(X = k)
En déduire que X suit la loi de Poisson de parametre 1
En suivant une méthode similaire, déterminer la loi de Y

On jette n > 1 fois une piece truquée dont la probabilité d’obtenir pile est p.

Soit X la var égale au numéro du premier lancer qui donne pile, si I'on obtient au moins un pile,
et qui vaut n + 1 sinon.

1.

2.

3.

Déterminer la loi de X et vérifier que Y 71 P(X = k) = 1.

n
1— 1™ n+1
Pour = # 1, montrer que E kak—1 = (n +(1 ) )j ne
—x
k=1

Montrer que X admet une espérance et la calculer.
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24. Applications linéaires II

Pour P € Ry[X], on pose f(P) = (P(0), P'(0), P(1))
Montrer que f : P+ f(P) est une application linéaire de Ry[X] dans R3.
Déterminer, & 1’aide de la représentation matricielle, une expression de f~!. Comment aurait-on
pu faire sinon 7

Edhec ast1 2003. Soit f un endomorphisme de R? de rang 1.

. Montrer que f satisfait une et une seule des deux propriétés suivantes :

(4)  Im(f) @ Ker(f) = R (B)  Tm(f) C Ker(f)
On suppose que f satisfait la propriété (A). Montrer qu’il existe une base B de R? dans laquelle
A0 O
f admet la matrice D= [ 0 0 0 | ot A € R*. Que vaut alors f? ?
0 0 0
On suppose que f satisfait la propriété (B). Montrer qu’il existe une base C de R? dans laquelle
0 0 1

f admet la matrice T = . Que vaut alors f2 ?

0 0 O
0 0 O



25. Dérivées successives



26. Intégration sur un intervalle

Soit a > 1. Nature et calcul en cas de convergence de

a) /+DO sin(z)dx b) /+Do de c) /’2’ tan(z)dx d) /+OO %

0 1 331/ 0 0
too  dg too gm /T too dx too dx
_ d h v
) /1 z(x+1) f) /0 2 . 9) /_Oo 1+ 22 ) /1 z(lnx)e
Soit o > 1. Nat t calcul d d/+oo<1 ! )d
oit a . Nature et calcul en cas de convergence de — — T
& 0 \/5 VT + 1

Nature des intégrales

1 gj 7 1 +oo | 400 g
a) / sinz ) /2 1 0 / n(x)ilx d) / sm;n da
o T o Sinz 1 r+e® 1 T
+o0 1 1 1
e) / e Veidy b / * 1dx g) / In(z)dx h) / (In(z +1) — Inz)dz
0 0 0 0

Inxz

+° Ing
1. Montrer que —,-dz converge et vaut 1
1 X

2. Nature et calcul de [f 2 In(z)da pour @ > —1

A Taide du changement de variable proposé, nature et calcul (en cas de conver-
gence) pour

+o0 d +oo d +o0 ©
a)/ Y dw y=e" b)/ a cdv: @ = 2 c)/ e’ ¢ dx cdviu=¢€"
o (I+e” 0

i+ e .
eﬁ
soit f la fonction définie par f(x) = m pour x € R

1. Etudier la parité de f

too eTdx
2. Justifier la convergence de l'intégrale / ( 5 puis préciser sa valeur
0

1+e?)
+oo zd
3. Que peut-on en déduire sur /_ N ﬁ

Pour z > 0, calculer [*_ sin(t)dt. Que peut-on en déduire sur [*2° sin(t)dt ?

T sint cos T T cost
1. Pour z > 1, montrer que / Tdt = cos(1) — - / ——dt
1 1

x 2
T gint
2. Endéduire que l'intégrale / Tdt
1
T cos(2t
3. Montrer de méme que 'intégrale / 2(75 )dt converge
1
. . 2 s . 1—cos(2t)
4. Pour t € R, montrer que |sint| > sin(¢)* puis que |sint| > ——=-=

L +o gint
5. En déduire que Tdt ne converge pas absolument
1

+oo
Pour n € N, on pose I, = / e "dx
0

1. Pour n € N, montrer que 'intégrale I,, converge
2. Calculer Iy et I;.



@

o

AN i

Trouver une relation de récurrence entre I, et I,
En déduire la valeur de I,, en fonction de n

+oo
Montrer la convergence et préciser la valeur de l'intégrale J,, = / z"e 2% dg
0

+oo d
Pour n > 1, on pose I, /_Oo ﬁ

Pour n > 1, montrer que l'intégrale I,, converge
Calculer I
Montrer que la suite (I,,) est décroissante et convergente.
Pour n > 1, montrer que I,, = 2n(l, — I, 41)
Z

Pour n

w(2n — 2)!
22n=2 % ((n —1)!)?

1, en déduire que I,, =

+oo dt
Inspiré d’Edhec E 2004. Le but est de calculer lim —_—
n—+oo J 1+t+1tm

1 dt
Pour n € N, justifier I'existence de u,, = / —— puis calculer ug et uy.
o 1+t+tn
Montrer que la suite (u,,) est convergente
a. Montrer que 0 < In(2) — u, < n+1 pour n > 0.
b. Donner la limite de la suite (uy,)
+oo dt
a. Pour n > 2, justifier la convergence de v,, = / P e—
1 14+t41t"
b. Pour n > 2, montrer que 0 < v,, < ﬁ puis conclure
+oo e—wt
On pose f(x) = dt
pose f(z) / -

Déterminer I’ensemble de définition de f.
Etudier le sens de variation de f.
Déterminer la limite de f en +oo.

JrOOet

On pose f(x) z/ Tdt

Montrer que f est définie sur ]0, +oo].

Montrer que f est continue et dérivable sur |0, +o00[ et dresser son tableau de variations. Peut-on

prolonger f par continuité en 0 7

Pour t > 1, montrer que 0 <

% < e7t. En déduire la limite de f en +oco

N

Montrer que f(x) est équivalent & % en +00.

1
Pour n € N, montrer que l'intégrale I,, = / t"™ In(t)dt converge et calculer sa valeur
0

Montrer que 'intégrale I = /
a.

b.

I Int

0

Pour 0 < t < 1, et n € N, montrer que ﬁ DRgtt = tnjtl
1 Int n 1 1 gn+1
Montrer alors que —dt = In(¢)dt pour n € N.
qlél—t +g%ﬂ+m2,él—t (t)dt p

En déduire qu’il existe une fonction f, prolongeable par continuité sur [0,1] telle que

”Z 1+k

Montrer qu’il existe un nombre réel M tel que [ | f(¢)[t"dt < anl pojur n > 0.

/|f trdt (n=0)

1
En déduire que la série E 72 converge et exprimer sa somme en fonction de I
E>1

dt est convergente. Est-elle absolument convergente ?



27. VAR a densité et lois usuelles

Parmi les fonctions suivantes, lesquelles définissent la fonction de répartition
d’une variable aléatoire a densité ? Déterminer le cas échéant une densité associée. Existence et
calcul de ’espérance.

_Je™® sixped 1
Fy(x) = { 1 sinon Fy(x) = 14+e=

Parmi les fonctions suivantes définies sur R, lesquelles sont des densités d’une
variable aléatoire & densité ? Déterminer le cas échéant la fonction de répartition associée. Existence
et calcul de I'espérance.

cosz 0<x<Z . o .
fl(x):{ 0 sinon 2 f2($):ﬁSI$ER fS(ﬂU):W&xGR
Itz -1<2<0 L si|z] >1
falx)=¢1—-2 0<z<1 fs(x) =< =P o fe(x) =1+sinzsizeR
0 sinon 0 sion

On pose f(z) = 1757 pour z € R
1. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité. On introduit alors une variable
aléatoire X de densité f (on dit que X suit la loi de Cauchy).
2. Déterminer la fonction de répartition associée a X
3. Montrer que X n’admet pas d’espérance

& z>1
soit f la fonction définie par f(x) = { Ve
0  sinon

1. Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité d’une certaine variable aléatoire
X.

2. Déterminer la fonction de répartition associée & X.

3. Montrer que X n’admet pas d’espérance.

. . o e’ six <0
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = { 0 sinon
1. Montrer que f est une densité de probabilité d’une certaine variable aléatoire, que 1’on notera
X
2. Déterminer la fonction de répartition associée
Montrer que X admet une espérance et la calculer.
4. On pose Y =2X + 1 et on admet que Y est bien une variable aléatoire.
a. Déterminer la fonction de répartition notée G de Y
b. Montrer alors que Y est une variable a densité et déterminer une densité g de Y
c. Mémes questions avec Z = X2

Rt

Inz sil<z<e

Méme énoncé que 27.5 pour Y = InX et f(x) = { 0 sinon

e 1l si —In2< 2z <In?2
0 sinon

Montrer que f est une densité de probabilité d’une certaine variable aléatoire, notée X.

Déterminer la fonction de répartition associée.

Montrer que X admet une espérance et la calculer.

On admet que Y = | X| est bien une variable aléatoire.

a. Déterminer la fonction de répartition de G de Y

b. Montrer alors que Y est une variable a densité et déterminer une densité g de Y.

EML E 96. Soit f la fonction définie par f(z) = {

o=

x+1

_a ] < 1
Soit a € R et f la fonction définie par f(z) = { ; si0 ‘< z
sinon



Déterminer le réel a pour que f soit une densité de probabilité d’une variable aléatoire X
Déterminer la fonction de répartition de X et son espérance, si elle existe

On admet que Y = % et X]]]%LL;’J sont des variables aléatoires.

a. Vérifier que Y est bien une variable a densité et préciser une densité. Y admet-elle une
espérance 7
b. Déterminer la loi de N. N admet-elle une espérance ?

Rappeler une densité f de X — U (] — 1,1[), sa fonction de répartition F' | ainsi que la valeur
de son espérance.

1 1+XY\ |, . —

a. Montrer que g : x — 3 In 1-x réalise une bijection de | —1,1[surR, et dresser le tableau

de variations de g~!

b. Déterminer g=! . En déduire la fonction de répartition de Z = g(X).
c. Vérifier que Z est une variable a densité, et préciser une densité de Z

Soit X < U([0,1]).
Pour A > 0, reconnaitre la loi de T = — In(1 — X).
En scilab, a I'aide de la syntaxe rand(), simuler une loi exponentielle de parametre 5

Soit X — E()) avec A > 0. On admet que T = X2 et U = | X | + 1 sont des

VAR.
1. Rappeler une densité de X, sa fonction de répartition, ainsi que la valeur de son espérance.
2. Vérifier que T est bien une variable aléatoire a densité, et en déterminer une densité.
3. Reconnaitre la loi de U. En déduire son espérance.
4.
. . s 1
Edhec E 2008. Soit f la fonction définie par f(z) = m pour x € R
x

1. Vérifier que f peut étre considérée comme la densité de probabilité d’une variable aléatoire X.

On note F' sa fonction de répartition, qu’on ne calculera pas.

On pose Y =In(1 4 | X|) et on admet que Y est une variable aléatoire.

a. Exprimer la fonction de répartition G de Y en fonction de F.

b. En déduire que Y est une variable a densité, et exprimer sa densité en fonction de f.
c. Reconnaitre la loi de Y.

Edhec E 2010.
s osifzl>1
Méme énoncé que 27.12 avec Y = In (| X]) et f(z) = { 2z . .
0 sinon

déterminer F

2 .
Eml E 2006. Soit F' la fonction définie par F(x) = { L=em Str >0

0 sinon
Montrer que I'intégrale ﬁ”}o 22~ dx converge. On admettra qu’elle vaut ?.
Vérifier que F' est une fonction de répartition d’une variable & densité X. Déterminer une
densité de X.
Montrer que X admet une espérance et la calculer.
Montrer que X? suit une loi exponentielle, dont on précisera le parameétre. En déduire 1'espé-
rance de X?2.

Montrer que si X < N(0,1), alors P(|X| < z) = 2®(z) — 1 pour z € R.

1
Exprimer l'intégrale / e~ (@=1’dz 3 Iaide de ®.
0



24+/2 R
3. Méme question avec / e T T2y
2

4. Reprendre 'intégrale de I'exercice 27.14, et montrer qu’elle vaut effectivement ?.

Soit Y = X2 avec X — N(0,1)
1. Déterminer la fonction de répartition de Y en fonction de &.

En déduire que Y est bien une variable a densité et préciser une densité.
—z/2

Calculer [ ¢ da
Loi lognormale Soit X <+ N(0,1). On admet que Y = e* est une variable
aléatoire.
1. Déterminer la fonction de répartition de Y en fonction de ®.
2. En déduire que Y est bien une variable a densité, et préciser une densité.
3. Montrer que Y admet une espérance et la calculer

27.1 Modélisation

Suite & un probleme de réseau, un client contacte le service apres-vente de son
opérateur. Un conseiller I'informe qu’'un technicien le contactera pour une intervention a distance
entre 14h et 15h. On suppose enfin, que ce technicien appelle de maniére aléatoire sur le créneau
donné.

1. Quelle est la probabilité que le client patiente moins de 30 minutes 7 entre 10 et 30 minutes ?
On pourra commencer par introduire une variable aléatoire .... et deviner sa loi !
2. Donner une syntaxe scilab qui permet de simuler I’heure ou le technicien appelle le client.

Un fabricant d’ordinateurs portables souhaite vérifier que la période de ga-
rantie qu’il doit associer au disque dur correspond & un nombre restreint de retours de ce composant
sous garantie. Des essais en laboratoire ont montré que la loi de la durée de vie de ce composant,
en années, est la loi exponentielle de parameétre 1/4.

1. Rappeler une densité de cette loi, ainsi que son espérance et sa fonction de répartition.

2. Quelle est la probabilité qu'un disque dur fonctionne sans défaillance plus de quatre ans ?

3. Quelle est la probabilité qu’il fonctionne sans défaillance au moins 6 ans, sachant qu’il a déja
fonctionné 5 ans ?

4. Pendant combien de temps, 50

5. Donner la période de garantie optimum pour remplacer moins de 15

La taille en ¢cm d’un homme (en France) suit une loi normale de parameétres
m = 176cm et 0 = 7cm.
1. Quel est le pourcentage d’hommes ayant une taille supérieure a 1m85 ?
2. Un fabricant de vétements pour hommes souhaite utiliser cette loi pour produire son stock.
a. Déterminer le réel a, tel que l'intervalle [m — a, m + a] contienne en moyenne 90 hommes.
b. bonus : Le fabricant en déduit 4 tailles S, M , L et XL correspondant respectivement aux
intervalles [m —a,m — §], [m — §,m], [m,m + §] et [m + §,m + a]. Calculer le pourcentage
de la production qui doit étre affecté a chaque taille.

On suppose que la distance X en metres parcourues par un javelot lancé par
un athléte A suit une loi normale. Au cours d’un entrainement, on constate que :
e exactement 10% des javelots atteignent plus de 75 meétres.
e cxactement 25% des javelots atteignent moins de 50 meétres.
Déterminer alors les parametres de la loi normale de X . Quelle est la longueur moyenne parcourue
par un javelot ?



28. Formules de Taylor
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Partie 30. Techniques : Advanced mathematical warfare
1,2,3,4
1,2,3,4,5,6
30.1 Raisonnements logiques
1,2,3,4,5,6,7
1,2,3,4,5,6
On suppose P, puis on montre Q

[Supposons P. Montrons Q ]

1,2,3
On suppose prend x € A, puis on montre que x € B

[Soit r € A. Montrons que x € B ]

On prowve P = Q et Q = P

e Montrons que P — Q ...
e Montrons que Q = P ...
A fortiori, on a P <— Q

P—0=..—=2Z

[Comme P, on a ... donc Q est vraie, de sorte que ... et en conclusion Z est Vraie]

Remarques :

e les liens logiques du raisonnement doivent étre matérialisés a ’aide de mots francais correcte-
ment employés : comme, car, par conséquent, puisque, donc, or, en conclusion, a fortiori, on a,
on en déduit que, implique que, découle de, ...

e |'utilisation inadéquate d’un mot ou des symboles = et <= pour matérialiser un lien logique
du raisonnement est sanctionnée

1,2
Pour démontrer que P = Q, on montre que Q =—> P

Supposons que Q soit fausse. Alors, ... donc P est fausse.
Par contraposition, on conclut que P = Q

1,2,3,4
Pi= Q<= ...<—= Z

P <<= Qcar ...

< .
< Z car ...

1,2,3,4,5,6,7
On suppose la négation de P, on en déduil une proposition qui ne peut étre vraie (contradiction,).
On conclut alors que P est vraie

Supposons que P soit fausse.
Alors ... et donc la propriété vraie Q est fausse, ce qui est absurde.
En conclusion, P est vraie




1,2,3,4,5
1,2,3,4,5
Pour établir une proposition P, pour x € C; U---UC,

e Lorsque x € (4, ... donc P, est vraie

[ ]

e Lorsque x € C,, ... donc P, est vraie

En conclusion, P, est vraie pour z € C1 U---U C,.

1,2,3,4,5,6,7,
8,9,10, 11, 12
Les objectifs complexes sont, autant que possible, divisés en objectifs plus simples, prouvés ensuite
30.2 Récurrences
1,2,3

On déduit des (une infinité de) propositions , d’une initialisation et d’un procédé de transmission.

Remarques :

e La maniere correcte d’initialiser une récurrence, se déduit de la transmission utilisée.

e La récurrence doit étre adaptée aux besoins (récurrence finie ? transmission ? départ de 0 7 ...)
1,2, 3,4,5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,

21, 22, 23

Schema de récurrence : Py et Pp, = Ppt1

e Py est vraie car ...
e Supposons P, pour un entier n € N. Montrons P, 41 ...
En conclusion, P, est vraie pour n > 0

1,2
1,2, 3
Schema de récurrence : Py, P1 et (Pp—1 et Pn) = Pni1

e Py et Py sont vrais car ...
e Supposons P,_; et P, pour un entier n > 1. Montrons P, 41 ...
En conclusion, P, est vraie pour n > 0

1,2,3,4
Schema de récurrence : Py, (Po, ..., Pn) = Pni1

e Py est vraie car ...
e Supposons Py, ..., P, pour un entier n > 0. Montrons P, ;1 ...
En conclusion, P, est vraie pour n > 0

Schema de récurrence : Py, (n < N et P,) = Ppt1

e Py est vraie car ...
e Suppossons P, pour un entier n € [0,N[. Montrons P, 11 ...
En conclusion, P,, est vraie pour 0 <n < N




30.3 Existence
1,2,3,4,5,6,7,8, 9, 10,11, 12, 13
20 (Théoréme de Rolle) 1, 2,3
30.4 Unicité

1,2, 3,4

30.5 Situer

1

21 (Appartenir) 1
30.6 Images et antécédents

22 (Antécédents) 1,2

23 (Images)

24 (Application)

25 (Ensemble image)

26 (Ensemble image réciproque)

27 (Résoudre I’équation y = f(z)) 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10

Fizer y € F et déterminer tous les x € E vérifiant y = f(x), en procédant par équivalences.

{SoityeF. Comme, y = f(z) & -+ — i: alors f J

> f est surjective s’il y a toujours au moins une solution z € E

> f est injective s’il y a toujours au plus une solution z € FE

> f est est bijective 8’il y a toujours exactement une solution x € E. La résolution donne alors
également une formule pour la bijection réciproque f~!: F — FE car

y=f(z)<=z=f"y) (zxecEycF)

Utile pour:

e déterminer si f est injective, surjective, bijective
e trouver une formule pour une bijection réciproque
e déterminer les antécédents, les images réciproques par f
Nécessite : 'équation y = f(x) soit étre soluble
équivalences,résoudre

repose Sur...

28 (Injection) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10

29 (Surjection) 1,2,3,4,5,6,7,8,9

30.6.1 Bijection

1,2,3,4,5,6,7

30 (Bijection réciproque) 1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10

31 (Dériver une bijection réciproque) 1, 2

32 (Transférer les propriétés de f sur f~!, en posant z = f~1(y)) 1,2
30.7 Transformer une expression

1

30.7.1 Calcul

33 (Entiers) 1

34 (Fractions) 1,2,3,4,5,6,7
35 (Dérivation)

36 (négation) 1,2

37 (contraposition)

38 (a® =ePlne) 1,2

30.7.2 Identités fondamentales

39 (Identité remarquable (a — b)
40 (Identité remarquable (a + b)
41 (Identité remarquable a? — b?

21
%)
)



1,2,3,4,5,6,7,8
30.7.3 'Trigonométrie
1,2,3

30.7.4 Rassembler en un seul élément

1,2
Mettre sous le méme dénominateur

[%—!—---—Fg:%X%-l--"—&-%XE:M avec ppcmzcuz---:dv]

v ppcm

Remarque : on utilisera systématiquement le plus petit commun multiple (ppcm) de ¢, ..., d au lieu

a b ad+bc
d’appliquer sans réfléchir la formule — + i —; pour ensuite réduire la fraction obtenue.
c ¢

30.7.5 Séparer en plusieurs parties plus simples
1,2,3,4,5,6

30.7.6 Simplifier une expression
1,2,3,4,5

30.7.7 Développer une expression
1,2

30.7.8 Factoriser une expression
1

30.7.9 Techniques diverses
1
1,2,3,4,5

Factoriser une expression avec des racines

Va+ Vb a—1b
[\f—ﬁ’:(*f—ﬁ)xﬁ+ﬁ:ﬁ+d

Etudier le signe, en présance de racines

[\/E — /b est de méme signe que a — b]

Forme algébrique d’un inverse de nombre complexe
1 1 a—1ib a—1b
- = — X o=
a+ib  a+ib a—ib  a®+b?

1,2, 3

30.8 Résoudre
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10



30.8.1 Systémes linéaires
1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10

4 (Systéme d’équations)
55 (compatibilité) 1, 2,3
30.8.2 Equations Polynémiales
1,2 3,4
56 (Changement d’inconnue) 1
57 (Mise sous forme canonique) 1,2,3,4,5,6

Mettre sous forme canonique
(X2 +uX +v
}

:ax{(X—f-%)z—f- T

1,2,3

aX?4+bX+e¢ =ax

Factoriser a

faire apparaitre un signe négatif =-A’
Ecrire que A’ = w? en utilisant une racine carrée w de A’ (se rappeler que 7>
factoriser en utilisant 1'identité remarquable A2 — B? = (A + B)(A — B)
Remarques, on a
o U= g et u=:
Al = % = ﬁ indique le nombre de racines réelles :
— Si A #0, les racines sont _“"“"
Elles valent bi\/» si A > O et M si A < 0.

— SiA=0,=%= % est racine double.
30.8.3 Equations Trigonométriques
30.8.4 Equations Matricielle
58 (Poser une matrice) 1
59 (Racine carrée matricielle) 1

0 (Commuter) 1,2,3
30.8.5 Equations fonctionnelles
61 (Changement de fonction inconnue)
30.8.6 Equations portant sur des suites
62 (Changement de suite inconnue) 1,2
30.8.7 Inéquations
63 (Inéquations)
30.9 Polyndmes
30.10 Matrices
64 (Matrice diagonale) 1
65 (Matrice triangulaire supérieure) 1
30.11 Inversibilité

6 (Relation matricielle polynémiale) 1,2,3,4,5
30.11.1 Matrice inversible
1,2,3,4,5,6,7
67 (Matrice inverse) 1,2,3,4,5,6,7,8,9
68 (Matrice inverse (définition)) 1,2
69 (Matrice non inversible) 1
70 (Matrice puissance) 1,2,3,4,5,6,7,8,9
71 (Matrice nilpotente) 1,2
30.12 Diagonalisation
1,2
72 (Matrice diagonalisable)

CUk @ N =

t —u—w

Utiliser I'identité remarquable X? 4 uX = (X + )% — “{ et simplifier pour obtenir

— 1)



30.13 Espaces vectoriels
1,2,3,4,5,6,7,8,9

73 (Sous-epace vectoriel) 1,2, 3,4

74 (Espace engendré) 1,2,3,4,5,6,7, 8
75 (Appartenir & un Vect) 1,2,3

76 (Equation cartésienne) 1

30.14 Familles libres ou liées
1,2,3,4,5,6,7

30.14.1 Famille libre

1,2

77 (Un vecteur non nul)

78 (Deux vecteurs non colinéaires)

79 (

80 (Famille de polynémes échelonnés en degré) 1
30.14.2 Famille liée

Famille de méme rang que son cardinal (fini))

30.14.3 Familles génératrices

81 (Famille de méme rang que la dimension (finie))
30.14.4 Bases

1,2,3,4,5,6,7, 89,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19
82 (Coordonnées dans une base) 1, 2,3

83 (Utilisation du rang) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
30.14.5 Sommes d’espaces vectoriels

84 (FE=F®G) 1

30.14.6 Dimension

1,2

30.15 Applications linéaires

85 (Application linéaire) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 23, 24, 25

86 (Noyau) 1,2,3,4,5,6,7

87 (Image) 1,2,3,4,5,6,7

88 (Matrice d’une application linéaire) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12

Pour obtenir la matrice Matge(f) de f dans les bases B = (bj)1<j<n €t C = (¢;)1<i<m

Dessiner une matrice

Facultatif : sur la droite, écrire les vecteurs ¢; de la base d’arrivée C

Facultatif : Sur le haut, écrire I'image f(b;) par f des vecteurs de la base de départ B
Calculer f(b;) pour 1 < j < n:Ily a autant de colonnes que de vecteurs au départ

exprimer f(b;) en fonction des ¢; avec l'intuition ou, en desespoir de cause, en résolvant le
systéme

CUk o=

f(b]) =21C1 + ... TpCm,
6. Reporter les coefficients cq, ..., ¢, obtenus pour la colonne j dans la matrice
89 (projecteur) 1,2
30.16 Fonctions de référence
90 (Logarithme Inz) 1,2,3,4,5,6,7
91 (Exponentielle e*) 1
92 (Puissance o) 1,2,3
93 (Racine /z) 1,2,3,4,5
94 (valeur absolue |z|) 1, 2
95 (Partie entiére |z]) 1,2
96 (Partie fractionnaire {z}
97 (Cosinus cosz)
98 (Sinus sinx)
99 (Tangente tanx)
100 (Arctangente Arctanz)
101 (Fonction homographique :’)’L’;) 1,2,3,4,5,6,7
102 (module) 1

)

6
3, 4
.3

1

)
x




30.17 Etude de régularité

Analyser un calcul
Au brouillon, décomposer expression f(x) en un arbre d’étapes élémentaires.

x
1 In(x)
analyse (A)
flz)=+/1+1In(z) - > \/
1+ In(z)
1+ In(x)
In v

—N— —_—~

x>0 et 14+In(z) >0 définition, continuité
Les contraintes sont

s . 1
Q_O/ et lin(:/z)_>9 dérivable, C*, ...
In r
30.17.1 Définition
1,2,3,4,5 6,7, 8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23
1,2,3,4,5,6,7,8
Déterminer un ensemble de définition
Comme z € Df <:>et ...et
<z ekl
nous concluons que Df = E.

1. Déterminer les contraintes C1, ..., C,, pour la définition de f(z) a l'aide de 'analyse (A).

2. Résoudre le systeme constitué par ces contraintes

3. L’ensemble de définition D f est 'ensemble solution £ du systeme de ces contraintes
30.17.2 Continuité

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14

1,2 3,4, 5
Continuité de f est sur E (cas simple)
1. Déterminer les contraintes (', ..., C,, pour la continuité de f(z) & l'aide de 'analyse (A).

2. Etablir les continuités des etapes élémentaires du haut de ’arbre a sa racine, a l'aide de la
résolution des contraintes

Continuité d’une composée

Comme f est continue sur I, a valeurs dans J, et comme g est continue sur J,
la composée g o f est continu sur 1

Continuité d’un quotient

Comme f et g sont continues sur I et comme g(x) # 0 pour x € I,

le quotient i est continue sur [




1,2,3
30.17.3 Dérivabilité
1,2,3,4,5

2,

30.17.4 Classe C*
1,2, 3, 4

30.17.5 Classe C"
30.17.6 Classe C>®

30.17.7 Dérivée
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16

30.18 Evaluer, trouver une formule

30.18.1 Trouver u,,
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24
1
1,2, 3
1,2,3,4,5,6,7, 8,9 10,11, 12, 13, 14
1,2, 3,4
1,2,3,4,5 6,7, 8
Reconnaitre la récurrence linéaire du second ordre

La suite u satisfait la récurrence linéaire auy, o + bupy1 + cu, = 0 pour n = 0,
qui admet le polynéme caractéristique P = aX? +bX + ¢

Si P admet deux racines distinctes

Comme le polyndéme caractéristique a deux racines distinctes z et s,
il existe deux nombres complexes A et p tels que

Up = A2 + ps” (n>=0).

St P admet une racine double

Comme le polynome caractéristique a une racine double z,
il existe deux nombres complexes A et u tels que

Up = A2™ + punz" = (A + un)z" (n>0).

Déterminer les constantes pour trouver u, en fonction de n
up  =aX+SBu
u =adA+p'u

1. Utiliser les conditions initiales pour obtenir un systéme
2. Résoudre puis reporter les valeurs obtenues pour A et p dans la formule de u,,




(A fortiori, on a u, = ... pour n > 0)

30.18.2 Calculer une somme

1,2,3,4,5,6,7, 89 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23
115 (Sommes telescopiques) 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13
116 (Sommes arithmétiques) 1,2

117 (Sommes géométriques) 1,2, 3, 4

118 (Bindéme de Newton) 1

119 (Sommes de Beroulli) 1,2,3,4,5,6

120 (Formule de Vandermonde)

30.19 Parité et périodicité

30.19.1 parité

1,2 3,4

121 (pair)

122 (impair) 1, 2

30.19.2 périodicité

123 (périodique) 1

124 (anti-périodique)

125 (Théoréme des valeurs intermédiaires) 1,2, 3
126 (Relation de Chasles) 1,2,3,4,5

30.20 Inégalités

1,2,3,4

127 (Inégalité des accroissements finis) 1

30.20.1 Minorer

1,2,3,4

30.20.2 Majorer
1,2, 3,4

30.20.3 Encadrer
1,2, ,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27,
28, 29, 30, 31, 32, 33

30.20.4 Borne sup
1

30.20.5 Borne inf
30.20.6 Plus petit élément
30.20.7 Plus grand élément

30.21 Etudier le signe

1,2,3,4,5,6

128 (Un carré de nombre réel est positif (ou nul)) 1
129 (Tableau de signe) 1,2

30.22 Etudier les variations

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17

130 (Monotone) 1,2,3,4,5,6
131 (Croissant)
132 (Décroissant) 1, 2,3



30.22.1 Monotonie et variations des fonctions
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,

20, 21, 22, 23, 24, 25

Pour établir un tableau de variation f

Déterminer I’ensemble de définition de f

(facultatif) Etudier la parité et la périodicité de f, afin de réduire U'intervalle d’étude.

Etude de dérivabilité et calcul de f'(x)

Etude du signe de f'(z)

Dresser le tableau de variation de f

S o=

Pour établir une majoration du type a(z) < b(z) pour x € I

1. Utiliser que a(z) < b(x) <= 0 < b(x) — a(x) pour z € [

2. Dresser le tableau de variation de f(x) = b(z) — a(x) sur I
3. A l'aide du tableau, établir la positivité de f sur [

30.22.2 Monotonie des suites

1,2,3,4,5,6,7

1,2,3,4,5,6,7,8,9
Monotonie de u,
Calculer et simplifier A = u, 41 — u, pour trouver son signe
e si A > 0 pour chaque n : suite strictement croissante
si A > 0 pour chaque n : suite croissante
si A = 0 pour chaque n : suite constante
si A < 0 pour chaque n : suite décroissante
si A < 0 pour chaque n : suite strictement décroissante

1,2, 3,4,5
Monotonie de u, >0
Lorsque u,, est toujours strictement positif, calculer et simplifier Q) = % pour le comparer a 1
si @ > 1 pour chaque n : suite strictement croissante
si @ > 1 pour chaque n : suite croissante
si @ = 1 pour chaque n : suite constante
si @ < 1 pour chaque n : suite décroissante
si @ < 1 pour chaque n : suite strictement décroissante
Si u, est toujours strictement négatif, se ramener au cas précédent en posant v, = —u,, les
conclusions pour u,, sont inversées.
Si u,, change régulierement de signe, il n’y a pas de monotonie

Monotonie de u, = f(n)

1. Dresser le tableau de variation de f

2. Utiliser ce tableau pour comparer u,+1 = f(n+1) et u, = f(n)

11 est nécessaire d’arriver a dériver f et a étudier le signe de sa dérivée f’ pour aboutir

Monotonie de u,

Prouver par récurrence 'une des propriétés suivantes :

Pt Upy1 > up

Qn CUp41 2 Un,

Ry : Up41 = Up

Sn CUp41 < Un,

Tn t Unt1 < Up

Cette méthode est parfois utilisable pour une suite récurrente ou implicitement définie.
Exemple : la suite u définie par ug = 2 et u,41 = u> pour n > 0 est strictement croissante.
o U =8>2=uy

o sit,g1 > Uy alors upie = f(uny1) > f(un) = une1 par stricte croissance de f: z +— 23 sur R
30.23 Suite implicite

1,2, 3,4,5

Stratégie pour étudier une suite définie implicitement par une équation du type f,(u,) =0 (n = 0)



1. Dresser le tableau de variation de f,

2. Situer les solutions possibles de f,(z) = 0 via la monotonie de f, : déduire que a < u,, < b

(resp. b < uy, < a) de la croissance (resp. décroissance) stricte de f,, et des relations :

a. f(a) <0

b. f(b) <0

c. uy, est unique solution de f(z) = 0 sur [a,b]

Pour z fixé, étudier le signe de f,4+1(z) — fn(x).

En déduire le signe de fr11(tn) = frat1(un) — frl(un)

5. de l'inégalité fr11(un) < 0= fn(un) (resp. fni1(un) = 0= fn(u,)) et de la monotonie de f,
déduire la monotonie de la suite (uy,).

6. Déduire le comportement asymptotique de u,, de sa localisation, de sa monotonie et de la
relation fy, (u,) = 0.

30.24 Suites récurrentes

1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10

> oo

Stratégie pour étudier une suite récurrente du type ug = a et up11 = f(uy) (n>0)
1. Dresser le tableau de variation de f permet de situer u,, :
a. trouver un intervalle I stable par f, i.e. tel que f(I) C I
b. sia € I, prouver par récurrence que u, € I pour n > 0
2. Etudier le signe de la fonction g :  — f(z) — 2 permet d’étudier la monotonie de (u,)
a. Dresser le tableau de variation de g
b. En déduire le signe de g sur un intervalle I d’étude
c. Le signe de uy,+1 — uy, = g(uy,) donne le sens de variation de (u,,)
3. a partir de la localisation (encadrement) de (uy) et de sa monotinie, il est souvent possible de
montrer d’établir sa convergence (ou divergence)
4. En cas de convergence, on trouve sa limite en résolvant ’équation £ = f(£) obtenue par passage
a la limite dans u,y1 = f(uy)
30.25 Etudier la convergence
1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40

1
1,2
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14

1,2,3,4,5,6,7,8
1,2,3,4,5,6,7,8,9

1

1
1,2,3,4,5,6,7,8
1,2,3

30.25.1 Etude asymptotique

1,2,3,4,5,6,7
1,2
2,

30.26 Calculer un produit
1,2, 3

30.27 Intégrales

30.27.1 Primitives
1,2,3,4,5,6,7

2,3,4,5,6



1,2,3,4,5
Pour procéder au changement de variable x = p(t) dans l’intégrale ﬁ f(z)dx

s ~
Comme l'application est de classe C! sur , a valeurs dans ,
comme ’application est continue sur

b d
il résulte du changement de variable z = p(t) que [ f(z)dx = / dt.

(. J

1. a. Isoler t dans |z = ¢(t)| pour obtenir que m, si possible.

b. dériver ces relations par rapport a la variable isolée pour obtenir (truc des physiciens) que

dz = ¢'(t)dt ou

c. Utiliser également ces relations, pour trouver que
r=a correspond a t=c
r=> correspond a t=d
d. Compléter la partie , ce qui donne 2 points.
2. Pour justifier correctement et obtenir 2 points de plus,
a. dessiner au brouillon le schema

[a,b]
x = ()
{ )
Yx) =t
[c,d]

b. Parmi les deux fléches, représentant t — ¢(t) ou = + 1 (z), choisir application qui est C!
et qui vous plait le plus pour remplir , et |3
c. Pour le block , mettre 'applications du block [5| qui utilise la variable isolée a la pointe
de la fleche choisie (c’est f si vous avez choisi de prendre ¢ — ¢(¢t) pour |1| et 'autre sinon)
1,2,3,4,5
30.28 Séries

30.29 Intégrales généralisées
30.30 Développements limités
30.31 Dénombrement

1,2,3,4,5,6,7, 8, 9 Pour compter le nombre de cas d’'un
arbre
e on utilise I'addition pour un arbre hétérogéne (ou non)
e On utilise la multiplication pour un arbre homogéne
1,2,3,4,5,6,7
1,2, 3

)

1,2
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
30.32 Univers
1,2,3

30.33 Evenements
1,2



30.34 Probabilité

1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27,
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34

170 (Probabilité du complémentaire) 1
171 (Formule de Poincaré) 1

172 (Formule du crible) 1

30.35 VAR

1,2

173 (Fonction de répartition) 1

30.36 Lois

1,2,3,4,5,6,7,8 9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18
174 (loi certaine)

175 (loi uniforme) 1,2, 3,4

176 (loi de Bernoulli)

177 (loi binomiale)

178 (loi géométrique)

179 (loi hypergéométrique)

180 (loi de Poisson) 1

181 (loi géométrique tronquée)

182 (loi uniforme continue)

183 (loi exponentielle)

184 (loi normale)

30.37 Limite de probabilité d’une suite d’événements
30.38 Probabilités conditionnelles

1

185 (Arbre (probabilités conditionnelles))
186 (Définition)

187 (Formule des probabilités composées)
188 (Formule des probabilités totales)
189 (Formule de Bayes)

30.39 Espérance E(X)

1,2

30.40 Variance V(X)
1
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\]

[ nulle : 1 f(z):1,2,3,4,5loi de Poisson : 1 C' : 1, 2, 3, 4 cardinal : 1, 2, 3, 4, 5, 6,
9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29 série : 1,
4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15 suite constante : 1 antécédent : 1, 2 prouver : 1, 2,
5,6C':14+1—1:1,2, 3 arrangement : 1, 2, 3 conditionnement : 1 f™ : 1 unicité : 1, 2,
E+F:1,2,3,4,5,6,7,89,10,11, 12,13, 14, 15,16, 17 E = F + G : 1, 2 matrice (W):
parité : 1, 2, 3, 4 somme : 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11 élément : 1 tableau de variation : 1, 2,
3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25 divisibilité : 1
factoriser le terme dominant : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 sous-espace : 1, 2, 3, 4 échelonné en degré :
1 approximation : 1 u, = f(n) : 1 £ < ¢ : 1, 2, 3 dénombrer : surjection : 1, 2 [2%dz : 1, 2, 3
ensemble : 1, 2 somme télescopique : 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13 DL' : 1 encadrer : 1,
2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28,
29, 30, 31, 32, 33 valeur absolue : 1, 2, 3, 4 permutation : 1, 2 compatibilité : 1, 2, 3 division
euclidienne : 1 linéarisation : 1, 2, 3, 4, 5 angle moitié : 1 C: 1,2, 3,4,5,6,7,8, 9,10, 11, 12
somme de Riemann : 1 constant : 1 [* f(¢)dt : 1,2,3,4,5,6,7 DL' : 1 5 < [ : 1 formule du
crible : 1 dénombrer : arbre : 1,2, 3,4,5,6,7,8 9 MARRE : 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11,
12 upy1 —up @ 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 fonction : f :1,2,3,4,5,6 w, =:1, 2 univers image : 1
Up41/un : 1,2, 3,4, 5 bindme de Newton : 1 décroissant : 1, 2, 3 | [ | : 1 diverger™ : 1 opération
ensembliste : 1, 2, 3 attribut : 1 double inclusion : 1 @™ — b™ : 1 inégalité : [ : 1,2, 3,4, 5, 6
positivité : [ : 1 double ipp : 1 cdv : 1, 2, 3, 4, 5 élément simple : 1, 2, 3 somme arithmétique :
1, 2 variations : 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 ipp : 1, 2, 3, 4, 5 relation
: 1,2, 3,4, 5, 6 espace vectoriel : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9 continuité : 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13, 14 diagonalisation : 1, 2 signe : 1, 2, 3, 4, 5, 6 Mat(f) : 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,
9,10, 11, 12 récurrence faible : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
20, 21, 22, 23 base : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19 u = az + b
: 1, 2 fonction de répartition : 1 complémentaire : 1 quantité conjuguée : 1, 2, 3,4, 5 u =z +a
01 f :1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11 projecteur : 1, 2 limite : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, 11,
12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26 suite récurrente : 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,
9,10 E = F & G : 1 développer : 1, 2 matrice (\): 1 raisonnement epsilonique : 1, 2 nilpotence :
1 dimension : 1, 2 comparer : 1 endo : 1, 2, 3, 4 v/f(u) : 1, 2 récurrence forte : 1, 2, 3, 4 partie
fractionnaire : 1 suite implicite : 1, 2, 3, 4, 5 systeme linéaire : 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10 séparer
:1,2,3,4,5,6Im: 1,2 3 4,5, 6, 7 récurrence faible (M) : 1, 2 valeur intermédiaire : 1, 2, 3
croissance comparée : 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 fraction : 1, 2, 3,4, 5, 6, 7 constante : 1 Rolle: 1, 2, 3
V(X) : 1 transformer : 1 A= B : 1 dérivée: 1, 2,3,4,5,6,7,8 9,10,11, 12,13, 14, 15, 16
impair: 1,2 E(X):1,21o0i:1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 inversible
: 1 dérivabilité (F) : 1, 2, 3, 4, 5 impaire : 1 X2 = A : 1 overlinemathcal P or mathcal@ : 1, 2
récurrence linéaire : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 élimination : 1 contraposée : 1, 2 primitive : 1 (a;;) : 1
AB = BA : 1,2, 3 continuité (F) : 1, 2, 3, 4, 5 dérivable : 1,2, 3 f~1:1,2,3,4,5,6,7, 8,9,
10 équation polynomiale : 1 périodique : 1 minorer : 1, 2, 3, 4 résoudre : 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9,
10 factoriser : 1 changer I'inconnue : 1 inversible : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 systeme : 1, 2, 3 simplifier :
1, 2, 3,4, 5 inégalité : 1, 2, 3, 4 formule de Poincaré : 1 Ker : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 monotone : 1, 2,
3, 4, 5, 6 changement d’indice : 1 traduire : 1, 2, 3, 4 monotonie : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 majoration
21 (f7Y : 1, 2 loi uniforme : 1, 2, 3, 4 univers : 1, 2, 3 AB =1, : 1, 2 polyndme : 1, 2, 3, 4
rang: 1,2,3,4,5,6,7, 8 9,10 borne sup : 1 quantificateur : 1, 2, 3, 4, 5, 6 a® : 1, 2 analyse de
calcul : 1 tableau de signe : 1, 2 dérivabilité : 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16
supplémentaire : 1 module : 1 somme de Bernoulli : 1, 2,3,4,5,6 (a+b)":1,2,3,4,5,6,7,8
équivalences : 1, 2, 3, 4 situer : 1 opération : 1, 2 variation : 1 dépendance linéaire : 1, 2, 3, 4, 5,
6,7 étude de f(z):1,2,3DL:1 P(A)=0:1, 2,3, 4,5 libre : définition : 1 forme canonique :
1,2, 3, 4,5, 6 libre : 1, 2 négation : 1, 2 monotonie de u : 1 définition (F) : 1,2, 3,4, 5, 6, 7,
8 dans un Vect : 1, 2, 3 auto : 1, 2 coordonnées : 1, 2, 3 combinaison : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
10 matrice nilpotente : 1, 2 définition : 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,
18, 19, 20, 21, 22, 23 taux d’accroissement : 1 linéaire : 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25 reste euclidien : 1 analyse-synthese : 1, 2, 3,4, 5
In: 1,2, 3,4, 5, 6,7 développements limités : 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 événement : 1, 2 sommer
©1,2,3,4,5,6,7,8, 9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23 récurrence i 2
pas : 1, 2, 3 récurrence : 1, 2, 3 inclusion : 1, 2, 3 méme dénominateur : 1, 2 composée : 1, 2
VAR : 1, 2 n-liste : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 point barre : 1 racines : 1, 2 complémentaire : 1 (a — b)? :
1 coeff-racine : 1 ou : 1 appartenir : 1 somme géométrique : 1, 2, 3, 4 divergence : 1, 2 bijection
:1,2,3,4,5,6, 7 probabilité : 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,
20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34 cas : 1, 2, 3, 4, 5 homographie : 1, 2,

787
3

N

) )

w

4,
4
1

w

)

=



3,4,5,6,7 f(x) =0:1DL': 1 entier : 1 terme dominant : 1 asymptote : 1 carré positif : 1
continu : 1, 2, 3 implication : 1, 2, 3, 4, 5, 6 matrice : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22 suite arithmético-géométrique : 1, 2, 3, 4 équivalent : 1, 2, 3,
4,5, 6, 7 convergence : 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21,
22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40 résoudre y = f(z) : 1,
2,3,4,5,6,7,8,9,10 Chasles : 1, 2, 3,4, 5 borné : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 puissance : 1, 2, 3 exp
:let:1Vect: 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8 multiplier : 1, 2, 3 contre-exemple : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 A™
:1,2,3,4,5,6, 7,8, 9sin(a+b) : 1 suite géométrique : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, 11, 12,
13, 14 absurde : 1, 2, 3,4, 5,6, 7 £ = f(¢) : 1, 2, 3 surjection : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 suite
arithmétique : 1, 2, 3 existence : 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13 suites adjacentes : 1, 2,
3,4,5,6,7, 8 opérations : 1, 2 bijection : 1 majorer : 1, 2, 3, 4 trigo : 1, 2, 3 < : accroissements
finis : 1 équivalence : 1, 2, 3,4 z = f~1(y) : 1, 2 injection : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 branche
infinie: 1, 2 up : 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
24 vrai ou faux : 1, 2, 3, 4, 5 partie entiere : 1, 2, 3 gendarmes : 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11,
12,13, 14 racine : 1, 2, 3,4, 5,6 A~ :1,2,3,4,5,6,7,8,9
Missing

[ nulle, f(z), cardinal, série, prouver, C', f*, E+ F, E = F + G, somme, élément, divisibili-
té, approximation, ensemble, DL!, division euclidienne, linéarisation, angle moitié, C, somme de
Riemann, constant, Y < f . f |, opération ensembliste, attribut, double inclusion, inégalité : f ,
positivité : [, double ipp, élément simple, relation, [, limite, nilpotence, comparer, endo, v’ f(u),
constante, A = B, impaire, overlinemathcal P or mathcal(@, primitive, équation polynomiale,
majoration, dérivabilité, supplémentaire, opération, variation, étude de f(x), libre : définition, mo-
notonie de u, auto, reste euclidien, développements limités, composée, racines, complémentaire,
coeff-racine, ou, divergence, f(z) = 0, DL!, terme dominant, asymptote, matrice, borné, et, bijec-
tion, équivalence, vrai ou faux,



