Correction de la fiche n°1 sur les fonctions de références.

Exercice 1 : ( Fractions )
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Exercice 2 : ( puissances et racine )

1. Développer et réduire les expressions suivantes :

a.A=(B+42)2=32+2x3xy2+(y2) = 11+6/2

b.B= (V6 -V3) =6-2/6J/3+3=9-6J2

c. C=(a+b+c)*=a%+b*+c?+2ab+2ac+2bc

d.D = (x—2y)° = x3 —6x2y + 12xy? — 8y3

2. Ecrire les expressions suivantes sous la forme (x)" :
_©°B)° _ G _ r6x3V_ o3 _ e

a. A= e = O = (623 ) — 933

b.B=(5)°(5)"=5"2=5

C. C=/3x(9)*"=37x(3)*=37x(3)% =37

Exercice 3 : ( résolutions d’inéquations )

1. Les fonctions x » 2x — 1 et x » 6x — 5 étant définies sur R, le domaine d’étude de cette inégalité est

Soit x € R.

2x-1<6x-5eo4<dxeox>1

Conclusion : S = [1,+o][.

2. La fonction x ~ 9x? — 36 étant définie sur R, le domaine d’étude de cette inégalité est R.
Soit x € R.

0x2-36>0ox>>4 o (x<-2)ou(x>2)

Conclusion : S = ]-o0,-2] U [2, 40

3. La fonction x — §;3 étant définie sur R\{-1}, le domaine d’étude de cette inégalité est R\ {-1}.

+1
Soit x € R\{-1}.

X - -1 3 +00
x+1 - +
Utilisons un tableau de signe : =, B B
e L
x+1

Conclusion : S = ]-1,3]
4. Soit x € R\{-1,2}.
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X —00
x+1

On utilise un tableau de signes avec (3x+1)2>0: 2x—1
x—=2
2x=1)(3x+1)2
(x=2)3(x+1)
Conclusion : § = J-o0,-1[ U ]+.2[.

5 X+2 4
x+1 —
x+2

Y

+ o+ + o+

—+00

La fonction x ~ 1 etant définie sur R\{-1}, le domaine d’étude de cette inégalité est R\{-1}.

Soit x € R\{=1}.
X+2 <o X2 1< <o

x+1 = x+1 - x+1 =
Conclusion : § = ]—o0;—1]
6. Soit x € R*.
x, 8 x2—8x+16 - (x—4)°
2+?C>4<:> 2x 20«e 7 >0 x>0
Conclusion : § = R**.
7.
Soit x € R\{1}.
SIS 1 x+1 >0
x*+1 x-1) < G- D@2+ 1) ~
X —00 -1 1
x+1 — +
On utilise un tableau de signes : x—1 - -
x> +1 + +
x+1 0 - |

(x—-1DE>+1)
Conclusion : § = ]—o0;—1] U ]1;+oo][.

8. Soitx € R**,

(2x—1)Inx 2x=1DInx x—1

oy >1nx<:>—2_x lnx>0c>3(2_x>1nx>0
X 0 1 2
Inx - 0 +

On utilise un tableau de signes : x—1 - 0 +
2—x + + 0 -
x—1 _

m($=H) 1o+ 0+

Conclusion : § = ]0; 1[ U ]1;2[.
Exercice 4 :

+ o+ o+ o+

400

+00

1.a.Les fonctions x —» exp(—x) et x » 1 —x étant définies sur R, fest définie sur R.

Par soustraction de fonctions dérivables sur R, f est dérivable sur R.
VxeR, f(x) =—exp(—x) + 1.

Etudions le signe de f'(x).

Soit x € R.

—exp(—x)+1 >0 1>exp(—x) x>0

Donc Vx € R*, f(x) >0et Vx e R™, f(x) <0

En conclusion, f est décroissante sur R et f est croissante sur R*.
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X —o0 0 +00

SN\ 0 /

b. D’apres le tableau de variation de f, f admet en 0 un minimum absolu ( voir 1.2.1)

donc Vx € R, f(x) > 0

Conclusion : Vx € R, exp(—x) > 1 —x

2. Montrons que : Vx € R*, x > In(1 + x).

Une premiére méthode serait d’étudier les variations de la fonction x ~ In(1 + x) — x et d’utiliser son
tableau de variation pour conclure sur son signe.

Une deuxieme méthode plus simple est d’utiliser I'inégalité prouvée en 1.b.

VxeR, —xeR = exp(—(—x)) >1-(—x) = exp(x) >1+x

La fonction In étant croissante sur R** et Vx € R*,exp(x) > 0 et 1 +x > 0, on obtient I'inégalité :

Vx € R*,exp(x) > 1 +x = In(exp(x)) > 1In(l +x) = x > In(1 +x)

Exercice 5 :

1.f(x) = VInx—1

Df = [e;+oo]

2. h(x) = Jx* -4

Dh = ]—00,-2] U [2,+[ ( voir exo 3 question 2)
3.g(x) = x-2Jx+2

Dg = [2,+x[

Exercice 6 :

Soit f la fonction définie par f(x) = In(<L

x+1 77

1) Déterminons I'ensemble de définition de f.
La fonction f est définie pour x + 1 # 0 et (ﬁ) > 0 donc Dy = ]-o0,—1[ U ]1,+o0].
2) Etudions les variations de f .

Par composition de fonctions dérivables, f est dérivable sur Dy et Vx € Dy, f'(x) = Wz(x—l)

Vx € Dpf'(x) >0
Donc f est croissante sur Dy.

Exercice 7 :

1. Soit x € R. ( la fonction exp étant définie sur R )
e*3 =16 2x-3 =1n(1) (on utilise Vx € R, In(expx) = x voir 5.2)
o x=23
X=73
o s
Conclusion : § = {<}
2. Cette égalité est définie ssidx—9 > 0
ssix € |2, +o[
Soit x € ]%,+oo|:_
In(4x—-9) =0 < 4x—-9 = exp(0) (on utilise Vx € R*™*, exp(Inx) = x voir 5.2)
< X =

s
2
Comme 2 e ]Z,+xo[ ( solution compatible avec les conditions initiales )

S={3;
3.exp(x?+1) = exp(5(x—1))
Soit x € R . ( la fonction exp étant définie sur R )
exp(x> +1) = exp(5(x—1)) < In(exp(x?+1)) = In(exp(5(x—1))) © x>+1=5x-5
o x?-5%+6=0ox=20ux=3
Conclusion : § = {2,3}
4. In(x + 3) = In(x? + 3x)
Cette égalité est définie ssix?>+3x > 0etx+3 >0
correction-fiche-1-3



ssix € (]J—0,-3[ U ]0,+x[) N (J-3,+x[))
ssi x € ]0,+oo[
Soit x € ]0,+oo].
In(x+3) =In(x>+3x) © x>+2x-3=0ox=1 oux=-3
Comme 1 € ]0,+[ et -3 ¢ ]0,+xo[, §={1}.
5.In(x*> +5x+6) = In(x + 11)
Cette égalité est définie ssix*> +5x+6 > 0etx+11 >0
ssix € (J—o,-3[ U ]-2,+o[) N (J-11,4x[))
ssix € (J-11,-3[ U ]-2,+x[).
soitx € (J-11,-3[ U ]-2,+]).
In(x> +5x+6) =In(x+11) © x> +5x+6) = (x+11) e x>’ +4x-5=0o x=-50ux = 1.
Conclusion : ces solutions étant compatibles avec les conditions initiales, S = {-5,1}.
6.2In(3—x) < In(x+ 1) + In(x — 2).
Cette inégalité est définie pour x € 12,3].

2InB3-x) <In(x+1)+In(x-2) © In(3-x)?) <In((x+ 1)(x-2)) © B-x)? < (x+DNHx-2) © x>

Conclusion : § = [-,3].
7. exp(2x) — Sexp(x) +6 < 0
Soit x € R.
X =e"
exp(2x) — Sexp(x) +6 < 0 & .
P P 6-5X+X?><0
On détermine les racines du polyndme P = 6 - 5X + X?> = (X - 2)(X - 3)
Donc6-5X+X><0 e X e ]2;3]
X =e"
exp(2x) —Sexp(x) +6 < 0 & o 2<e <3
X e 12:3[

exp(2x) —Sexp(x) +6 < 0 & In2 < x < In3 ( en utilisant |a stricte croissance de In sur R**)
Conclusion : S = ]JIn2,In3].
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